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Santrauka. Naudojant efektyvy diskretinés Kirchhofo teorijos baigtini elementa DKT, suformuluotas naujas baigtinis
elementas lenkiamosioms daugiasluoksnéms ploksteléms, sudarytoms i$ keliy bet kokia tvarka iSdéstyty sluoksniy,
modeliuoti. Kiekvieno sluoksnio medziaga gali buti skirtinga ir ortotropiné. Trikampis elementas turi po 6 laisvumo
laipsnius kiekviename mazge: 3 linijinius poslinkius ir 3 posiikius apie koordina¢iy asis. Setasis, fiktyvus, posikis apie
statmena elemento plok§tumai asj naudojamas dél skaitiniy reikalavimy. Elementas apima visus deformacijy ir itempiy
efektus tiek elemento plokstumoje, tiek statmena Siai plokStumai kryptimi i$skyrus $lyti. Elementas gali biti taikomas
lenkiamosioms ploksteléms arba sijoms, kurioms §lyties jtaka nedidelé, skaiciuoti. Pateikti skaitiniai pavyzdziai, rezultatai
palyginti su analitiniais bei aprobuotais skaitiniais sprendiniais.

ReikSminiai Zodziai: sluoksniuotos plokstelés, kompozitai, kompozitinés struktiiros, baigtinis elementas, netiesiné
analize.
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Abstract. The new finite element of multilayered built up with an arbitrary series of layers plate for plate bending
problem is formulated on the ground of widely used, effective finite element Discrete Kirchhof Theory (DKT). The
material of each layer is supposed to be different and orthotropic. Triangular element has 6 d.o.f.’s at each of 3 nodal
points: 3 displacements and 3 rotations about co-ordinate axes. The element takes into account all the in-plane/out-of-
plane effects except for shear. The element could find an application in the slab bending problems or in the plate, where
the shear influence could be neglected, bending problems. Numerical examples are presented. Present solutions are
compared with available analytical and numerical solutions.
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1. Ivadas tiky analizés bei techninés modeliavimo galimybés. Tai lei-
dzia sukurti medziagas, kuriy savybes galima numatyti i§
anksto ir atveria pladiy galimybiy racionalioms ir tuo pat
metu patikimoms inZinerinéms konstrukcijoms kurti.

Pastaruoju metu jvairiy medziagy derinimas tapo vie-
nu i§ pagrindiniy bidy naujoms medziagoms sukurti. Kar-
tu su naujomis kompiuterinémis technologijomis tobuléja
ivairiausiy medziagy savybiy ir konstrukcijy charakteris- Del ypa¢ gery mechaniniy savybiy, palyginti nedidelio
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svorio ir galimybés i§ anksto parinkti tinkamas medZziagos
charakteristikas kompozitai placiai naudojami ne tik sudé-
tingy technologiju — aviacijos, kosmoso ir karinés pramo-
nés srityse, bet ir civilinéje pramonéje. Taciau konstrukei-
ju, pagaminty i§ kompozitiniy medziagy, kiirimas ir
praktinis taikymas visy pirma remiasi mokéjimu Sias kon-
strukcijas modeliuoti. Reikia pazymeéti, kad sluoksniuoty
ploksteliy-membrany analizés klausimai gana gerai istirti,
todél daugiausia démesio skiriama lenkiamujy sluoksniuo-
ty ploksteliy modeliavimo klausimams. Nors sluoksninés
struktiiros placiai naudojamos, Siuolaikiniy sluoksniuoty
kompozity netiesinio deformavimo ir irimo teorijos bei ma-
tematinio modeliavimo metodai iki $iol néra isbaigti. Dél
sluoksninéms struktiiroms budingy anizotropijos savybiy
nagrinétini visi tempimo ir gniuzdymo bei lenkimo efek-
tai, lenkimo-membraniniy ir membraniniy-§lyties efekty sa-
veikavimo reiskiniai. Sluoksninéms strukttiroms modeliuoti
daznai taikomas baigtiniy elementy metodas. Sukurta gana
daug baigtiniy elementy konstrukcijoms, pagamintoms i§
tradiciniy medziagy, modeliuoti. Ta¢iau sluoksniuoty plo-
nasieniy lenkiamyjy ploksteliy uzdaviniams, kur galima tai-
kyti tik kelias deformacijy-itempimy biivi supaprastinan-
Cias prielaidas, reikia specialiy sluoksniuoty baigtiniy
elementy. Tikslis baigtiniai elementai [1] dél sudétingo ma-
tematinio modelio daznai yra sunkiai realizuojami taiko-
mojo pobiidzio programose. Todél iSlicka gana tiksliy, efek-
tyviy praktiskos formos baigtiniy elementy sluoksniuotoms
lenkiamosioms ploksteléms, kurioms nebiity keliama jo-
kiy skerspjuvio simetrijos reikalavimy, poreikis.

Darbe pateiktos naujos optimizuotos sluoksniuoto tri-
kampio baigtinio elemento DKT CST, kuriame jvertinti visi
minéti membraniniai ir lenkimo poveikiy efektai [2], ta-
Ciau atsisakyta Slyties efekty, struktiiriniy matricy israis-
kos. Sis baigtinis elementas gali biiti panaudotas sluoks-
niuotoms anizotropinéms lenkiamosioms ploksteléms,
atskiroms ploksteliy zonoms arba sijoms modeliuoti, kai
Slyties deformacijos néra itin svarbios.

2. Matematiniai modeliai

Dél membraniniy jtempiy jtakos tikrieji plokstelés po-
slinkiai yra daug maZzesni uz nustatytus pagal tiesing teori-
ja. Diskretyji tokio uzdavinio modeli [3] galima uZraSyti
kaip netiesiniy algebriniy lygCiy sistema:

[k@)b-F=0, 1)

¢ia ansamblio standumo matrica priklauso nuo poslinkiy
& dydzio; F — iSoriniy apkrovy vektorius.

Netiesiniy lygc€iy sistemoms spresti taikomas iteracinis
Niutono ir Rafsono metodas [4, 5]. Kiekviename iteracinio
proceso zingsnyje apytikslis sprendinys 9, , kuriam iSori-
niy ir vidiniy jégy nesarysis y, # 0, patikslinamas spren-
dziant tiesiniy lygciy sistema:

A8, =-K7 ] v, )

k7= Ko ]+ (& ]+ (K, ). 3)

dia: [K T] — tangentiniy standumy matrica; [KO] — tiesiné
standumo matrica; [Kc] — pradiniy itempimy matrica;
[K L] — dideliy poslinkiy matrica. NesarySis y, skaic¢iuo-
jamas pagal jtempimus 6,

w(a):j[E]Tch—on, (4)

Cia [E] — netiesiné matrica, deformacijas susiejanti su po-
slinkiais.
Atskiras geometriskai netiesinio uzdavinio atvejis yra
pradinio pastovumo uzdavinys [3], kai matrica [K I ] =0.
Dinamikos uzdaviniai aprasomi lygtimi:

2
[K0]6+[C]%5+[M]6676+F=0, 5)

cia [C] ir [M ] — slopinimo ir masiy matricos.
Atskiras dinamikos uzdavinio atvejis yra tikriniy reiks-
miy uzdavinys [3, 6], kai matrica [C] =0ir F=0.

3. Elemento DKT_CST formulavimas

Baigtinis elementas suformuluotas kaip lenkiamojo
(DKT) ir membraninio (CST) elementy derinys [2, 7]. CST
elementas turi tris mazgus, pirmosios eilés interpoliacing
funkcija ir po du laisveés laipsnius — poslinkius kiekviena-
me mazge. DKT elementas [8] turi tris mazgus ir tris lais-
ves laipsnius — {linkj ir du posiikius kiekviename mazge,
elemento interpoliaciné funkcija turi atitikti C° suderina-
mumo reikalavimus. Kompozitinés plokstelés rysis tarp
itempiy ir deformacijy [9, 10] uzrasomas taip:

N =|p” |e*+|p7" |k,

M= [Dplb]e0+[Db]k, ©

¢ia: NirM
|_D"1 J’ [Dplbl’ lDbJ — akumuliacinés tamprumo matricos,

— membraniniai bei lenkimo itempiai;

kurios gaunamos sudedant sluoksniy tamprumo matricas
[7,11]; € —vidurinio pavirSiaus membraninés deformaci-
jos; k — kreiviy vektorius.

Lenkimo deformacijos sukelia deformacijas plokstumo-
je, ir atvirksciai (6). Sis efektas jvertinamas pagal jungia-
mujy standumy matrica [K (1)””’] )

Elemento struktiirinés matricos sudaromos i§ membra-
ninio ir lenkiamojo elementy matricy, kurios sujungiamos
1 globaliaja elemento matrica taip, kaip to reikia elemento
laisvés laipsniams iSdéstyti.
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Elemento kiekvieno mazgo laisveés laipsniy vektorius:

8, =, 0,,0,,,0,,,0,, T, )
¢ia: u;,v;,; — mazgo poslinkiai; 6,;,0,,,0,; — mazgo
postkiai aplink atitinkamas asis.

Elemento standumo matrica:
Kpl Kplb
Ik, ]- [[ o] Ik )

K" [K(I))]

Cia [Ké’l ], lK([)’J ir [Ké’lb] — membraning, lenkimo ir jun-

giamyjy standumy matricos.

[k} alsy' T o Toe ] ©)

Cia [B(f’ ] — tiesiné membraniné geometriné matrica [2].
Matricos K(f)”’ elementai skaic¢iuojami taip:

/ i !
[ pl] 1 dfibb+dfscic; d’;b,cj+d3clbj (10)
24| ablepralibe,

dfycci+dfibb;
12192933 j:1)253)

oy 1 o .
ia: A — elemento plotas; d ,»f — akumuliacinés membrani-
nés tamprumo matricos lDP’J elementai; b, ir ¢; — geo-

metriniai koeficientai. Globalioji matrica yra sudaroma i§

9 tokiy bloky.
[t )= glat o Itk (i

¢ia IB(’)’ J — tiesiné lenkimo geometriné matrica [2].
Kai ka pertvarkius [7], atskiro matricos elemento is-

raiSka uZrasoma taip:

Lys s s [t x, bubyt

ii=1jj=1iii=1 jjj=1

+d12 (Yl llijjclllb]]j+Xl llY]jjblllc]jj )+

b
Kor =34

d22 iii jj]clll i

d33 (Xl qu Vi Cmc/// +Xl llY/ijlllb/]j +Yl llX]jjblllcjjj+
ON;;.ON ;.
Ylllejjblllb_[jj)]J. oL. aL
i=1,2,...,9, j=1,2,...,9, (12)

¢ia: d ;’ —akumuliacinés lenkimo tamprumo matricos [Db J
elementai; N,
interpoliaciniy funkciju koeficientai; b;; ir c;;
riniai koeficientai; integraly skaiCiavimas aprasytas toliau.

kvl flog Tl Tl 0

Atlikus minétus pertvarkymus, gautos tokios matricos
Ké’”’ elementy iSrai$kos:

— interpoliacinés funkcijos; X, ;; ir ¥;; —
— geomet-

z z [(d"”’bX +dblbey, )bw

plb
Ko( it jjj
Ji=1jjj=1

2i 1] 2A
(14)

ON
(dplbbleerplbc XJ]]) € jij ].[ aL'HZ dd,
e/

Ib Ib Ib
Kp( 21); _ﬂ z z [(dlpz ¢ X jytdss bY, )bw
Ji=1jjj=1
Ib Ib iz
(dp clY1/1+dp bX]//) w].[_dA (15)

Cia:i=1,2,3;7=1,2,..,9; diflb — akumuliacinés jungia-

mosios tamprumo matricos [D””’ J elementai.

Elemento pradiniy jtempiy matrica:

[KG]:B [K(v)b]:|’ (16)
[k¢)-floT ok an)

¢ia: matrica [G] priklauso tik nuo koordinaéiy [6]; [T] -
membraniniy itempiy matrica.
Atlikus pertvarkymus [7], gauta atskiro matricos |_K gJ

elemento iSraiska:

[Kcu] Z Z [Xz i X Lo+ Vil Ty +

ii=1jj=1

(18)
(Xl qu Jj +YlllXj ¥ xy]iNiizijsz >
i=1,2,..,9, j=1,2,..9,

¢iaTl,, T v Ty — membraniniai jtempiai.
Elemento dideliy poslinkiy standumo matrica:

0 [Kp”’
[KL]=£ [Kf”’]T [Klf] av, (19)

¢ia IK f J ir [K P b ] —netiesinés lenkimo ir jungiamuyjy stan-
dumy matricos.

k|- l [T [0 [51 Jav , (20)

éia [BZJ — netiesiné lenkimo geometriné matrica [3].

Atlikus pertvarkymus [7], gautos tokios matricos [K [ ]
elementy iSraiskos:

b b
K7™ i ZZ 2[6 X“ijka
A k=1 j=1 k=1
(b dfy dP’) , (bd dp’)
idiy +edsy B Y Y \bidpy +cids;
y
(Y/ Xkt X Y, kabldB +edf; )) (21)
[N.Ny.d4,
A
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1 b
Kf (i+1),. __Zz 26 ( jijkka
24 k21 jim K=t

[ ! /
(bld?f)l +Cld; )+ ],ijk kk(bld32 +Cld2g)

!
(¥, X+ X, Ve Xb,d33 e, )) (22)
) N Ny.dA,
A
i=1,3,5 1=1,2,3, j=1,2,.... 9,

Cia 52 — lenkiamojo elemento mazgo poslinkis arba posii-
kis (7).

ktl= o et o Y st el oo It
[8:] [p 3! ﬂdV.

kel | + [kt Je ke )

Atlikus pertvarkymus [7], matricy |_K fBJ ir |_K fCJ at-

(23)

24

skiry elementy iSraiSkos uzraSomos taip:

L35y salx

KLB ij =
2Ak lii=1jj=1kk=1 jjj=1
X kakdll lll

(ankak +X111Ykkk )d3

X kakd

YkkdeI +

it

zlekkdeZ +
(Ykakk +X1qukk)d3

plb
X kakd13 +Y i Yomdysy +

(Yl lszkk +Xl qukky?)

i€ T

(25)

(X, e+ Y,b,

ON ..
i€ i 32 i )] J. Niiz N, aL_jjdA)’
4

i
i=1,2,...,9, j=1,2,...,9.

b 9.9 3 3 3 3 heb
Kley =YY 33 3 (6h6) «
k=1l=1ii=1jj=1 kk=11I=1
Xl i jjjdll +Xl i jjjd13
Xk +

N4y, dy +Y, 3

Li X i LY i

iii ]jj d22 l ii 11] d23
d33

Yk,kle,ll{ d +X X
32

l” J/] Jdi
in ]]jd12+
+ XX

Ji
XY
ke kk* LIl d Y.
lll ]jj 23+

X[,iinjjd13 +7,

iy +
1Y 93+ y (26)
i3y +
33

lll j]]
dy +Y,
lll jjj

lll jjj

J.Nil'ZNj]'ZNkklelsz)a
A

i=1,2,..,9, j=1,2,...,9.

ISoriniy ir vidiniy jégu nesarysis (4) skai¢iuojamas taip:

ey
2
[Kf”’ ]ﬁ;” +%[K23 ]Taﬁ’ +4, (27)

[y B+ St b

¢ia: [ — iteracijos numeris; matricos [Kplb] , lKLBJ ir

v, =

IK LCJ formuojamos pagal (i—1) iteracijoje suskai¢iuotus

poslinkius 87 ir 8.

ON ;. . ON
Integraly [—da, j%idA ,
A =i 4 iii Lj/j

a]ijz I
[ NizNye aL—dA, [ NN j.NyNy.dA reik§més su-
4. Y 4 L
skai¢iuotos pagal paketa Mathematica ir saugomos masy-

- . L. i=3_ .
vuose. Atrinkti naudojami indeksai iiz :T3 +ii , skai-

¢iuojami pagal sveikaskaicio skai¢iavimo taisykles. Toliau
standumo matricos elementai sintezuojami skaitiskai. Toks
matricos formavimo metodas pranaSesnis uz tradicinj skai-
tini integravima, nes skaiciuoti reikia maziau laiko, be to,
tai leidzia iSvengti visy su skaitiniu integravimu susijusiy
paklaidy.

4. Skaitiniai pavyzdZziai

Tiesinio skai¢iavimo rezultatai naudojami geometris-
kai netiesiniams skaiCiavimams ir optimizavimo uzdavi-
niams sprgsti. Todél elemento tikslumas ir konvergavimo
charakteristikos visy pirma buvo istirtos tiesiniams lenkia-
muyjy sluoksniuoty ploksteliy uzdaviniams. Tiesiniy skai-
¢iavimy rezultaty analizé rodo, kad suformuotas baigtinis
elementas yra tikslus ir turi geras konvergavimo charakte-
ristikas. Todél Siame darbe elemento kokybg demonstruo-
sime tikriniy reik§miy geometriskai netiesiniam ir pradinio
pastovumo uzdaviniams.

4.1. Modaliné analizé¢ — tikriniy reikSmiy uZdavinys

Skai€iuoti parinkta nejtvirtinta trijy sluoksniy kvadrati-
né plokstelé (1 pav., a). Kad nebiity prarastos kai kurios
svyravimy formos, nagrinéjama visa plokstelé nejvertinus
simetrijos salygu. Plokstelés sluoksniy storiai: 4 =0,1,
hy =015, hy =0,25; a = b = 4,0; tamprumo moduliai
E,, = E,, = 2x10°; sluoksniy ortotropijos asiy orientaci-
ja 0/0/0; Puasono koeficientai v;, =v,; =0,3; Slyties mo-
duliai G, =0,77x 10°; tankiai p =1000. Skai¢iavimo re-
zultaty lyginimas su analitiniais [ 12] sprendiniais pateiktas
2 pav. ir 1 lenteléje. Nenulinés formos pateiktos 3 pav.



E. Michnevi¢ / UKIO TECHNOLOGINIS IR EKONOMINIS VYSTYMAS — 2007, Vol XIII, No 1, 41-46 45

2) ZT" b/
y/| =) X

X
b) é/

H=hl+h2+h3

4

N\

E———ar

1 pav. Skai¢iuojamosios schemos

Fig 1. Computational schemas

1 lentelé. Pirmieji Sesi nenuliniai dazniai

Table 1. The first six non-zeroes eigenfrequencies

Elementy DKT_CST skaicius Anali-
tiniai1
8 32 72 128 200 | rezultatai
1| 1547 | 26,19 | 29,10 | 30,17 | 30,34 31,0
2 | 2431 | 4531 | 5429 | 5831 | 60,36 61,8
3| 4241 | 7466 | 8656 | 91,70 | 9427 95,0
4 | 4844 | 1215 | 1580 | 1750 | 1839 -
5 | 8354 | 1604 | 1818 | 1901 | 194,1 -
6 | 1285 | 3592 | 4533 | 5020 | 5288 -

Nagrinéjamos plokstelés pirmosios 6-osios nulinés for-
mos atitinka kietojo kiino judesius. Rezultaty konvergavi-
mo kreivés rodo, kad DKT CST elemento sprendiniai grei-
tai konverguoja esant tiksliam sprendimui. Pirmojo tikrinio
daznio tiksli reikSmé gauta sudalijus plokstele | 128 ele-
mentus.

4.2. Pradinio pastovumo uzZdavinys

Skaiciuoti parinktas trijy sluoksniy strypas (1 pav., b).
Jo ilgis L = 10; plotis a = 1,6; sluoksniy storiai: A =0,3,
hy, =05, hy=0,8; tamprumo moduliai £, =E,, =
2x10° ; Puasono koeficientai v, =v,, = 0,3; lyties mo-
duliai G, =0,77x10°; apkrova P=1,5.

Rastos kritinés jégos ir atitinkamos pusiausvyros for-
mos. Skai¢iavimo rezultatai pateikti 2 lenteléje ir 4 pav.

Naudojant elementa, rastos tikslios pirmyju kritiniy jé-
gu reikSmés. Vieno procento skirtumas tarp analizinés ir
suskaiCiuotos pirmosios Kkritinés jégos reik§més gautas tin-
kleliu, sudarytu i 80 elementy.

4.3. Geometriskai netiesinis uZdavinys

Skaiciuoti parinkta standziai itvirtinta trijuy sluoksniy
kvadratiné plokstelé (1 pav., a), koncentruota apkrova P
pridéta centre. Plokstelés sluoksniy storiai: #; =0,2,
hy=03, hy=05; a=>=5,0; tamprumo moduliai
E,, = Ey, = 2x10°; sluoksniy ortotropijos aiy orientaci-

—m— [1] DKT_CST
1 00 1 —M—([1] ANALITINIS REZ ¥ T
v . —@— [2] DKT_CST
Daznis 121 -

—e— (2] ANALITINIS REZ
80 || —e—mBIDKT_CST
——[3] ANALITINIS REZ

60 ot

softlo A — T e

20 fror e

8 32 72 128 200
Elementy skaicius

2 pav. Pirmyjuy trijy nenuliniy dazniy konvergavimas

Fig 2. Convergence of the first three eigenfrequencies

e) f

3 pav. Pirmosios $eSios nenulinés formos

Fig 3. The first six eigenvectors

2 lentelé. Pirmoji kritiné jéga, skaiiavimy rezultatai

Table 2. The first critical force. Results of calculation

Elementy P, P, ) -
skaicius | (DKT CST) | (analifing) | Faklaida. [%]
20 18 305,42 139
80 18 305,16 138
180 18 291,22 18 054,76 131
320 18 287,16 1.20
500 18 284,32 127

ja 0/45/90; Puasono koeficientai v, =v,; =0,3; Slyties
moduliai G, =0,77x10°.
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Skai¢iavimo rezultatai rodo, kad membraniniy defor-
macijy efektas pasireiskia, kai ilinkiai vir$ija 0,2 plokstelés
storio 4 (5 pav.). Kai tiesinio ilinkio reik§mé 0,25 A, skirtu-
mas tarp netiesiniy sprendiniy, gauty su elementais
DKT _CST ir TRIPLT, sudaré¢ 0,08 %.

5. ISvados

Pasiiilytas baigtinis elementas skaitiskai istirtas lyginant
geometriskai tiesinés ir netiesinés statikos bei tikriniy reiks-
miy uzdaviniams gautus rezultatus su zinomais analitiniais
sprendiniais arba su aprobuotais baigtiniy elementy meto-
do sprendiniais. Skaitiniy tyrimy rezultaty analizé rodo, kad
elementas turi geras konvergavimo charakteristikas, yra ga-
na tikslus ir taupus skai¢iavimo laiko sanaudy pozitiriu.

Baigtinis elementas gali biiti naudojamas sluoksniuo-
toms anizotropinéms lenkiamosioms ploksteléms, plokste-
liy atskiroms zonoms arba sijoms modeliuoti, kai Slyties
deformacijos néra itin svarbios.

Lenkiamosioms sluoksniuotoms ploksteléms modeliuoti
sudaryta programa leidzia atlikti tikslius skai¢iavimus jvai-
riais jtvirtinimo atvejais ir gali bliti panaudota projektavi-
mo ir gamybos imonése.
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