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Santrauka. Pateikiamas patobulintas plieninių rėmų strypų skerspjūvių optimizacijos uždavinio matematinis modelis
ir skaičiavimo algoritmas, įvertinantis medžiagos netampriąsias savybes ir eksploatacinius reikalavimus. Disipacinių
savybių įvertinimas, naudojant netampriąsias plieno deformacijas, lemia reikšmingą laikomosios galios rezervo
sumažinimą optimalios tamprios būklės konstrukcijos atžvilgiu. Eksploataciniai reikalavimai, keliami konstrukcijai jos
naudojimo laikotarpiu, apima ne tik stiprumo, bet ir deformatyvumo, stabilumo ir konstrukcinius apribojimus. Jie apibrėžia
minimalius skerspjūvių parametrus ir elementų ribinius liaunius. Visa tai riboja laisvą plastinių deformacijų plitimą,
todėl optimali konstrukcija yra neyramoji tamprioji plastinė. Naudojami tampraus atsako dydžiai funkciniu ryšiu tarp
standartinių profilių skerspjūvių optimizuojamų parametrų, todėl uždavinys sprendžiamas iteracijų būdu. Pateikta
apribojimų dydžių ir pradinių parametrų parinkimo strategija kryptingam iteracijų proceso valdymui užtikrina sėkmingą
uždavinio konvergenciją. Atliktas 10 aukštų rėmo, naudojant standartinius profilius, optimizacijos skaitinis eksperimentas.

Reikšminiai žodžiai: optimizacija, netampriosios deformacijos, tamprioji plastinė konstrukcija, eksploataciniai
apribojimai.
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Abstract. A developed mathematical model and calculation algorithm for steel frame cross-sectional optimisation tak-
ing into account inelastic strains and maintenance requirements are presented. An evaluation of dissipative features
when employing inelastic steel strains results in a significant reduction of frame carrying capacity versus its elastic
response. The maintenance requirements of structure involve not only strength but also the stiffness, stability and struc-
tural constraints.  The latter ones define the minimum cross-sectional and slenderness values of members. The above-
mentioned factors restrict a free development of plastic strains, thus an optimal structure is in a state prior to plastic
failure. The employed values of structural elastic response are functionally related to the optimised parameters, there-
fore the problem is solved iteratively. A strategy of choosing the limiting and that of starting parameters to handle
iterative process ensures a successful problem convergence. A numerical experiment of 10-storey steel frame optimisation
by standard profiles is presented.
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1. Įvadas

Konstrukcijos optimizacijos pagrindinis tikslas – sukurti
optimalią konstrukciją, kurios elgsena nuo įvairių išorinių
poveikių veikimo tenkintų ribinius saugos ir tinkamumo
būvio reikalavimus.

Pastaruosius tris dešimtmečius gana intensyviai buvo
plėtojama konstrukcijų optimizacijos teorija, metodai ir
skaičiavimo algoritmai bei jų integracija su šiuolaikinėmis
kompiuterinio modeliavimo ir automatizuoto projektavimo
sistemomis [1–9]. Pažymėtina, kad einamuoju metu pasi-
rodė darbai, kuriuose taikomi genetiniai algoritmai, pagrįsti
biologinių principų įdiegimu į konstrukcijų optimizacijos
problemų realizacijos kompiuterines technologijas [4, 7, 8].
Patrauklusis šių algoritmų bruožas yra jų suderinamumas
su diskretine optimizacija, jie nereikalauja projektuotojų ne-
mėgstamų funkcijų išvestinių, kurios labai plačiai taiko-
mos klasikiniuose  optimizacijos metoduose.

Atliktų darbų analizė leidžia teigti, kad  konstrukcijų
optimizacijos metodika, kurioje vienu metu taikoma mate-
matinio programavimo teorija, ekstreminiai energiniai prin-
cipai ir medžiagos netampriosios savybės yra viena iš efek-
tyviausių [1, 6, 9–14]. Čia medžiagos plastiškųjų savybių
įvertinimas daug tiksliau parodo konstrukcijos darbą įvai-
riais apkrovimo etapais ir leidžia sukurti gerokai raciona-
lesnį projektą [9–19]. Verta pabrėžti, kad dauguma atliktų
darbų yra pagrįsti ribinės pusiausvyros teorijos prielaido-
mis [6, 9, 16, 17, 19]. Dėl šios priežasties gauti optimalūs
konstrukcijų projektai patenkina tik stiprumo kriterijus, ten-
kinančius saugos būvį. Būtina pažymėti, kad optimizacijos
rezultatai pagal plastiškojo suirimo kriterijų ne visuomet
yra lemiami, nes optimalios konstrukcijos ribinis tinkamu-
mo būvis gali būti prarastas net ir nepasiekus plastiškos
suirties dėl per didelių netampriųjų deformacijų ir jas lydin-
čių poslinkių atsiradimo. Be to, optimizacijos uždavinio ap-
ribojimų sąlygos dažniausiai yra formuluojamos, neatsižvel-
giant į Statybos techninio reglamento [20] reikalavimus ir
dėl to optimalios konstrukcijos standumas neužtikrina nor-
malaus jos funkcionavimo.

Šios priežastys riboja ribinės pusiausvyros teorijos prak-
tinį taikymą rengiant optimalius konstrukcijų projektus. To-
dėl konstrukcijos deformuoto būvio parametrų įvertinimas
yra būtinas optimizacijos uždavinių matematiniuose mo-
deliuose. Deformatyvumo apribojimai nusako rėmo maz-
gų ar atskirų dalių poslinkių ribas, konstrukciniai – mini-
malius skerspjūvių parametrus, strypų ribinius liaunius etc.
Nėra abejonių, kad konstrukcijos optimizacija, įvertinant
šiuos visus reikalavimus ir plieno netampriąsias savybes,
yra vienas svarbiausių optimalaus projektavimo uždavinių.

Šių tyrinėjimų tikslas:
• plieninių konstrukcijų (rėmų) optimizacijos užda-

vinių matematinių modelių ir skaičiavimo algorit-
mų tobulinimas, įvertinant plieno netampriąsias sa-

vybes ir eksploatacinius reikalavimus (stiprumo, de-
formatyvumo, stabilumo, konstrukcinius, etc. apri-
bojimus);

• optimizacijos uždavinių skaitinės realizacijos aspek-
tų analizė.

Siūloma metodika yra iliustruojama  10 aukštų laisvojo
plieninio rėmo, veikiamo vertikalių ir horizontalių jėgų,
skaičiavimu. Optimizacija atliekama, turint omenyje funk-
cines priklausomybes tarp skerspjūvio parametrų, tinkan-
čias dvitėjų standartinių profilių sijoms.

2. Matematinis modelis

Plieninio rėmo optimizacijos uždavinys yra formuluo-
jamas taip: žinant rėmo konfigūraciją ir išorines jėgas, rei-
kia rasti tokį strypų skerspjūvių plotų A (ribinių lenkimo
momentų M

0
) pasiskirstymą, kuris tenkintų minimalaus tū-

rio konstrukcijos optimalumo kriterijų, kai atskiri jos ele-
mentai patiria netampriąsias deformacijas. Čia optimizaci-
jos uždavinio eksploataciniai apribojimai turi apimti visų
pirma sąlygas, apibūdinančias konstrukcijos tikrąjį įtem-
pių-deformacijų būvį. Tokios sąlygos visų pirma yra api-
bendrinto Lagranžo uždavinio priklausomybės. Šiuo atve-
ju jos gautos remiantis papildomo deformavimo energijos
minimumo principu suformuluotos dualių ekstremumo už-
davinių poros visų apribojimų bei Kuno ir Takerio sąlygų.
Antra, konstrukcijos deformatyvumo sąlygoms užtikrinti
taikomi rėmo poslinkių apribojimai tam tikrose konstruk-
cijos vietose tam tikromis kryptimis: ( ) ;

+−

≤+≤ uuuu er

čia 0>+

u  ir −<
−

0u  poslinkių viršutinių ir apatinių ri-
bų normatyvinės reikšmės. Be šių būtinų sąlygų galimi ir
kitokio pobūdžio norminiuose dokumentuose apibrėžti tech-
nologiniai ar konstrukciniai reikalavimai elementų stabilu-
mui ar ribinių lenkimo momentų žemutinei kitimo ribai

min

0
M . Tai riboja laisvą plieno netamprių deformacijų pli-
timą, todėl optimalios konstrukcijos elementuose atsiranda
ir tampriosios, ir netampriosios (plastiškos) deformacijos,

sukeliamos liekamųjų dydžių rS  ir .ru  Jei šie apribojimai

yra griežti, tai konstrukcija dar iki plastiškosios irties pa-
siekia ribinius būvius.

Tokiu būdu rėmo optimizacijos uždavinio, jungiančio
stiprumo, standumo ir eksploatacinius apribojimus, mate-
matinis modelis BEM terminologijoje bus toks ([9, 13]):

rasti ,min
0
→ML

T             (1)

kai [ ] [ ] [ ] ,0 erB SSM Φ≥Φ− (2)

[ ] ,0=rA S  (3)

[ ] [ ] [ ] ,λ 0=−Φ+ r
TT

r AD uS (4)
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[ ] [ ]( )( ) ,λ,λ
0

00 ≥=+− er
T

ΦB SSM (5)

[ ]( ) ,
+−

≤+≤ uuuu erP (6)

,
min

00
MM ≥ (7)

čia: [ ] [ ] [ ]ACA
T=   – yra konstrukcijos diskrečiojo modelio

pusiausvyros lygčių koeficientų matrica, kurios išraiška pri-
klauso nuo nagrinėjamos konstrukcijos tipo ir kraštinių są-
lygų, apibūdinamų tam tikra prasme poslinkių ryšio matri-
coje [ ]C ;  [ ]A  – yra fiktyvi rėmo elementų pusiausvyros

lygčių [ ] FS =A  matrica globalioje koordinačių sistemo-

je, o vektorius F  yra sudarytas iš paskirų baigtinių ele-
mentų visų mazginių jėgų; [ ]P  – poslinkių loginė matrica,
kurios elementai yra:   jeigu diskrečiojo modelio j-ojo pjū-
vio (elemento mazginio taško) poslinkis i-tąja kryptimi yra
apribotas; priešingu atveju 0=jip .

Tai netiesinio matematinio programavimo daugiaekst-
remis uždavinys, sprendžiamas iteracijų būdu. Daugiaekst-
remiškumą pagimdo Kuno ir Takerio papildomumo sąly-
gos (5). Ši aplinkybė komplikuoja uždavinio išsprendimą.

Jį tikslinga modifikuoti, eliminuojant liekamąsias įrąžas rS

ir poslinkius .ru   Tam tikslui sprendžiame lygčių sistemą

(3) ir (4) ir gauname:

[ ][ ] ,λΦ
T

r G=S (8)

[ ][ ] .λΦ
T

r H=u  (9)

Liekamųjų dydžių vektorius įrašę į pradinį optimizaci-
jos uždavinį, gauname tokią matematinio modelio (1)–(7)
modifikaciją:

rasti ,min
0
→ML

T  (10)

kai [ ] [ ][ ][ ] [ ] ,λ0 e
T

GB SM Φ≥ΦΦ− (11)

     [ ] [ ][ ][ ] [ ]( ) ,λλλ 0 00 ≥=Φ−ΦΦ− ,SM e
TT

GB (12)

[ ] [ ][ ]( ) ,λ
+− ≤+Φ≤ uuu e

T
HP (13)

.
min

00
MM ≥ (14)

Šio netiesinio matematinio programavimo uždavinio ne-
žinomieji yra ribinių lenkimo momentų 0M  ir proporcin-
gumo daugiklių λ  vektoriai. Savaime aišku, kad jo apim-
tis yra gerokai mažesnė už (1)–(7) uždavinio apimtį.

Konstrukcijos optimizavimo uždavinio matematiniame
modelyje (10)–(14) naudojami tampraus atsako dydžiai  S

e
,

u
e
.  Jie savo ruožtu yra funkciškai priklausomi nuo optimi-

zuojamų konstrukcijos parametrų. Šios funkcinės priklau-
somybės identifikavimas ir tiesioginis įtraukimas į tamprio-

sios plastinės konstrukcijos optimizavimo uždavinį esmin-
gai  komplikuotų tiek patį jo formulavimą, tiek jo skaitinį
realizavimą. Todėl praktiškai uždavinys turi būti sprendžia-
mas iteracijų būdu. Kiekvienos iteracijos metu tampriojo
atsako parametrai skaičiuojami pagal gautus konstrukcijos
optimizavimo rezultatus. Toks iteracijų skaičiavimas tęsia-
mas tol, kol uždavinio sprendimo procesas pasiekia kon-
vergenciją.

Eksploataciniai reikalavimai riboja laisvą plastinių de-
formacijų plitimą, todėl optimali konstrukcija yra neyra-
moji tamprioji plastinė. Šiam būviui adekvačios papildo-
mumo sąlygos (12), įeinančios į optimizavimo uždavinį
(10)–(14), iš esmės lemia jo skaitinį realizavimą ir  didelių
kompiuterinių išteklių naudojimą. Aptarsime priemones, le-
miančias iteracijų optimizacijos proceso sėkmę.

3. Optimizacijos uždavinio iteracijų proceso

skaitmeninės realizacijos ypatumai

 Pateiksime apribojimų dydžių ir pradinių parametrų pa-
rinkimo strategiją kryptingam iteracijų procesui valdyti, už-
tikrinančią sėkmingą uždavinio konvergenciją.

Kaip jau buvo minėta, optimizacijos uždavinyje (10)–
(14) būtina žinoti funkcinį ryšį tarp konstrukcijos tampraus
atsako dydžių ir optimizuojamų parametrų, kurie savo ruož-

tu lemia ribinių lenkimo momentų plyWM σ=
0

 dydžius.

Taigi jų jungiamasis ryšys turi rodyti funkcinį ryšį su skersp-
jūvio plotu A. Standartinių dvitėjų profilių atveju šis ryšys
reikiamai tiksliai aproksimuojamas laipsninėmis funkcijo-
mis:

,1
1

b
AaI = (15)

,3
3

b
pl AaW = (16)

čia a
1
, b
1
, a
3
 ir b

3
 yra koeficientai, kurių dydžiai priklauso

nuo standartinio profilio tipo.
Akivaizdu, kad tiesioginis gautų funkcijų naudojimas,

formuojant matematinio modelio (10)–(14) influentines
matricas [ ] [ ]HG ir , duos labai sudėtingus reiškinius. Ana-
logiška situacija bus taip pat gauta formuojant takumo są-
lygų matricą [ ].Φ   Ji sudaroma iš plieninių dvitėjo profilio
sijų skaičiuojamojo pjūvio takumo sąlygų:

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥++

≥+−

≥−+

≥−−

≥+

≥−

−

−

+

+

.018,1

,018,1

,018,1

,018,1

,0

,0

0

0

0

0

0

0

jjjj

jjjj

jjjj

jjjj

jj

jj

NcMM

NcMM

NcMM

NcMM

MM

MM

(17)

Reikia turėti galvoje tai, kad sudarant šias takumo sąly-
gas būtina žinoti ribinių lenkimo momentų ir ribinių ašinių
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jėgų santykį – ekscentricitetą c, kuris iš anksto yra nežino-
mas. Esant tempimo ašinei jėgai, jį žymėsime c+:

.

13
3

3
3

0

0 −+

⋅=
σ

σ
==

b

y

b
y

j

j
Aa

A

Aa

N

M
c (18)

Esant gniuždymo deformacijai, ribinė įrąža yra ribinė

ašinė jėga klupimui .AAN crycr σ=σχ=  Čia skaičiuoja-

mieji klupimo įtempiai ,ycr σχ=σ   o χ  yra redukcijos

koeficientas, priklausantis nuo kolonos bedimensio liaunio.
Šis liaunis yra apibrėžiamas taip:

yx

b

E

b

E EAI

l

i

l

σπ
=

λ
=

λ
λ

=λ
11

, (19)

čia: −λ  strypo liaunis; −effl  klupdomo strypo skaičiuo-

jamasis ilgis, nustatomas vadovaujantis STR 2.05.08:2005

nurodymais [20]; −σπ=λ yE E  Eulerio liaunis.

Tuomet  redukcijos koeficientą χ , pavyzdžiui, pagal

EN3 reikalavimus ([20]) galima skaičiuoti taip:

.1bet,
1

22

≤χ
λ−ϕ+ϕ

=χ (20)

( ) .20150
2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ λ+−λα+=ϕ ,,  (21)

(21) formulėje neatitikties koeficiento α  reikšmės yra
tokios [21]: 21,0=α  karštojo formavimo vamzdžiams ir
I tipo valcuotiesiems profiliuočiams, kurių ;2,1>bh

34,0=α  karštai valcuotiems I tipo profiliuočiams, kurių
2,1≤bh  ir kampuočiams; 49,0=α  šaltai formuotiems

vamzdžiams, U tipo ir T tipo valcuotiesiems profiliuočiams,
ištisinio apvalaus ir stačiakampio skerspjūvio strypams. To-
kiu būdu, esant gniuždymo ašinei jėgai, ekscentricitetas  −

c

bus:

.

133

3
30 −−

⋅
χ

=
χσ

σ
==

b

y

b
y

crj

j
A

a

A

Aa

N

M
c (22)

Siekiant išvengti aprašytų skaitinės realizacijos proble-
mų, optimizacijos uždavinys sprendžiamas iteraciniu bū-
du. Kiekvienoje iteracijoje nustatomas uždavinio (10)–(14)
sprendinys įvestų tampraus atsako reikšmių atžvilgiu. Gau-
name optimalius skerspjūvių ribinių įrąžų dydžius ir juos
atitinkančius naujus A, I ir c. Nauji tampraus atsako para-
metrai perskaičiuojami pagal šiuos konstrukcijos optimi-
zacijos rezultatus. Toks iteracinis skaičiavimas trunka tol,
kol uždavinio sprendimo procesas konverguoja.

Reikia pasakyti keletą pastabų dėl matematinio mode-
lio (10)–(14) efektyvaus naudojimo ir gaunamų sprendi-

nių, nes nekorektiškas deformatyvumo reikalavimus regla-
mentuojančių sąlygų pradinių parametrų ir konstrukcinių
apribojimų parinkimas daro įtaką optimizacijos proceso ite-
racijų sėkmei.

1. Ribinių lenkimo momentų apatinių ribų min

0
M  pa-

rinkimas. Jas galima nustatyti, išsprendus rėmo optimiza-
cijos uždavinį plastiškosios irties metu [6, 9], įvertinus rė-
mo strypų stabilumą pagal ribinį liaunį. Tuomet gaunamas
toks ekstremumo uždavinio matematinis modelis:

rasti                              ,min
0
→ML

T (23)

kai [ ] [ ] ,0 0≥Φ− SM cB (24)

[ ] ,FS =A (25)

,min
,00 crMM ≥ (26)

čia −min
0 cr,

M rėmo elementų ribinių lenkimo momentų mi-

nimalių reikšmių vektorius. Jos, įvertinant gniuždomų stry-
pų klupumo sąlygas pagal ribinio liaunio reikalavimus [18,
21], skaičiuojamos pagal šią formulę:

.
λ

σ

11

3

2
1

2

3
min
0

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

b

b

rib

b
ycr

a

l
aM

,
(27)

[ ] −Φc rėmo takumo sąlygų matrica, sudaryta iš kiek-
vieno baigtinio elemento skaičiuojamojo pjūvio takumo są-
lygų (17). Reikia turėti galvoje, kad jų išraiška priklauso
nuo ekscentricitetų +

c  ir  −

c , skaičiuojamų pagal (18) ir
(19) formules. Kadangi pradedant optimizaciją jie yra ne-
žinomi, tai uždavinys skaičiuojamas iteracijų būdu. Vieną
iteraciją sudaro tokios skaičiavimo operacijos:

1) pagal reglamento [20] reikalavimus nustatomi lais-
vojo rėmo strypų ribiniai liauniai;

2) skaičiuojamos pradinės ribinių lenkimo  momentų

reikšmės min
cr

pr
MM

,00
=  pagal (27) formulę;

3) nustatomos strypų pradinės ekscentricitetų +

c  ir   −

c

reikšmės;

4) sudaroma takumo sąlygų matrica [ ];cΦ

5) sprendžiamas tiesinio matematinio programavimo
uždavinys (23)–(26), kurio rezultatas yra naujos ri-

binių lenkimo momentų reikšmės ;0
naujos

M

6) nustatome naujas rėmo strypų skerspjūvių plotų

reikšmes ( ) ;
31

30

b

y
naujos

nauji aMA ⋅σ=

7) tikrinama sąlyga: ar absoliutinės ribinių lenkimo
momentų skirtumų reikšmės yra didesnės už mažą
teigiamąjį skaičių eps, t. y. tikrinama, ar

:
00

?epsMM
prnaujos

>−

−

c
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jei taip – tai naujiA  tampa ,0A o naujos
M 0

 tampa
pr

M 0
, ir vykdoma trečiojo punkto operacija;

jei ne – tai iteracijų pabaiga ir apdorojami skaičia-
vimo rezultatai.

Apskaičiuotos konstrukcijos elementų ribinių lenkimo
momentų reikšmės yra suvaržytasis vektorius min

0
M , o tiks-

lo funkcijos (23) reikšmė bus pagrindinio optimizacijos už-
davinio (10)–(14) apatinė reikšmė.

2. Poslinkių viršutinių ir apatinių ribų parinkimas.

Naudodami atliktos optimizacijos rezultatus naujos
00 MM =

ir redukuotą apkrovą FF
~

redγ=  ( −redγ  apkrovos reduk-
cijos faktorius, mažesnis už 1),  sprendžiame konstrukcijos
įtempto-deformuoto būvio analizės uždavinį [9, 11]:

rasti [ ][ ][ ]

[ ][ ] [ ] [ ][ ] max,λ

λλλ
2

1

11

0

→Φ

+−ΦΦ

−−

F
~

M

KCAD

G

T

c

T

TT

cc

T

(28)

kai ,λ 0≥ (29)

čia: [ ] −K konstrukcijos BEM standumo matrica;

[ ] −D kvazidiagonalioji matrica, sudaryta iš elementų pa-

sidavumo 
EI

l
 ir 

EA

l
.

Išsprendę šį kvadratinio programavimo uždavinį ir pa-
naudoję (8) ir (9) formules,  nustatome rėmo poslinkių vir-
šutines ribas maxu  (poslinkių dydžius prieš pat plastiškąją
irtį): ,

max

+

u   jei 0
max

>
+

u  arba ,
max

−

u   jei 0
max

<
−

u .
Mažinant apkrovos faktorių redγ  apskaičiuojami rėmo

poslinkiai pirmojo plastiškojo lanksto susidarymo metu.
Šios reikšmės yra poslinkių  apatinės ribos minu , atitin-
kančios tamprų atsaką: ,

min

+

u  jei 0
min

>
+

u  arba ,
min

−

u  jei

0
min

<
−

u .
Reikia pažymėti, kad uždavinio (10–14) apribojimų są-

lygose duotos poslinkių kitimo ribos +

u  ir −

u  turi būti
tarp šių ribinių reikšmių:

jei 0>+

u ,  tai +++
≤≤

maxmin
uuu ;

(30)
jei 0<−

u ,  tai −−−
≥≥

maxmin
uuu .

Tai užtikrina tampriosios plastinės konstrukcijos darbą,
todėl ji gali būti optimizuojama pagal matematinį modelį
(10)–(14). Pažeidus šiuos reikalavimus uždavinys neturi
sprendinio.

3. Pradinio taško parinkimas – startinės ribinių len-

kimo momentų reikšmės. Optimizacijos uždavinio (10)–
(14) startui pradinis taškas (pradinės ribinių lenkimo mo-
mentų vektoriaus pr

0M  reikšmės) turi būti taip parinktas,
kad išsprendus analizės uždavinį (10)–(14) su pradiniu

,0
pr

M  gautos poslinkių reikšmės būtų didesnės už tamprias
ir mažesnės už suirties metu gautąsias, t. y. tenkintų šias
nelygybes:

jei 0>u ,  tai ++
≤≤

maxmin
uuu ;

(31)
jei 0<u ,  tai −−

≥≥
maxmin

uuu .

Įvykdžius visas būtinas sąlygas, rėmo optimizacijos už-
davinys (10)–(14) toliau skaičiuojamas iteracijų būdu. Vieną
iteraciją sudaro tokios skaičiavimo operacijos:

1) parenkamas startinis vektorius pr
0M  ir apskaičiuo-

jamos juos atitinkančios pradinės strypų skerspjū-

vių plotų reikšmės ( ) 31

300

b

y
pr

aMA ⋅σ= ;

2) nustatomos pradinės ribinių įrąžų santykių
13

03
−+ ⋅= b

Aac  ir χ⋅= −− 13
03
b

Aac  reikšmės;

3) sudaromos BEM matricos [ ]K , [ ]D  ir [ ]A ;

4) atliekama konstrukcijos tampraus atsako analizė ir
nustatomi vektoriai eS  ir ;eu

5) sudaromos takumo sąlygų, liekamųjų įrąžų ir lieka-

mųjų poslinkių influentinės matricos [ ]cΦ , [ ]G  ir

[ ]H ;

6) sprendžiamas tampriosios plastinės analizės užda-
vinys (28)–(29) ir nustatomos tikrosios einamosios
iteracijos įrąžos ir poslinkiai;

7) tikrinama būtinoji (31) sąlyga:
jei taip – tai iteracijos vykdomos toliau;
jei ne – tai grįžtame į pradžią;

8) sprendžiamas pagrindinis netiesinis optimizacijos
uždavinys (10)–(14), kurio rezultatas yra naujos ri-

binių lenkimo momentų reikšmės ;0
naujos

M

9) gauto optimizacijos rezultato pasekmė – naujos skai-
čiuojamųjų elementų skerspjūvių plotų reikšmės

( ) ;
31

30

b

y
naujos

nauji aMA ⋅σ=

10)tikrinama sąlyga: ar tikslo funkcijų skirtumo abso-
liutinė reikšmė yra didesnė už pasirinktą tikslumą
eps, išreikštą procentais, t. y. tikrinama, ar

;100 ?/ epsfvalTfsfval >×−

jei taip – tai naujiA  = ,0A  o naujos
M 0

 = pr
M 0

 ir

vykdoma antrojo punkto operacija;
jei ne – tai iteracijų pabaiga;

11)sudaromos galutinės BEM matricos [ ]D  ir [ ]cΦ ;

12)nustatomi tampraus atsako galutiniai vektoriai eS ,

eu  ir sprendžiamas optimalios konstrukcijos, paty-
rusios netampriąsias deformacijas, analizės uždavi-
nys (28)–(29);

13)apdorojami skaičiavimo rezultatai.

4. Skaičiavimo pavyzdys

Sudaryto optimizacijos uždavinio skaičiavimo algorit-
mo galimybes atskleisime optimizuodami vienos angos
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dešimties aukštų metalinį rėmą, kuris yra parodytas 1 pav.,
a. Ten pat parodyta nagrinėjamo rėmo geometrija, išorinės
apkrovos pridėjimo vietos ir dydžiai bei ribinių lenkimo

momentų 0M  pasiskirstymas konstrukcijos  elementuose.

Rėmas projektuojamas su vienodo dydžio ribiniais mo-
mentais tam tikrai grupei strypų: keturi ribiniai momentai
kolonoms ir du – rėmsijėms (1 pav., a).

Konstrukcijos optimizacija atliekama ribojant jos pos-
linkius taip: rėmo mazgų horizontaliųjų poslinkių ribinė

reikšmė yra lygi 20 cm ( 0,20
4040

==
−+ uu ), o rėmsijų įlin-

kių ribinė reikšmė yra 5 cm ( 0,5
4848

==
−+ uu ). Rėmo ele-

mentai yra iš valcuotųjų dvitėjų profilių, kurių skerspjū-

viai atitinka IPE Europos standartą. Jų a
1
 = 0,7919, b

1
 =

2,3201, a
3
 = 0,8295, b

3
 = 1,6605. Plieno takumo riba σ

y
 =

235 MPa, Tamprumo modulis E = 206 GPa, medžiagos tan-
kis ρ = 7 850 kg/m3.

Nurodymai. Diskretinis rėmo modelis sudaromas taip,
kad rėmsijė būtų sudaryta iš dviejų elementų. Taigi turime
20 koloninių elementų ir 20 sijinių elementų, iš viso 40 ele-
mentų. Kiekvieno elemento gale veikia lenkimo momentas,
o kolonos elemente – dar ir pastovaus dydžio ašinė jėga.

Taigi rėmo diskretiniame modelyje iš viso yra 80 neži-
nomų lenkimo momentų, 20 nežinomų ašinių jėgų ir 6 ne-
žinomi ribiniai lenkimo momentai. Kadangi rėmas yra 30
kartų statiškai neišsprendžiamas, tai diskretinio modelio

1 pav. 10 aukštų plieninis rėmas ir diskretinis jo modelis

Fig 1. 10-storey steel frame and discrete model

a                                                                                             b
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laisvumo laipsnis m = 100 – 30 = 70. Vadinasi, dar bus 70
nežinomų poslinkių, kurių teigiamos kryptys atitinka 1 pav.
b dalyje parodytus apkrovos vektoriaus komponentus. Skai-
čiuoti naudojamos valcuotųjų dvitėjų profiliuočių takumo
sąlygos, pateiktos (17) formulėje, kurios, įvertinus strypo
įtempių būvį, užrašomos kiekvieno elemento galiniams pjū-
viams.

Ribinių įrąžų apatines ribas gauname iš ribinės pusiau-
svyros rėmo optimizacijos uždavinio (23)–(26) sprendinio.

Jos yra tokios: =pl
0M [560,2  432,9  278,9 113,9  323,1

240,1]T. Tuomet tikslo funkcijos apatinė reikšmė

.kNm278 44 2
0 =plT

ML  Su šiomis reikšmėmis ir apkro-

vos redukcijos faktoriumi =γ red  0,997 yra sprendžiamas

analizės uždavinys (28)–(29) ir nustatomos rėmo poslinkių
viršutinės ribos (poslinkių dydžiai plastiškosios irties metu):

horizontaliąja kryptimi – 10 aukšto lygyje:

  =+=+

re uuu ,40,40max,40 20,30 + 47,95 = 68,25 cm;

vertikaliąja kryptimi – 8 aukšto rėmsijės vidurio įlinkis:

  =+=+

re uuu ,48,48max,48 3,90 + 14,33 = 18,23 cm.

Sumažinę apkrovos faktorių iki  0,648 ir išsprendę ana-
lizės uždavinį (28)–(29), nustatome rėmo pirmojo plastiš-
kojo lanksto susidarymo vietą. Jis atsiranda 8 aukšto deši-
nės kolonos viršuje (36 pjūvis), kai yra tokios poslinkių
reikšmės:

 =+=+

re uuu ,40,40min,40 13,34 + 0,0 = 13,34 cm;

 =+=+

re uuu ,48,48min,48 2,56 + 0,0 = 2,56 cm.

Tai apatinės rėmo poslinkių kitimo ribos. Taigi uždavi-
nio sąlygose duotos poslinkių kitimo ribos atitinka (30) są-
lygą ir užtikrina tampriosios plastiškos būklės konstrukci-
jos darbą.

Optimizacijos procesui parinktos startinės ribinių len-

kimo momentų reikšmės yra apie 20 % didesnės .0
pl

M

Teigiame, kad:

 pr
0M = [650  492  349  162  396  298]T.

Iš analizės uždavinio (28)–(29) sprendinio gauname, kad
pradinės ribojamų poslinkių reikšmės atitinka būtinąsias są-
lygas (31), nes:

,25,684,1934,13
40

<=<
pr

u

.23,1827,356,2
48

<=<
pr

u

10 aukšto rėmo optimizacijos uždavinio iteracijų pro-
cesui optimalumo kriterijus yra tokio pavidalo:

min.)7,457,453,18

3,183,181,6(

060504

0302010

→++

+++=

MMM

MMM
T

ML

Skaičiavimo rezultatų analizė. Atlikus nagrinėjamo rė-
mo iteracinį skaičiavimą, nustatyto tikslumo optimalus pro-
jektas buvo pasiektas po 15 iteracijų. Projektuojamų para-
metrų kitimo dinamika optimizacijos iteracinio proceso
metu pateikta 1 lentelėje. Jos nulinėje eilutėje surašytos star-
tinio taško ribinių lenkimo momentų reikšmės. Gautas op-
timalus rėmo projektas užrašytas lentelės 15 eilutėje, o jo
strypų skerspjūvių plotai (cm2) – priešpaskutinėje lentelės
eilutėje R1. Iš viso susidaro 13 plastiškųjų lankstų, kurių
vietos yra pjūviuose 1, 21, 23, 25, 26, 30, 36, 48, 52, 56, 60,
64 ir 68.

Skaičiuojant gautas didžiausias poslinkis yra rėmo 10
aukšto horizontalusis poslinkis u

40
 = 20,01 cm. Rezultatų

analizė rodo, kad duotos ribinės poslinkių reikšmės turi įtaką
optimizacijos procesui, nes 8, 9 ir 10 aukštų mazgų poslin-
kių horizontaliąja kryptimi reikšmės yra ribinės arba arti-
mos joms. Rėmsijų poslinkių ribinės reikšmės yra nepasie-
kiamos. Didžiausias įlinkis yra 8V mazge ir yra lygus

.tI M 10 M 20 M 30 M 40 M 50 M 60

0 0,056 0,294 0,943 0,261 0,693 0,892 63045

1 2,887 9,235 9,453 9,151 1,524 3,103 33075

2 5,018 5,805 5,953 4,641 8,914 6,642 46935

3 1,696 6,015 8,263 4,231 2,924 0,503 50265

5 9,646 1,305 2,843 3,931 9,904 6,123 50555

11 2,546 8,394 6,843 4,651 5,693 3,392 63735

21 2,066 2,405 1,343 5,751 9,683 2,013 27245

41 5,766 9,594 4,633 0,941 3,504 1,203 16345

51 9,646 8,205 2,343 3,141 7,204 4,703 76445

A 1k A 2k A 3k A 4k A 1r A 2r gkėsaM

1R 1.231 5.311 1.09 8.25 3.99 3.48 37232

2R 2,78 1,07 5,26 7,74 3,101 7,18 39781

L
T
M
0

1 lentelė. 10 aukštų rėmo M
0
 ir tikslo funkcijos kitimas, kai =

+

40
u 20 cm, =

+

48
u  5 cm

Table 1. 10-storey steel frame iterative solution convergence for =
+

40
u  20 cm,  =

+

48
u  5 cm
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3,27 cm. Jis yra gerokai mažesnis už ribinę įlinkio reikš-
mę, kuri buvo imta 5 cm.

Ašinių jėgų įtaka optimizacijos rezultatams lyginama
su duoto rėmo skaičiavimu pagal lenkiamųjų konstrukcijų
skaičiavimo optimizacijos uždavinio matematinio modelio
modifikaciją, aprašytą [10] darbe. Tuomet uždavinyje yra
80 nežinomų lenkimo momentų ir 50 poslinkių. Nustatyto
tikslumo optimalus projektas buvo pasiektas po 8 iteracijų.
Jo sprendimo rezultatai pateikti 1 lentelės paskutinėje eilu-
tėje R2. Palyginus juos, pastebima, kad kolonų skerspjū-
vių plotai labai sumažėjo. Tai reiškia, kad projektuoti jie
taikomi atsargiai.

Panaudojus skaičiavimo metu surastus optimalius stry-

pų skerspjūvių plotus, pateiktus 1 lentelėje, yra optimalus

sudaromas rėmo projektas. Jo pagrindinės charakteristikos

surašytos 2 lentelėje.

Apie jų patikimumą sprendžiame iš atliktos tamprio-

sios plastinės analizės sprendinio. Gautasis rėmo 10 aukšto

horizontalaus poslinkio (u
40

) priklausomybės nuo apkro-

vos redukcijos faktoriaus grafikas (kartu su plastiškųjų

lankstų susidarymo seka) yra pavaizduotas 2 pav. Atkreip-

sime dėmesį, kad pirmasis plastiškasis lankstas atsiranda,

kai faktorius g
red  

= 0,874, kai u
40

 = 13,5 cm, ir iki šešto

lanksto susidarymo mažai skiriasi nuo tampraus sprendi-

nio rezultato. Nuo šio momento rėmo deformatyvumas pa-

stebimai didėja (nuo 14,5 cm iki 19,94 cm). Nustatyta, kad

iš viso susidaro 10 plastiškųjų lankstų (23, 36, 21, 48, 52,

30, 56, 64, 31 ir 68 pjūviai).

5. Išvados

1. Išplėtotas plieninių konstrukcijų optimizacijos užda-
vinių matematinis modelis, įvertinant plieno netampriąsias
deformacijas ir eksploatacinius reikalavimus, jungiančius
stiprumo, deformatyvumo, stabilumo ir konstrukcinius ap-
ribojimus.

2. Sudarytas originalus rėmo strypų skerspjūvio para-
metrų optimizacijos algoritmas grindžiamas tampriu atsa-
ku, kurį sukelia optimizuojamų konstrukcijos parametrai.
Todėl uždavinys turi būti sprendžiamas iteracijų būdu, per-

skaičiuojant tampraus atsako dydžius pagal gautus konstruk-
cijos optimizavimo rezultatus. Sudaryto algoritmo princi-
pai gali būti sėkmingai pritaikyti ir kitokio tipo konstrukci-
jų optimizacijos uždaviniams realizuoti.

3. Aptarti optimizacijos ciklo iteracijų proceso skait-
meninės realizacijos ypatumai. Pateikta apribojimų dydžių
ir pradinių parametrų parinkimo strategija, užtikrinanti efek-
tyvią ir sėkmingą uždavinio konvergenciją.

4. Pasiūlyti plieninių standartinių profilių takumo sąly-
gų sudarymo principai, kurie įvertina strypų stabilumo rei-
kalavimus.

5. Išplėtoto algoritmo efektyvumas iliustruojamas skai-
čiuojant 10 aukštų plieninį rėmą, projektuojamą naudojant
standartinius profiliuočius. Gauti rezultatai lyginti su ki-
tais darbais.
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