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u(x, t)
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ß · ´ ¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½ Áª¸ ß©´"³©± ¹ ²�ß ½ ± ¶'¸ Ý©´�³ · ± 4 ¶ª½¶ ³©´A×Tß ½ ± ¶ ® ��� Þ�ß ½ Áª¸	¹ Ý ¸ ß�´8± 7b×>± ¶�Ø ´AÝ 6J´ ¶ ×>´
´A³Gß ½Á�¸ ß©´N³ 7 ±	Ý ß · ´ ¶ ² Á ´AÝ ½ × ¸	¹ ³�× · ´ Á ´ ½ ³äÞ�Ý�± Ø ´ ºD½ ¶ ³©´A×�ß ½ ± ¶ ¬ �§��¶ ß · ´ ¹¸ ³ïß+³©´A×Tß ½ ± ¶1»:¸
¹ ½¶ ´ ¸ Ý ½�- ´ º � ¸:¹ ´>Ý�� ½ ¶øÁ ´>ß · ± º«½ ³{Þ�Ý©´N³G´ ¶ ß©´ º 4 ·�½ × ·D½ ³ ¸:¹ ³©±"³G´N×T± ¶�º�À ±	Ý º ´>Ýb×>± ¶�Ø ´AÝ 6J´ ¶ ß �
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º ´ ¶ ±:ß�´A³ 6J´ ¶ ´AÝ ½ ×�×T± ¶ ³ïß ¸:¶ ß »b¶ ±:ß ¶ ´A×T´N³©³ ¸ Ý ½¹ Ù ß · ´
³ ¸	Á ´ ¸ ß º�½.' ´>Ý�´ ¶ ß8±�×>×>²�Ý©Ý�´ ¶ ×T´ �
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l
µ ´ ½¶ ß�´�6J´>Ý6³ 4 ½ ß ·

r ≥ 4
¸:¶#º

1 ≤ l ≤ r − 2
�A@ ´�×T± ¶ ³ ½¾º ´>Ý ¸ 7 ¸:Á�½ ¹Ù

± 7�Þ ¸ Ý©ß ½ ß ½ ± ¶ ³
0 = x0 < x1 < x2 < ... < xI = 1

±�7
[0, 1]

½ ¶ ß©± ³©² µ�½¶ ß©´>Ý Ø§¸:¹ ³
Ji = (xi−1, xi)

¸	¶�º ³G´>ß
h = max

1≤i≤I
(xi − xi−1) .

¼£· Ý©±J²*6 · ±	²�ß ß · ´�Þ ¸ Þ�´>Ý » 4 ´�²�³©´
D

ß�± º ´ ¶ ±	ß©´ ∂

∂x

��¼£· ´ ¶ ±	Ý Á ³ ± 7
L2(Ω)

»
L∞(Ω)¸:¶�º

Hs(Ω)
¸ Ý�´ º ´ ¶ ±:ß�´ º�µ�Ù

‖.‖
»
‖.‖∞

¸:¶�º
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��¼£· ´ ³©´ Á�½ûÀÔ¶ ±JÝ Á
‖Dsv‖

½ ³ º ´ À
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|v|s, (v, w) =

∫

Ω

vw dx
º ´ ¶ ±	ß©´N³£ß · ´ ½ ¶�¶ ´>Ý"Þ�Ý©± º ²�×Tß8± 7

L2(Ω)
�7? ´Tß

Shµ ´ ¸ ³©Þ ¸ ×>´�±�7{ß · ´�Þ ½ ´A×T´ 4 ½ ³©´øÞ�± ¹Ù3¶ ± Á�½¸	¹ ³GÞ ¹½¶ ´A³ Â

Sh =
{

χ ∈ Cl(Ω), χ
∣

∣

Ji
∈ Pr−1(Ji), i = 1, ..., I ; Dχ(0) = Dχ(1) = 0

}

,

4 · ´>Ý�´
Pr−1(Ji)

º ´ ¶ ±:ß©´N³
ß · ´�³©´TßÖ± 71Þ�± ¹Ù3¶ ± Á�½¸	¹ ³%± ¶
Ji

± 7 º ´�6	Ý�´>´ ¹ ´N³©³%±	Ý%´�/3² ¸:¹ ß©±
r − 1.

? ´Tß
Sh ⊂ H̃2(Ω)

» 4 · ´AÝ©´

H̃2(Ω) =

{

u ∈ H2(Ω),
∂u

∂x
= 0, x ∈ ∂Ω

}

,

¸:¶�ºdº ´ ¶ ±:ß©´
S̃h = Sh ∩ {χ, (χ, 1) = 0} .

�z¶�¸ ß�²�Ý ¸	¹ � ¸:¹ ´>Ý�� ½ ¶d¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½ Áª¸ ß ½ ± ¶ ß�± 0+1 � 1�2 ½ ³ ÂB��¶�º
uh ∈ Sh

³ ¸ ß ½ ³+7 Ù�½¶ 6
(∂uh

∂t
, χ

)

+ (D2uh, D2χ) = (φ(uh), D2χ), ∀χ ∈ Sh, 0 Ú�� 1�2



� ��� �:¡ �>���§����� �J���©¦��	� � �§����¦§�����T¦§�ø� ¥��	� �A¥���
�ø��¡�¡L� �:�©��� ¢>�%�§����¦§� ® 1 à
4 ½ ß ·

uh(0) = u0h, 0 Ú�� Ú 2
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u0h ∈ Sh

½ ³ ¸:¶�¸ Þ�Þ�Ý©±JÞ�Ý ½¾¸ ß�´ ¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½Áª¸ ß ½ ± ¶ ß©±
u0.@ ´ ½¶ ß©Ý�± º ²�×T´8ß · ´�³G±«× ¸:¹¹ ´ º ´ ¹¹ ½ Þ�ß ½ ×8Þ�Ý©±��ï´A×�ß ½ ± ¶

Ph : H̃2(Ω) → S̃h

º ´ ��¶ ´ ºªµ�Ù
ß · ´ 7 ± ¹¹ ± 4 ½ ¶ 6°Þ�Ý�± µ�¹ ´ Á 0 ³G´A´ » ´ � 6 ¿%¹ ¹½ ±	ßGß ´Tß ¸	¹U�7� 1�1  2 Â 7 ±JÝ

v ∈ H̃2(Ω)
» ß · ´ 7 ² ¶ ×Tß ½ ± ¶

Phv
½ ³£ß · ´ø² ¶�½ /3²�´ø³©± ¹ ²�ß ½ ± ¶ ± 7

{

(D2(Phv − v), D2χ) = 0, ∀χ ∈ S̃h,

(Phv − v, 1) = 0.
0 Ú�� ® 2

¼£· ´«´ 	�½ ³ïß�´ ¶ ×>´ø± 7 ¸ ² ¶�½ /3²�´
Phv

³ ¸ ß ½ ³57 Ù3½¶ 6 0 Ú�� ® 2 7 ± ¹¹ ± 4 ³$7 Ý©± Á ß · ´ ?{¸�	�ÀÔ��½ ¹ 6	Ý ¸:Á
¼£· ´>±JÝ©´ Á ¸:¶�º ß · ´ + Ý ½ ´ º Ý ½ × · ³ À�� ± ½ ¶ × ¸ Ý�� ½¶ ´ /3² ¸	¹ ½ ß Ù

‖w‖2 ≤ C(|w|2 + |(w, 1)|), ∀w ∈ H̃2(Ω).

@ ´ µ ´�6 ½ ¶ 4 ½ ß · ß · ´ 7 ± ¹ ¹ ± 4 ½¶ 6 Ý�´A³©² ¹ ß�³ º ²�´�ß©± ¿+¹¹ ½ ±:ß©ß ¸:¶�º ��· ´ ¶ 6 � 1 1 
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Ph
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v ∈ Hr(Ω) ∩ H̃2(Ω),

2
∑

j=0

hj |v − Phv|j ≤ Chr‖v‖r, 0 Ú�� ¬ 2
�§���'� �

v ∈ H̃2(Ω),
� ¥��>�

‖v − Phv‖∞ ≤ Chr‖v‖W r
∞

(Ω) . 0 Ú�� à 2
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u(t)
¦3� 0+1 � 132 �¾�8���54 �>���T�#�U¡6# �©�Ô¨	��¡
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T > 0
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‖uh(t)‖∞ ≤ CT , 0 ≤ t ≤ T. 0 Ú�� ) 2
�9�

u0h = Phu0,
��¥��T�

‖u(t) − uh(t)‖∞ ≤ CT (u)hr, ∀t ∈ [0, T ]. 0 Ú���� 2
:"� � �:���	; � ¼£· ´ ¸ ³©³©² Á Þ�ß ½ ± ¶ 0 Ú�� ) 2 ½ ³ ¶ ±:ß ¸ Ý©´N³ïß�Ý ½ ×�ß ½ ± ¶1�=<ÖÙ�¸ ³Gß ¸:¶#º�¸ Ý ºª¸ Ý 6	² Á ´ ¶ ß
¸:¶�º ²�³ ½ ¶ 6�´>Ý�Ý�±	Ý ´A³Gß ½Á�¸ ß©´N³ 0 Ú���� 2 4 ´ Áª¸�Ù �ï²�³Gß ½ 7 Ù 0 Ú�� ) 2 ¸ Þ#±3³ïß�´>Ý ½ ±JÝ ½ 7 ±	Ý ¸	¶3Ù

T > 0
�

0 ¯�´A´ ¼£· ± Á �A´ � 1 �  » Þ�Þ �ÖÚ 1 ®?> Ú 1 ¬ 2 � @ ´�³ ·�¸	¹ ¹�¶ ´>´ º ß · ´ ³ ¸	Á ´ ¸ ³�³G² Á Þ�ß ½ ± ¶ ½ ¶
³G´N×�ß ½ ± ¶ ³ ® » ¬ ¸:¶�º�à��

¼£· ´ , Ý ¸:¶ � À��8½ ×T± ¹ ³©± ¶ 7 ² ¹¹ Ùøº�½ ³©×>Ý©´>ß©´ ¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½ Áª¸ ß ½ ± ¶�½ ³ º ´ ��¶ ´ ºø½¶ ß · ´ 7 ± ¹¹ ± 4 ½ ¶ 6
4 ¸�Ù5Â ��¶�º.¸ ³©´ /3²�´ ¶ ×T´

{Un}
N

n=0 ⊂ Sh

³ ¸ ß ½ ³+7 Ù�½¶ 6
{

(∂tU
n, χ) + (D2Un− 1

2 , D2χ) = (φ(Un− 1

2 ), D2χ), ∀χ ∈ Sh,

U0 = u0h.
0 Ú�� � 2

4 · ´>Ý�´
u0h ∈ Sh

½ ³ ¸ ³G² ½ ß ¸	µ�¹ ´ ¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½Áª¸ ß ½ ± ¶ ß©±
u0

»
Un

½ ³�ß · ´ ¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½ Áª¸ ß ½ ± ¶
½ ¶

Sh

± 7
u(t)

¸ ß
t = tn = nk

¸:¶#º
k =

T

N

º ´ ¶ ±:ß�´A³Ûß · ´]³ ½
- ´ ±�7Dß · ´�ß ½ Á ´
º�½ ³�×TÝ�´Tß ½
-N¸ ß ½ ± ¶1����¶ 0 Ú�� � 2 4 ´ ·�¸�Ø ´�²�³©´ º ß · ´ ¶ ±:ß ¸ ß ½ ± ¶
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∂tU
n =

1

k
(Un − Un−1), Un− 1

2 =
1

2
(Un + Un−1).

+ ±	Ý8×>± ¶ ß ½¶ ²�±	²#³ 7 ² ¶ ×�ß ½ ± ¶
u(t)

» 4 ´ 4 Ý ½ ß©´
un− 1

2 = u(tn−
1

2 )
�
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� ¸:¹ ´>Ý�� ½¶�Á ´Tß · ± º'½ ³%²�³G´ º 7 ±	Ý ¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½ Áª¸ ß ½ ± ¶�½ ¶ ³©Þ ¸ ×>´ ¸:¶�º , Ý ¸:¶ � À��8½ ×T± ¹ ³©± ¶�À ß Ù Þ�´
³G´N×T± ¶#º ±	Ý º ´>Ý ¸ ×>×>²�Ý ¸ ß©´ º�½ ³�×TÝ�´Tß ½
-N¸ ß ½ ± ¶ª½ ³ ²�³©´ º 7 ±JÝ ¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½Áª¸ ß ½ ± ¶ ±�7Ïß ½Á ´ º ´AÝ ½Ø§¸§À
ß ½Ø ´A³ �>@ ´ 4 ½ ¹¹ Þ�Ý�± Ø ´�ß ·�¸ ß ß · ´«³�× · ´ Á ´ ½ ³ ×T± ¶3Ø ´>Ý 6	´ ¶ ß �

�$����� )�� �>4 �&'74 6���#�� �&)�	$% 4 � 4
���
� é��#é��� �Uã>å / � è /
��¶ ß ·�½ ³8³©´A×�ß ½ ± ¶ 4 ´«³ ·�¸:¹¹ Þ�Ý�± Ø ´�ß · ´«´ 	�½ ³ïß�´ ¶ ×>´ø± 7 ¸ ³G´�/3²�´ ¶ ×>´

{Un}N

n=0

³ ¸ ß ½ ³57 Ù3½¶ 6
Þ�Ý©± µ�¹ ´ Á 0 Ú�� ��2 �7+ ±	Ý�ß ·�½ ³ » 4 ´°³ ·�¸	¹ ¹ ²�³©´Dß · ´	7 ± ¹¹ ± 4 ½¶ 6 Ø§¸ Ý ½¾¸:¶ ß�±�7
ß · ´ 4 ´ ¹ ¹ À � ¶ ± 4 ¶
� 	 ´ º Þ#± ½ ¶ ß£ß · ´>±	Ý�´ Á ± 7 < Ý�±	² 4 ´>Ý � Ú�» ®�
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H
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g : H → H

"6���6¦:����������¦§��� � ���N�	��¦��>����¥��T�������J�¾�����
α > 0�6���6¥'��¥%�§�

(g(Z), Z)H ≥ 0
�T¦:�$�§¡�¡

Z ' ����¥
‖Z‖H = α

� ¤5¥��T�d��¥��T�������J�¾�����
Z∗ ∈ H,�6���6¥.� ¥ �:�

g(Z∗) = 0
�§�5�

‖Z∗‖ ≤ α.

@ ´«³ ·�¸:¹¹Ï¶ ´A´ º ß · ´ ¸ ² 	�½ ¹½¾¸ Ý Ù ´A³Gß ½Á�¸ ß©´N³ Â
� / 1 1 ç��1é�� ¦§�

v ∈ Sh %('
��¥%�*)§�

|v|21 ≤
1

γβ2
|v|22 +

γβ2

4
‖v‖2. 0 ® � 1�2

�Ö�©¦N¦3� � + ±JÝ
v ∈ Sh

» 4 ´�Þ�Ý�± Ø ´ ½ Á�Á ´ º�½¸ ß©´ ¹Ù

−(D2v, v) = |v|21,

7 Ý©± Á 4 ·�½ × ·1» 4 ´ ·#¸�Ø ´
|v|21 ≤ |v|2‖v‖. 0 ® � Ú 2

� ³ ½ ¶ 6°ß · ´ ½ ¶ ´ /3² ¸:¹½ ß Ù
ab ≤

a2

γβ2
+

γβ2

4
b2 » 4 ´�Þ�Ý�± Ø ´�ß · ´ ¹ ´ Á�Áª¸��

�

� / 1 1 ç � é�� ¦§�
v ∈ Sh

��¥��T����¥�¦§¡ �§�

(φ(v), D2v) ≤ γβ2|v|21. 0 ® � ® 2
�Ö�©¦N¦3� � + ±JÝ

v ∈ Sh

» 4 ´ ·�¸�Ø ´

(φ(v), D2v) = −(Dφ(v), Dv) = −(φ′(v)Dv, Dv),

²�³ ½¶ 6�ß · ´ º ´ ��¶�½ ß ½ ± ¶ ± 7
φ 4 ´ �#¶�º

φ′(v) = γ(3u2−β2) ≥ −γβ2, 4 ·�½ × · ×>± Á Þ ¹ ´Tß�´A³
ß · ´øÞ�Ý�±�± 7 �

�



� ��� �:¡ �>���§����� �J���©¦��	� � �§����¦§�����T¦§�ø� ¥��	� �A¥���
�ø��¡�¡L� �:�©��� ¢>�%�§����¦§� ® 1 �
¼£· ´%Þ�Ý�±�± 7�±�7�´ 	�½ ³ïß�´ ¶ ×>´ ±�7

{Un}N

n=0

Þ�Ý©±�×>´>´ º ³ ½¶ ¸	¶«½ ¶#º ²�×�ß ½ Ø ´ 4 ¸�Ù	�:��µ�Ø�½ ±J²�³ ¹Ù
U0 ´ 	�½ ³ïß6³ �%� ±	Ý�´>± Ø ´AÝ »ä¸ ³�³©² Á ´.ß ·�¸ ß {

U j
}n−1

j=0

´ 	�½ ³ïß6³ � + ±	Ý
Z ∈ Sh

»%º ´ ��¶ ´
g :

Sh −→ Sh

µ3Ù

(g(Z), χ) := (Z−Un−1, χ)+
k

2

(

(D2Z, D2χ)−(φ(Z), D2χ)
)

, ∀χ ∈ Sh. 0 ® � ¬ 2
¯�²�× · ¸DÁ�¸ Þª´ 	�½ ³ïß6³ µ�Ù ß · ´ � ½ ´A³ - Ý�´>Þ�Ý�´A³©´ ¶ ß ¸ ß ½ ± ¶ ß · ´>±	Ý�´ Á.»

g
½ ³%± µ�Ø3½ ±	²#³ ¹Ù ×>± ¶ ß ½¶�À

²�±	²�³ ��¼ ¸ � ½ ¶ 6
χ = Z

½ ¶ 0 ® � ¬ 2 ¸:¶�º ²�³ ½ ¶ 6 0 ® � ® 2 » 4 ´�± µ ß ¸	½ ¶

(g(Z), Z) ≥ ‖Z‖2 − (Un−1, Z) +
k

2
|Z|22 −

kγβ2

2
|Z|21.

< Ù ? ´ Á�Áª¸'Ú�» 4 ´ ��¶�º

(g(Z), Z) ≥ ‖Z‖2 − ‖Un−1‖‖Z‖ −
kγ2β4

8
‖Z‖2.

¼£· ´>Ý�´ 7 ±JÝ©´ »

(g(Z), Z) ≥ ‖Z‖
(

(1 −
kγ2β4

8
)‖Z‖ − ‖Un−1‖

)

.

- ´ ¶ ×T´87 ±	Ý
k <

8

γ2β4

»
‖Z‖ =

8

8 − kγ2β4
‖Un−1‖ + 1

» 4 ´ ·�¸�Ø ´
(g(Z), Z) > 0

�
¼£· ´ ¶ª½ ß 7 ± ¹ ¹ ± 4 ³ 7 Ý�± Á ? ´ Á�Áª¸ 1 ß ·�¸ ß ß · ´AÝ©´"´ 	�½ ³Gß�³

Z∗ ∈ Sh

³G²#× · ß ·�¸ ß
g(Z∗) = 0

�
� ß ½ ³£´ ¸ ³ ½ ¹Ù ³©´>´ ¶ ß ·#¸ ß

Un = 2Z∗ − Un−1 ³ ¸ ß ½ ³ � ´A³ 0 Ú�� ��2 �

� é �Ïé � �7����� / � / ãNã
� ³�³G² Á ´Öß ·#¸ ßäß · ´ ³©± ¹ ²�ß ½ ± ¶

u
± 7 0+1 � 1�2 ½ ³ä³G²��'× ½ ´ ¶ ß ¹ Ù Ý©´ 6	² ¹¾¸ Ý ¸:¶�º ß ·#¸ ßäß · ´ ³©± ¹ ²�ß ½ ± ¶

± 7 0 Ú�� � 2 ³ ¸ ß ½ ³ � ´A³
‖Un‖∞ ≤ c0, n = 0, 1, . . . , N. 0 ® � à 2

+ ±	Ý ² ¶�½ /3²�´ ¶ ´A³�³ » ³G²�Þ�Þ#±3³G´�ß ·#¸ ß
V n ∈ Sh

¸:¶#º
V 0 = u0h

³ ¸ ß ½ ³+7 Ù
(∂tV

n, χ) + (D2V n− 1

2 , D2χ) = (φ(V n− 1

2 ), D2χ), ∀χ ∈ Sh, 0 ® � ) 2
¸:¶�º

‖V n‖∞ ≤ c0, n = 0, 1, . . . , N.
# ´ ¶ ±:ß ½ ¶ 6

Ei = U i − V i
» 4 ½ ß ·

E0 = 0
» 7 Ý�± Á 0 Ú�� � 2 ¸:¶�º 0 ® � ) 2 » 4 ´ ·#¸�Ø ´ 7 ±JÝ

χ ∈ Sh

(∂tE
n, χ) + (D2En− 1

2 , D2χ) = (φ(Un− 1

2 ) − φ(V n− 1

2 ), D2χ). 0 ® ��� 2
� ± 4 » ³©²�Þ�Þ�±J³ ½ ¶ 6

En−1 = 0
¸	¶�º × · ±�±J³ ½ ¶ 6

χ = En− 1

2

½¶ 0 ® � � 2 » 4 ´�± µ ß ¸:½¶

1

2k
(‖En‖2−‖En−1‖2)+|En− 1

2 |22 ≤
1

4
‖φ(Un− 1

2 )−φ(V n− 1

2 )‖2+|En− 1

2 |22. 0 ® � � 2
� ³ ½ ¶ 6°ß · ´«×T± ¶ ß ½ ¶ ²�±J²�³ º�½
' ´AÝ©´ ¶ ß ½¾¸:µ�½¹ ½ ß Ù ±�7

φ(.)
» 4 ´ 6	´>ß



® 1 � ������� ���:���

‖φ(Un− 1

2 ) − φ(V n− 1

2 )‖ ≤ C‖En− 1

2 ‖, 0 ® � ! 2
4 · ´>Ý�´

C
½ ³ ¸ ×T± ¶ ³ïß ¸:¶ ß º ´>Þ�´ ¶�º ´ ¶ ß"± ¶

c0
� <ÖÙ 0 ® � ��2 ¸	¶�º 0 ® � ! 2 » 4 ´ �#¶�º

1

2k
(‖En‖2 − ‖En−1‖2) ≤

C2

4
‖En− 1

2 ‖2 ≤
C2

8
(‖En‖2 + ‖En−1‖2),

7 Ý©± Á 4 ·�½ × ·1» 7 ±	Ý
k

³©²��'× ½ ´ ¶ ß ¹Ù ³ Áª¸:¹¹U» 4 ´ 6	´Tß

‖En‖ ≤ λ‖En−1‖, λ =

{

4 + kC2

4 − kC2

}
1

2

.

@ ´«³©´>´�ß ·#¸ ß
En = 0

¸:¶#º ß ·�½ ³ ×T± Á Þ ¹ ´Tß�´A³£ß · ´øÞ�Ý�±�± 7b±�7{ß · ´ø² ¶�½ /3²�´ ¶ ´N³©³ �

� ��� � �*) 256 �*)+! � !�� � = 4�� ! ��� 4  �� 4 ��'74
	 6 �>4
��¶ ß ·�½ ³d³G´N×�ß ½ ± ¶1» 4 ´�´N³ïß ½ Áª¸ ß©´ ß · ´�´>Ý�Ý©±JÝ'± 7øß · ´]³G± ¹ ²�ß ½ ± ¶ ± 7øß · ´ 7 ² ¹ ¹Ùpº�½ ³©×>Ý©´>ß©´
Þ�Ý©± µ�¹ ´ Á 0 Ú�� � 2 �>@ ´ø²�³©´�ß · ´«³Gß ¸	¶�º�¸ Ý º ´>Ý�Ý©±JÝ º ´A×T± Á Þ#±3³ ½ ß ½ ± ¶ 4 ½ ß ·

un = u(tn)
Â

Un − un = (Un − Phun) + (Phun − un) = θn + ρn. 0 ¬ � 1�2
,.-0/ �#æ /21 �Ïé � �>�#��� �§�6�6� � �Ö� ¥ �§�5�©�Ô¨	��¡
�§������#"�§�6�6� � ������¦§� 0 ® � à 2 �¾�+� �§���¾�9! �6� % ' ¥��>�©�
Un

�§�5�
u

�:�©� ��¥�� �>¦§¡L������¦§��� ¦3� 0 Ú�� ��2 �:��� 0+1 � 1�2&% �©�T�����6�>�U�8)§�T¡6# � ���N�	��¦��>� ��¥%�§�£��¥��
�T¦:¡L������¦§�

u
�¾���6�54 �>���T�#�U¡ #ª����¨	��¡
�:� � �9�ø� ¥��«��������� �§¡ �*�§� �ª� �:�U�¾�9� #'� ¥��°������� � �:�Ô�

‖U0 − u0‖ ≤ Chr, 0 ¬ � Ú 2
��¥��T� ' ��¥%�*)§� �T¦:�����54 �>���T�#�U¡6#�� � �§¡�¡

k
��¥%�§�

‖Un − u(tn)‖ ≤ C(hr + k2), 0 ¬ � ® 2
' ¥��>�©�

C
�¾�;�d�6¦§����� �§�#�%�����J�Ô���>���	�>��� ¦3�

h
�§�5�

k.

�Ö�©¦N¦3� � ¯ ½¶ ×T´Dß · ´°´A³Gß ½Áª¸ ß�´ ±�7
ρn 7 ± ¹ ¹ ± 4 ³�7 Ý©± Á 0 Ú�� ¬ 2 »�½ ß ½ ³�´ ¶ ±J²*6 · ß©±d´A³Gß ½Á�¸ ß©´

θn
� � ³ ½¶ 6�ß · ´ º ´ ��¶�½ ß ½ ± ¶ ± 7 ß · ´«´ ¹ ¹½ Þ�ß ½ ×�Þ�Ý�± �ï´A×Tß ½ ± ¶

Phv
½¶ 0 Ú�� ® 2 4 ½ ß · ´ /3² ¸ ß ½ ± ¶ ³

(1.1)
¸	¶�º

(2.8)
» 4 ´8± µ ß ¸	½ ¶ ß · ´ 7 ± ¹ ¹ ± 4 ½¶ 6ø´ /3² ¸ ß ½ ± ¶1» 4 ·�½ × · ½ ³ Ø�¸	¹ ½¾º 7 ±JÝ ¸:¹¹

χ ∈ Sh³G²�× · ß ·#¸ ß
(χ, 1) = 0

Â

(∂tθ
n, χ) + (D2θn− 1

2 , D2χ) = (φ(Un− 1

2 ) − φ(un− 1

2 ), D2χ)

− (∂tPhun − u
n− 1

2

t , χ) − (D2(
un + un−1

2
− un− 1

2 ), D2χ) . 0 ¬ � ¬ 2
< Ù ß ¸ � ½¶ 6

χ = θn− 1

2

» 4 ´�± µ ß ¸	½ ¶

(∂tθ
n, θn− 1

2 ) + |θn− 1

2 |22 ≤ I |θn− 1

2 |2 + J ‖θn− 1

2 ‖ + K |θn− 1

2 |2,

4 · ´>Ý�´
I = ‖φ(Un− 1

2 ) − φ(un− 1

2 )‖, J = ‖∂tPhun − u
n− 1

2

t ‖,



� ��� �:¡ �>���§����� �J���©¦��	� � �§����¦§�����T¦§�ø� ¥��	� �A¥���
�ø��¡�¡L� �:�©��� ¢>�%�§����¦§� ® 1 !

K = ‖D2
(un + un−1

2
− un− 1

2

)

‖.

¼£·�½ ³ Ù3½ ´ ¹¾º ³

1

2k
(‖θn‖2 − ‖θn−1‖2) + |θn− 1

2 |22 ≤
1

2
I2 +

1

2
|θn− 1

2 |22 +
1

2
J2 +

1

2
‖θn− 1

2 ‖2

+
1

2
K2 +

1

2
|θn− 1

2 |22.

¼£· ´ ¸:µ ± Ø ´ ½ ¶ ´ /3² ¸:¹½ ß Ù'µ ´N×T± Á ´N³

1

k
(‖θn‖2 − ‖θn−1‖2) ≤ ‖θn− 1

2 ‖2 + I2 + J2 + K2. 0 ¬ � à 2
@ ´ ·�¸�Ø ´"ß · ´ 7 ± ¹¹ ± 4 ½ ¶ 6�´N³ïß ½ Áª¸ ß�´ 0 ³©´>´ ¸:¹ ³©± ��Á Ý ¸:¶�½9� 1 ¬ » 1 à  2

I = ‖φ(Un− 1

2 ) − φ(un− 1

2 )‖ ≤ C‖Un− 1

2 − un− 1

2 ‖,

· ´>Ý�´
C

½ ³ ¸ ×T± ¶ ³ïß ¸:¶ ß º ´AÞ#´ ¶�º ´ ¶ ß£± ¶
c0

¸	¶�º
‖un−1

2 ‖∞
��¼£· ´�×>± ¶ ß ½¶ ²�±	²#³ º�½
' ´AÝ©´ ¶�À

ß ½¾¸:µ�½¹ ½ ß Ù ±�7
φ(·)

·�¸�Ø ´ µ ´>´ ¶ ²#³G´ º ß�± º ´>Ý ½ Ø ´�ß ·�½ ³ ½¶ ´ /3² ¸	¹ ½ ß Ù	�
¼£· ´>Ý�´ 7 ±JÝ©´ 4 ´ 6J´Tß£ß · ´ø´N³ïß ½ Áª¸ ß©´A³

‖Un− 1

2 − un− 1

2 ‖ ≤ ‖Un− 1

2 − Ph(
un + un−1

2
)‖ + ‖Ph(

un + un−1

2
) − un− 1

2 ‖

≤ ‖θn− 1

2 ‖+ I1.

I1 = ‖Ph

(un + un−1

2

)

− un− 1

2 ‖ ≤
‖ρn‖ + ‖ρn−1‖

2
+ ‖

un + un−1

2
− un− 1

2 ‖

=
‖ρn‖ + ‖ρn−1‖

2
+

1

2
‖

∫ t
n−

1

2

tn−1

(s − tn−1)utt(s)ds −

∫ tn

t
n−

1

2

(s − tn)utt(s)ds‖

≤
‖ρn‖ + ‖ρn−1‖

2
+ Ck

3

2

(

∫ tn

tn−1

‖utt(s)‖
2ds

)
1

2

.

¯ ½ Á�½¹¸ Ý ¹Ù 4 ´ 6	´Tß ß · ´ø´A³Gß ½Áª¸ ß�´A³

J = ‖∂tPhun − u
n− 1

2

t ‖ ≤ ‖∂tPhun − ∂tu
n‖ + ‖∂tu

n − u
n− 1

2

t ‖

=
1

k
‖ρn − ρn−1‖+

1

2k
‖

∫ t
n−

1

2

tn−1

(s − tn−1)
2uttt(s)ds +

∫ tn

t
n−

1

2

(s − tn)2uttt(s)ds‖

≤ k− 1

2

(

∫ tn

tn−1

‖ρt(s)‖
2ds

)
1

2

+ Ck
3

2

(

∫ tn

tn−1

‖uttt(s)‖
2ds

)
1

2

,

K = ‖D2
(un + un−1

2
− un− 1

2

)

‖ ≤ Ck
3

2

(

∫ tn

tn−1

‖D2utt(s)‖
2ds

)
1

2

.



® Ú  ������� ���:���
� ³ ½ ¶ 6 0 ¬ � à 2 4 ½ ß · ß · ´ø´N³ïß ½ Áª¸ ß©´A³£±�7

I, J
¸:¶�º

K
» 4 ´�± µ ß ¸:½¶

1

k
(‖θn‖2 − ‖θn−1‖2) ≤ C[ ‖θn− 1

2 ‖2 + ‖ρn‖2 + ‖ρn−1‖2

+
1

k

∫ tn

tn−1

‖ρt(s)‖
2ds + k3

∫ tn

tn−1

(‖uttt(s)‖
2 + ‖utt(s)‖

2 + ‖D2utt(s)‖
2)ds ],

¸:¶�ºÛ· ´ ¶ ×T´
‖θn‖2 − ‖θn−1‖2 ≤ Ck

(

‖θn− 1

2 ‖2 + Rn

)

,

4 · ´>Ý�´�ß · ´ ¹¾¸ ß©ß©´>Ý ´�/3² ¸:¹½ ß ÙÛº ´ ��¶ ´A³
Rn

� ¯�± 4 ´�Þ�Ý©± Ø ´ º ß ·�¸ ß

(1 − Ck)‖θn‖2 ≤ (1 + Ck)‖θn−1‖2 + CkRn,

¸:¶�º 7 ±	Ý8³ Áª¸:¹¹
k ≤ k0

ß · ´«³Gß ¸	µ�½ ¹½ ß Ù ´A³Gß ½Áª¸ ß�´ ½ ³ Ø§¸:¹½º1Â

‖θn‖2 ≤
(1 + Ck

1 − Ck

)

‖θn−1‖2 + CkRn.

� 7�ß©´AÝ8Ý�´>Þ�´ ¸ ß�´ ºd¸ Þ�Þ ¹ ½ × ¸ ß ½ ± ¶1» ß ·�½ ³ Ù3½ ´ ¹¾º ³

‖θn‖2 ≤
(1 + Ck

1 − Ck

)n

‖θ0‖2 + Ck

n
∑

j=1

(1 + Ck

1 − Ck

)n−j

Rj ,

±	Ý

‖θn‖2 ≤ C‖θ0‖2 + Ck

n
∑

j=1

Rj . 0 ¬ � ) 2
� ±:ß ½ ¶ 6 ß ·�¸ ß

‖θ0‖2 ≤ ‖ρ0‖2 + ‖U0 − u0‖
2, 0 ¬ ��� 2

¸:¶�ºÛµ�Ù 0 Ú�� ¬ 2 » 4 ´�± µ ß ¸:½¶

‖ρn‖ ≤ Chr(‖u0‖r +

∫ tn

0

‖ut(s)‖rds). 0 ¬ � � 2
� ³ ½ ¶ 6 0 ¬ � ) 2 » 0 ¬ ��� 2 ¸	¶�º 0 ¬ � � 2 » 4 ´ ��¶#º

‖θn‖2 ≤ C
(

‖U0 − u0‖
2 + h2r

(

‖u0‖
2
r +

∫ T

0

‖ut(s)‖
2
r ds

)

+ k4

∫ T

0

(‖uttt(s)‖
2 + ‖utt(s)‖

2 + ‖D2utt(s)‖
2) ds

)

.

� ß 7 ± ¹¹ ± 4 ³�7 Ý�± Á 0 ¬ � Ú 2 ß ·#¸ ß8´A³Gß ½Áª¸ ß�´ 0 ¬ � ® 2 · ± ¹º ³ �
�

� ´ 	 ß 4 ´ 4 ½ ¹¹ ²�³©´�ß · ´ �"½ Ý�´ ¶�µ ´>Ý 6 ½¶ ´ /3² ¸	¹ ½ ß Ù�� 1  �
� / 1 1 ç��{é�� ¦§� j

m
≤ a ≤ 1 % 1

p
=

j

n′
+ a(

1

r
−

m

n′
) + (1 − a)

1

q
% � ¥��>�©��¥�¦§¡�����

‖Djv‖Lp(Ω) ≤ C
(

‖Dmv‖a
Lr(Ω)‖v‖

1−a
Lq(Ω) + ‖v‖Lq(Ω)

)

,

' ¥��>�©�
Ω

�¾� �	"6¦:�����	�6�Û�	¦ � �§�������Û� : n′ �



� ��� �:¡ �>���§����� �J���©¦��	� � �§����¦§�����T¦§�ø� ¥��	� �A¥���
�ø��¡�¡L� �:�©��� ¢>�%�§����¦§� ® Ú 1
,.-0/ �#æ /21 � é � �>�

Un
"6�°� ¥�� �>¦§¡L������¦§� ¦ � 0 Ú�� ��2 � ���N�	��¦��>�°� ¥ �§� � ¥�� �>¦:¡L���U��¦:�]��¦3�

0+1 � 1�2 �¾�����54 �T���>����¡ #�� � ¦A¦:��¥��§��� � ¥��D��������� �§¡{�*�§� �'�¾�D�	��!+�5�6� ���

u0h = Phu0. 0 ¬ � ! 2
¤�¥��T�

%
�T¦§�

k
�6�54 �>���T�#�U¡ #�� � �§¡�¡

%
��¥�� �T���U� � �§���

max
0≤n≤N

‖Un − u(tn)‖ ≤ C(hr + k2)

¥�¦§¡���
% '

¥��T�©�
C

�¾�;� �6¦§����� �:���%���5�	�����>���J�T�#�£¦ �
h

�:���
k.

�Ö�©¦N¦3� � ¯�´>ßGß ½¶ 6
χ = ∂tθ

n
½¶ 0 ¬ � ¬ 2 » 4 ´�± µ ß ¸	½ ¶

‖∂tθ
n‖2 + |∂tθ

n|22 ≤ I |∂tθ
n|2 + J ‖∂tθ

n‖ + K |∂tθ
n|2

≤ I2 + 1
4 |∂tθ

n|22 + 1
4J2 + ‖∂tθ

n‖2 + K2 + 1
4 |∂tθ

n|22 .

¼£· ´ ¸:µ ± Ø ´ ½ ¶ ´ /3² ¸:¹½ ß Ù 6 ½Ø ´N³%ß · ´ø´A³Gß ½Áª¸ ß�´

1

k
(|θn|22 − |θn−1|22) ≤ C(I2 + J2 + K2). 0 ¬ � 1  2

� ³ ½ ¶ 6°ß · ´ø´A³Gß ½Áª¸ ß©´N³ ± 7
I, J

¸	¶�º
K 4 ½ ß · 0 ¬ � ® 2 » 4 ´�± µ ß ¸:½¶

|θn|22 − |θn−1|22
k

≤ C
(

C(u)(hr + k2)2 + ‖ρn‖2 + ‖ρn−1‖2 +
1

k

∫ tn

tn−1

‖ρt(s)‖
2 ds

+ k3

∫ tn

tn−1

(

‖uttt(s)‖
2 + ‖utt(s)‖

2 + ‖D2utt(s)‖
2
)

ds
)

.

- ´ ¶ ×T´�ß · ´ 7 ± ¹¹ ± 4 ½¶ 6�³ïß ¸:µ�½¹ ½ ß Ù'½¶ ´ /3² ¸	¹ ½ ß Ù

|θn|22 ≤ |θn−1|22 + C(u)k(hr + k2)2 + CkRn

½ ³ Ø§¸:¹½¾ºÏ» 4 · ´>Ý�´�ß · ´ ½¶ ´ /3² ¸	¹ ½ ß Ù'¸:¹ ³G± º ´ ��¶ ´A³
Rn

�*- ´ ¶ ×T´ »�µ�Ù Ý©´AÞ#´ ¸ ß©´ º ¸ Þ�Þ ¹½ × ¸ ß ½ ± ¶
± 7 ß · ´ø± µ ß ¸	½ ¶ ´ º ´N³ïß ½ Áª¸ ß©´ ¸:¶�º 0 ¬ � ! 2 4 ´ 6J´Tß

|θn|22 ≤ T C(u)(hr + k2)2 + Ck

n
∑

j=1

Rj .

¼£· ´>Ý�´ 7 ±JÝ©´ »

|θn|22 ≤ C
(

C(u)(hr + k2)2 + k

n
∑

j=1

‖ρj‖2 +

∫ T

0

‖ρt(s)‖
2 ds

+ k4

∫ T

0

(‖uttt(s)‖
2 + ‖utt(s)‖

2 + ‖D2utt(s)‖
2) ds

)

.

� ± 4 » ²�³ ½ ¶ 6 0 Ú�� ¬ 2 » 4 ´ø×>± ¶ × ¹ ² º ´�ß ·�¸ ß » 7 ±	Ý8³©± Á ´ø×T± ¶ ³Gß ¸:¶ ß
C = C(u, T )
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|θn|2 ≤ C(hr + k2), 0 ≤ n ≤ N, 0 ¬ � 1�132
¸:¶�ºÏ»�· ´ ¶ ×>´ø²�³ ½¶ 6 0 ¬ � ® 2 » 0 ¬ � 1�132 ¸	¶�º 0 ® � Ú 2 » 4 ´�± µ ß ¸	½ ¶

|θn|1 ≤ C(hr + k2), 0 ≤ n ≤ N. 0 ¬ � 1 Ú 2
� Þ�Þ ¹Ù�½ ¶ 6 0 ¬ � ® 2 ¸	¶�º 0 ¬ � 1 Ú 2 »�½ ß 7 ± ¹¹ ± 4 ³ 7 Ý�± Á ? ´ Á�Áª¸ ¬ 4 ½ ß ·

p = ∞
ß ·�¸ ß

‖θn‖∞ ≤ C(hr + k2), 0 ≤ n ≤ N. 0 ¬ � 1 ® 2
¼ ± 6	´Tß · ´>ÝÖß · ´ø´A³Gß ½Áª¸ ß©´N³ 0 Ú�� à 2 ¸:¶�º 0 ¬ � 1 ® 2 ³ · ± 4 ß · ´ ¼£· ´>±JÝ©´ Ád�

�

�$����� ) � 4 6  ")�� 4 #��
	 698 4  �� )5� :<4 � = ! #
¼£· ´ ¸:µ ± Ø ´ Á ´Tß · ± º]·�¸ ³øß · ´ º�½ ³ ¸	º�Ø§¸	¶ ß ¸ 6J´ ß ·�¸ ß ¸�¶ ± ¶�¹ ½¶ ´ ¸ Ý«³ Ù ³Gß©´ Ár·�¸ ³�ß©± µ ´
³G± ¹ Ø ´ ºd¸ ß ´ ¸ × · ß ½ Á ´«³Gß©´>Þ �%+ ±JÝ£ß ·�½ ³ Ý�´ ¸ ³©± ¶ 4 ´«³ ·�¸	¹ ¹ ×>± ¶ ³ ½º ´>Ý ¸°¹ ½¶ ´ ¸ Ý ½
- ´ ºÛÁ ± º�½ À
� × ¸ ß ½ ± ¶ ± 7{ß · ´ Á ´>ß · ± ºd½ ¶ 4 ·�½ × · ß · ´ ¸ Ý 6	² Á ´ ¶ ß

f
½ ³ ± µ ß ¸	½ ¶ ´ ºdµ3Ù ´ 	 ß©Ý ¸ Þ�± ¹¾¸ ß ½ ± ¶

7 Ý©± Á
Un−1 ¸:¶�º

Un−2 »�½�� ´ �
Ûn =

3

2
Un−1 −

1

2
Un−2 » 7 ±	Ý

n ≥ 2,

(∂tU
n, χ) + (D2Un− 1

2 , D2χ) = (φ(Ûn), D2χ), ∀χ ∈ Sh. 0 à�� 1�2
¼£·�½ ³ Á ´Tß · ± º 4 ½¹¹ Ý�´ /3² ½ Ý©´ ¸ ³©´>Þ ¸ Ý ¸ ß©´øÞ�Ý©´N³©×>Ý ½ Þ�ß ½ ± ¶ 7 ±JÝ"× ¸	¹ ×>² ¹¸ ß ½¶ 6

U1 0 ³G´A´ » ´ � 6 �
¼£· ± Á �>´ � 1 �  » Þ�Þ Ú 1 � > Ú	ÚJÚ 2 � @ ´ ¸:¶#¸:¹Ù ³©´ ¸ Þ�Ý©´ º�½ ×�ß©±JÝ ×>±	Ý�Ý©´N×�ß©±JÝ Á ´Tß · ± º 7 ±	Ý%ß ·�½ ³
Þ�²�Ý�Þ#±3³G´ » 4 ·�½ × ·.½ ³ 7 ±	Ý Á ² ¹¾¸ ß�´ ºd¸ ³ 7 ± ¹ ¹ ± 4 ³ Â























U0 = u0h,

(U1,0 − U0

k
, χ

)

+
(

D2
(U1,0 + U0

2

)

, D2χ
)

= (φ(U0), D2χ),

(∂tU
1, χ) + (D2U

1

2 , D2χ) = (φ(U1,0+U0

2 ), D2χ), ∀χ ∈ Sh.

0 à�� Ú 2

:"� � �:���� � + ±	Ý
u(t)

³©²��'× ½ ´ ¶ ß ¹Ù ³ Á ±�±:ß ·b» 4 ´ ·�¸�Ø ´

ûn =
3

2
un−1 −

1

2
un−2 = un− 1

2 + O(k2) as k → 0. 0 à�� ® 2
� ± 4 4 ´ 4 ½¹ ¹ Þ�Ý�± Ø ´�ß ·�¸ ß�ß · ´°Þ�Ý�±	Þ�±J³©´ º�¸ Þ�Þ�Ý�± 	�½ Áª¸ ß ½ ± ¶ 4 ½ ¹¹ 6 ½Ø ´øß · ´°³©´A×>± ¶�º

±	Ý º ´>Ý ¸ ×A×T²�Ý ¸ × Ù	�
,.-0/ �#æ /21 �bé � �>�

Un
"6�£� ¥��£�T¦:¡L������¦§� ¦3� 0 à�� 1�2&% ' ��� ¥

U0 �§�5�
U1 �	��!+�5�6� "5# 0 à�� Ú 2 ��#�N�	��¦��>�"��¥%�§�{��¥�� �>¦§¡û���U��¦:�

u
¦ � 051 � 1�2 �¾�£���54 �>���>����¡ #ø�©�Ô¨:��¡��§� % �§�5�

‖Un‖∞, ‖un‖∞�§�©��"6¦§���5�	�6� � �9�D��¥��°�6¦:���§������¦§� 0 ¬ � ! 2 �¾� )��§¡L��� % ��¥��T� % �T¦§�
k

���54 �>���>����¡ #ª� � �:¡�¡ % ' �
¥ �*)§� ��¥����T¦:¡�¡ ¦ ' ����¨�������� � �:�Ô�

max
0≤n≤N

‖Un − u(tn)‖ ≤ C(hr + k2) 0 à�� ¬ 2
' ����¥

C = C(u, T )
�
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�Ö�©¦N¦3� � � ³ ½¶ 6 0 Ú�� ¬ 2 »	½ ß ½ ³%³©²��'× ½ ´ ¶ ß
ß©±D´A³Gß ½Á�¸ ß©´

θn
�*+ Ý�± Á 0 Ú�� ® 2 » 051 � 1�2 ¸	¶�º 0 à�� 132 »4 ´�± µ ß ¸:½¶ 7 ±	Ý

n ≥ 2
ß · ´ø´�/3² ¸ ß ½ ± ¶ 7 ±JÝ

θn

(∂tθ
n, χ) + (D2θn− 1

2 , D2χ) = (φ(Ûn) − φ(un− 1

2 ), D2χ)

− (∂tPhun − u
n− 1

2

t , χ) −
(

D2(
un + un−1

2
− un− 1

2 ), D2χ
)

. 0 à�� à 2
¯�´Tß©ß ½¶ 6

χ = θn− 1

2

» 4 ´ ��¶#º

1

2k

(

‖θn‖2 − ‖θn−1‖2
)

+ |θn− 1

2 |22 ≤
1

2
I ′2 +

1

2
|θn− 1

2 |22 +
1

2
J2

+
1

2
‖θn− 1

2 ‖2 +
1

2
K2 +

1

2
|θn− 1

2 |22,

4 · ´>Ý�´
I ′ = ‖φ(Ûn) − φ(un− 1

2 )‖.
¼£· ²�³

1

k
(‖θn‖2 − ‖θn−1‖2) ≤ ‖θn− 1

2 ‖2 + I ′2 + J2 + K2. 0 à�� ) 2
� ³ ½ ¶ 6�ß · ´ º�½
' ´>Ý�´ ¶ ß ½¾¸:µ�½¹½ ß Ù ± 7

φ(·)
» 4 ´ ��¶�º 7 ±JÝ"³G± Á ´«×T± ¶ ³ïß ¸:¶ ß

C
º ´>Þ�´ ¶�º ´ ¶ ß"± ¶

‖Ûn‖∞
¸:¶#º

‖un− 1

2 ‖∞

I ′ ≤ C‖Ûn − un− 1

2 ‖ ≤ C
(

‖θ̂n‖ + ‖ρ̂n‖ + ‖ûn − un− 1

2 ‖
)

.

< Ù 0 Ú�� ¬ 2 ¸	¶�º 0 à�� ® 2 » 4 ´ ·#¸�Ø ´

I ′ ≤ C(‖θn−1‖ + ‖θn−2‖) + C(u)
(

hr + k2
)

.

� ³ ½ ¶ 6 0 Ú�� ¬ 2 » 0 à�� ) 2 ¸	¶�º ß · ´ø´A³Gß ½Áª¸ ß�´A³ ±�7
I ′

»
J

»
K

» 4 ´�± µ ß ¸	½ ¶

‖θn‖2 ≤ (1 + Ck)‖θn−1‖2 + Ck‖θn−2‖2 + C(u)k(hr + k2)2.

¼£·�½ ³ Ù3½ ´ ¹¾º ³

‖θn‖2 + Ck‖θn−1‖2 ≤ (1 + 2Ck)
(

‖θn−1‖2 + Ck‖θn−2‖2
)

+ C(u) k(hr + k2)2.

¼£· ´>Ý�´ 7 ±JÝ©´ » 7 ±JÝ
nk ≤ T

¸	¶�º
n ≥ 2

‖θn‖2 ≤ C
(

‖θ1‖2 + k‖θ0‖2 + (hr + k2)2
)

. 0 à���� 2
� ´ 	 ß 4 ´«³ ·�¸	¹ ¹ ´N³ïß ½ Áª¸ ß©´

‖θ1‖
�%+ Ý©± Á ´ /3² ¸ ß ½ ± ¶ ³ 0 à�� Ú 2 4 ´ 6J´Tß£ß · ´ø´A³Gß ½Á�¸ ß©´

1

k
(‖θ1,0‖2 − ‖θ0‖2) ≤ C

(

‖U0 − u
1

2 ‖2 + (hr + k2)2
)

,

· ´>Ý�´
θ1,0 = U1,0 − Phu1 »

θ0,0 = θ0 ��� ß 7 ± ¹¹ ± 4 ³ 7 Ý©± Á 0 ¬ � ��2 ß ·�¸ ß

‖U0 − u
1

2 ‖ ≤ ‖θ0‖ + ‖ρ0‖ + ‖u0 − u
1

2 ‖ ≤ ‖θ0‖ + C(hr + k),

4 ·�½ × ·.Ù�½ ´ ¹¾º ³
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1

k
(‖θ1,0‖2 − ‖θ0‖2) ≤ C

(

‖θ0‖2 + h2r + k2
)

.

¼£· ²#³ »

‖θ1,0‖2 ≤ (1 + Ck) ‖θ0‖2 + Ck(h2r + k2) ≤ C
(

‖θ0‖2 + h2r + k3
)

. 0 à�� � 2
��¶ ß · ´«³ ¸:Á ´ 4 ¸�Ù'¸ ³ ¸:µ ± Ø ´ 4 ´�± µ ß ¸:½¶ 7 Ý©± Á 0 à�� Ú 2

1

k
(‖θ1‖2 − ‖θ0‖2) ≤ C

(

‖
U1,0 + U0

2
− u

1

2 ‖2 + (hr + k2)2
)

. 0 à�� ! 2
¼£· ´>Ý�´ 7 ±JÝ©´ » ²#³ ½¶ 6 0 à�� ��2 » 4 ´�´A³Gß ½Á�¸ ß©´�ß · ´ø´>Ý�Ý©±JÝ

‖
U1,0 + U0

2
− u

1

2 ‖ ≤ ‖
θ1,0 + θ0

2
‖ + ‖Phu

1

2 − u
1

2 ‖

≤
1

2
(‖θ1,0‖ + ‖θ0‖) + C(u)

(

hr + k2
)

≤ C‖θ0‖ + C(u)
(

hr + k
3

2

)

.

@ ½ ß · ß · ´A³©´ø´A³Gß ½Áª¸ ß�´A³ » 0 à�� ! 2 µ ´A×>± Á ´A³

‖θ1‖2 ≤ (1 + Ck)‖θ0‖2 + Ck(h2r + k3) ≤ C
(

‖θ0‖2 + (hr + k2)2
)

. 0 à�� 1  2
� ß 7 ± ¹¹ ± 4 ³�7 Ý�± Á 0 ¬ � ! 2 » 0 à�� ) 2 ¸	¶�º 0 à�� 1  2 » ß ·�¸ ß£ß · ´ø´A³Gß ½Á�¸ ß©´

‖θn‖ ≤ C(hr + k2), 0 ≤ n ≤ N 0 à�� 1�132
½ ³ Ø§¸	¹ ½¾º 7 ±	Ý%³©± Á ´ ×T± ¶ ³ïß ¸:¶ ß

C = C(u, T )
� , · ±�±J³ ½ ¶ 6

χ = ∂tθ
n

½¶ 0 à�� à 2 » 4 ´ ± µ ß ¸	½ ¶
7 ±	Ý

n ≥ 2

‖∂tθ
n‖2 + |∂tθ

n|22 ≤ I ′ |∂tθ
n|2 + J ‖∂tθ

n‖ + K |∂tθ
n|2

≤ I ′2 +
1

4
|∂tθ

n|22 +
1

4
J2 + ‖∂tθ

n‖2 + K2 +
1

4
|∂tθ

n|22.

¼£· ´>Ý�´ 7 ±JÝ©´ »3µ�Ù ß · ´ø´N³ïß ½ Áª¸ ß�´A³£±�7
I, J, K

¸:¶#º 0 Ú�� ¬ 2 » 4 ´�± µ ß ¸:½¶

1

k
(|θn|22 − |θn−1|22) ≤ C(‖θn−1‖2 + ‖θn−2‖2) + C(u)(hr + k2)2.

� ³ ½ ¶ 6 0 à�� 1�1�2 » 4 ´ 6J´Tß

1

k
(|θn|22 − |θn−1|22) ≤ C(u)(hr + k2)2.

, ± ¶ ³©´ /3²�´ ¶ ß ¹ ÙJ» 7 ±	Ý
n ≥ 2

¸:¶#º
nk ≤ T, 4 ´ ·�¸�Ø ´

|θn|22 ≤ C(u, T )
(

|θ1|22 + (hr + k2)2
)

.

¯ ½ Á�½¹¸ Ý ¹Ù ß©±Ûß · ´ ¸:¶#¸:¹Ù ³ ½ ³ 6 ½Ø ´ ¶�¸:µ ± Ø ´ » 4 ´D± µ ß ¸	½ ¶ 7 Ý©± Á 0 à�� Ú 2 ½ ¶ ³Gß©´ ¸	º ± 7 0 ¬ � 1  2ß · ´ 7 ± ¹ ¹ ± 4 ½ ¶ 6 ´N³ïß ½ Áª¸ ß�´
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|θ1|22 ≤ C(hr + k2)2.
¼£· ´>Ý�´ 7 ±JÝ©´

|θn|2 ≤ C(u, T )(hr + k2), 0 ≤ n ≤ N. 0 à�� 1 Ú 2
¼£· ´ ¶ ²�³ ½ ¶ 6 0 ® � Ú 2 » 0 à�� 1�132 ¸:¶�º 0 à�� 1 Ú 2 » 4 ´ø± µ ß ¸:½¶

|θn|1 ≤ C(u, T )(hr + k2), 0 ≤ n ≤ N. 0 à�� 1 ® 2
+ Ý�± Á 0 à�� 1�1�2 » 0 à�� 1 ® 2 ¸:¶�º ? ´ Á�Á�¸ ¬ 4 ½ ß ·

p = ∞
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