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� É ·#Ç »ÞÉ�º ÊË�	Ç¯Ç ßV¾ ��Ç º9ã¯à � »Þ½¾ � º�D ·�� »¯½ ¾ � ¾	=�»¯É�º � ½ã > É �HÇ º ½ Ç B ½à	º � á @
∂

∂t

(

φap̃a

)

+ ∇ · (φap̃ava) = 0 .
G¶Ä�� Å P

� ¾ ��Ç ½ � º9ã¯½ �7B »ÞÉ�º ÇE¸ ¾<; 9�¾<;vã¯º B ½ Ê º �P��� ½ BH� ¾	ã¯½ �/B »ÞÉ�º ;Âº � ¼«»¯½ Ê º�� � º > º �#� º � »
º V5º=ß�» Ç9� ;�º ¾ á » � ½ � »ÞÉ�º ÊË�	Ç¯Ç�á��	¸�	� ßVº º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç ½ � »ÞÉ�º Ç » � »Þ½¾ ��� ãA@'ß �	Ç º

{

∇ · (φαvα) = 0 , α = s, f ,

∇ · (φap̃hva) = 0 .

G¶Ä�� ä*P

� ��� �!�5ì���� éëî#"Wî#�eï�$��%&�eî�ì'�����±ê
� º ;Ò½ ¸¸�� ¾P»�ßV¾ �#Ç ½ � º9ã B º � º9ã �P¸#Ê ¾ Ê º � » ·�Êsá#�P¸ �P� ß9º¤º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç=�3� ¾Z= ¾�ß ·#Ç ¾ � 9�¾<; Ç
½ � > ¾	ã¯¾ ·�Ç�Ê º � ½ ��� »¯É�º Ç ½ ÊF>�¸ ½W=Q@�½ �7B �	Ç¯ÇÞ·�ÊF> »Þ½¾ ��Ç"� ã¯º ·#Ç º �À� � ¾ ��Ç ½ � º=ãÞ½ �7B »ÞÉ�º ÇE¸ ¾<;
¸ ½ D · ½ � 9�¾<; �	���«�	Ç¯ÇE·�Ê ½ �7B »ÞÉ � »�º�"�ßVº Ç¯Ç ½ � »¯º9ã � ß�»¯½ ¾ � = ¾Hã¯ß9º Ç�á º9»8;�º=º � »ÞÉ�º Ç ¾ ¸ ½ �«�P���
¸ ½ D · ½ ��Ç�� ãÞº > ãÞ¾ > ¾HãE»¯½ ¾ ���P¸ »Þ¾�»¯É�º"àHº ¸ ¾�ßV½ »8@ � ½WV5º9ã¯º � ß9º Ç

vα −vs, α = a, f, ;Âº�;Òã¯½È»¯º
»ÞÉ�º B º � º=ã �	¸�Ê ¾ Ê º � » ·�Ê á��P¸ �P� ß9º º�D ·�� »¯½ ¾ ��Ç��	ÇZGWÇ º=ºJI ¿ OQP Ì

φα(vα − vs) = −Kα

µα
∇p̃a, α = a, f ,

GWÄ�� K P

;ÒÉ�º9ã¯º µα
� ã¯º�»¯É�ºâà�½ Ç ß9¾ Ç ½È»8@�ß9¾3º H ßV½º � » Ç��P���

Kα
� ãÞº�»ÞÉ�º > º=ã Ê º �Pá ½ ¸ ½ »8@.»Þº ��Ç ¾	ã Ç9�

� D ·�� »¯½ ¾ ��ÇTG¶Ä��K P � ã¯ºË»ÞÉ�º »ÞÉ�ã¯º9º(� > É �	Ç ºJ9�¾<; æ�� ã¯ß�@ ¸ � ; = ¾	ãB»ÞÉ�º.ß �HÇ º ¾?= Ê ¾¦à�½ �7B
> ¾HãÞ¾ ·�ÇÂÊ º � ½ ·�Ê.�

� É�º > º9ã Ê º �	á ½ ¸ ½ »8@'ßV¾�º H ßV½º � » Ç
Kα = Kα(φ, S)

� º > º ��� ¾ � »¯É�º > ¾HãÞ¾ Ç ½ »8@ φ ¾?=
»ÞÉ�º > ¾	ã¯¾ ·�ÇÂÊË� »¯º9ã¯½ �	¸1�P��� »ÞÉ�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ �

S ¾?=\; � »Þº=ã � ;ÒÉ�º=ãÞº S ½ Ç¤� º S � º �«á @

S =
φf

φ
.

æ ½�V�º=ãÞº � » Ê ¾ � º ¸ÇÒ� ãÞº ·�Ç º � »¯¾ � º Ç ßVã¯½ á º�»ÞÉ�º > º9ã Ê º �Pá ½ ¸ ½È»8@'¾	=1»ÞÉ�º > ¾	ã¯¾ ·#Ç�Ê º � ½ ·�Ê
G®Ç º9º � I � ��¿ ä<OQP �P�#� »ÞÉ�º�@ B º � º=ã �	¸ ½ � º�»¯É�º ;Âº ¸¸ �3¼ � ¾<; ��� ¾ � º � @� �Â� ã Ê��	� º�D ·#� »Þ½¾ �
I Å O �
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	 � 	�£V����� ���©�¡��� ��� ´¶�����P��©¦¡
��� ì��Hí��±î#" � ��í¦ï ��ê
� É�ºËãÞ¾ ¸ ¸ Ç ºD"�º=ãE» ¸ � ã B º = ¾	ã6ßVº Ç ¾ � »ÞÉ�º ¸ ½ D · ½ �n�	���mÇ ¾ ¸ ½ �C> É �HÇ º Ç9��� É�º Ç º�= ¾Hã¯ß9º Ç�� ãÞº
» � ¼Hº � ½ � »¯¾ � ß=ßV¾ ·�� » á @ ·�Ç ½ �/B »ÞÉ�ºÂß ¸ �	Ç¯Ç ½ ß �	¸P� º=ã �L�?B É�½ > ã¯½ � ß9½ >#�P¸	�HÇ�� ½ Ç ß ·�Ç¯Ç º � ½ � I ¿ ä<O �
� » ½ Ç�� ¾P»¯º � ½ � I �<O
»ÞÉ � »3= ¾Hã�É�½ B É ¸ @�ß9¾ ÊF> ã¯º Ç¯Ç ½ á�¸ º > ¾	ã¯¾ ·�Ç�ÊË� »¯º9ã¯½ �	¸Ç »ÞÉ�º � º9ã �=�	B É�½
> ãÞ½ � ß9½ >��	¸5Ê�� @ � ¾P» á º �	>7>�¸ ½ß �Pá�¸ º �P��� ½ �#Ç »¯º �	� ¾?=±½È» �¨Ê ¾	ã¯º B º � º=ã �	¸ = ¾Hã Ê Ç É�¾ ·�¸�
á º ·�Ç º �1�

� ¾«ßV¾ ��� º=ßV»"»ÞÉ�º � º9ã �=�	B É�½ > ãÞ½ � ß9½ >��	¸ ;Ò½ »ÞÉ�»ÞÉ�º¨¾P»¯É�º9ã�º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç ¾?=%»ÞÉ�º Ê ¾ � º ¸
¾?= ÊB·�¸ »Þ½ > É �HÇ º 9�¾<;\½ � »¯É�º � º = ¾Hã ÊË�	á�¸ º > ¾	ã¯¾ ·�Ç�Ê º � ½ ·�Ê«� ½È»"½ Ç�� ºLßVº Ç¯Ç¯� ã @�»Þ¾ ÇA> ºLß Á
½W=Q@ �«Ê ¾ � º ¸ = ¾Hã »ÞÉ�º � º = ¾	ã ÊË� »¯½ ¾ � ¾	=�»¯É�º > ¾	ã¯¾ ·�Ç ÊË� »¯º9ã¯½ �	¸W�À����Ê ¾ Ç » >��	> º=ã Ç »¯É�º
à3½ Ç ßV¾�º ¸ �	Ç »Þ½ ß Ê ¾ � º ¸ ½ Ç¤·�Ç º �À�

��� »¯É�ºF= ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B�Ç º=ßV»Þ½¾ ��Ç ;Âº'ßV¾ ��Ç ½ � º=ã »8;�¾.ºD" �	Ê >�¸ º Ç ¾?= Ç ½ ÊF>�¸ ½�S�º �mÊ ¾ � º ¸Ç=�
;ÒÉ�½ß6É � ãÞº�¾ á » � ½ � º � = ã¯¾ Ê »¯É�½ Ç1B º � º9ã �P¸ º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç=�

�1&���� . / 2 +76 . ) . 2�� 2 / /
	���-R+72�-4- +;*R0��. ) *�:
� »ë½ Ç
Ç » � »¯º � ½ � I ¿ ä<O�»¯É � »
º9àH¾ ¸· »Þ½¾ � ¾?= � = ·�¸¸ @ Ç¯� » · ã � »Þº �1� ¾ � ºÂß9ãÞ½ »Þ½ ß �	¸ ¸ @ � º9»Þº9ã Ê ½ � º Ç
»ÞÉ�º�º V5º=ß�»¯½ àHº � º ÇÞÇ ¾?=5»ÞÉ�º � ã @�½ �7B > ãÞ¾�ß9º Ç¯Ç9��� ¾	ã�ºD" �PÊF>�¸ º � »ÞÉ�º > ãÞº ÇÞÇ = º ¸ » Ç�� º9º � »Þ¾ á º
·���Ç¯� » · ã � »Þº � ½ �nÇ ¾ Ê º >�� ãE» ¾?=%»ÞÉ�º�ã¯¾ ¸¸ ½ �7B � ¾ � º � ½ � ¾	ã � º9ã�»Þ¾ á º �	á�¸ ºB»¯¾{» � ¼Hº ·7>
Ç ½ B	� ½�S#ß �P� » �PÊ ¾ ·�� »Ò¾?= ; � »Þº=ã1= ãÞ¾ Ê »ÞÉ�º >#�?> º9ã �

� É�º Ê�� »ÞÉ�º ÊË� »Þ½ ß �	¸�Ê ¾ � º ¸ ½ Ç
� º9àHº ¸ ¾ > º � ½ � I ¿ ä<O � ;ÒÉ�½ß6É¨½ Çëá��	Ç º � ¾ � »8;�¾ � > É �	Ç º
9�¾<; º�D ·�� »¯½ ¾ ��Ç ½ � ¾ � º � ½ Ê º ��Ç ½ ¾ �1�1� »B½ Ç�·�Ç º � »¯¾ > ã¯º � ½ ß�»�»¯É�º'º9àH¾ ¸· »Þ½¾ � ¾	=,= ·�¸¸ @
ÇÞ� » · ã � »¯º � ãÞº B ½¾ ��Ç��P�#� »¯¾¨º Ç »¯½ ÊË� »Þº »ÞÉ�º Ç ½ � º Ç ¾?=�»¯É�º Ç¯� » · ã � »Þ½¾ � ãÞº B ½¾ � I ¿ ä?O �

� º � ¾P»¯º+»¯É � » � � ¾�9�¾<; � á ¾ ·��#��� ã @�ßV¾ �#� ½È»¯½ ¾ ��Ç±� ã¯º ·�Ç º � = ¾Hãd9 · ½ � > É �HÇ ºÂ½ � »ÞÉ�½ Ç
Ê ¾ � º ¸W�H��· ã B ¾ �	¸ ½ Ç »¯¾ B º � º=ã �	¸ ½ � º�»ÞÉ�º Ê ¾ � º ¸ ½ � ¾	ã � º=ãe»¯¾ ½ � ß ¸ ·#� º ; � »Þº=ã ¸ ¾ Ç¯Ç º Çë�P���
»Þ¾�ßV¾ ��Ç ½ � º=ã »ÞÉ�º � @ ���	Ê ½ ß Ç ¾	=�»¯É�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ � ·���� º9ã�à � ãÞ½¾ ·�Ç Ç ßVº ��� ã¯½ ¾ Ç ¾	=b; � »¯º9ã
¸ ¾ ÇÞÇ º Ç=�

� ð��#ð�� �#í�� � "®î�ì������ ���Òì'� �$� ������"
� »ë½ Çë�	Ç¯ÇE·�Ê º � »¯É � » �3> ¾HãÞ¾ ·�Ç±¸� @Hº9ã�½ ÇëÊ ¾¦à�½ �7B ½ � »ÞÉ�º > ¾ Ç ½ »Þ½à	º x

� ½ ã¯º=ßV»Þ½¾ �1�¦� É�ºb= ¾ ¸ Á
¸ ¾<;Ò½ �7B�á��HÇ ½ ß �	Ç¯ÇÞ·�ÊF> »Þ½¾ ��Ç%� ã¯º ·�Ç º � »Þ¾ Ç ½ ÊF>�¸ ½�=Q@¨»ÞÉ�º ÊB·�¸ »Þ½ � ½ Ê º ��Ç ½ ¾ ���P¸ º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç
¾?= Ê��HÇÞÇ ß9¾ ��Ç º9ã¯à � »Þ½¾ �CGWÄ�� ä�P �P���{Ê ¾ Ê º � » ·�Ê á��	¸�	� ßVº GWÄ�� K P Ì

• � É�º y
� ½ã¯º=ß�»¯½ ¾ �XG = ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B »¯É�º ãÞ¾ ¸ ¸5� "�º Ç P%½ ÇÂ� º B	¸ º=ßV»Þº �{Ç ½ � ß9º"»¯É�º ãÞ¾ ¸ ¸ Ç�� ãÞº ·7>

»Þ¾ 10
Ê ¸ ¾ �7B#�

• � É�º�; � »Þº9ã19#¾<;R½ � »¯É�º z
� ½ ã¯º=ßV»Þ½¾ � ½ Ç¤� º BH¸ ºLß�»Þº �À�

• � É�º � ½ã > É �	Ç º ½ Ç�� º B	¸ º=ßV»Þº �À� ½ � º � ½È»¤½ Ç¤�	Ç¯ÇÞ·�Ê º � »ÞÉ � » φa = 0, pa = 0
�

� î�êLê¨ï���±ê��Hí���î�ì�����������ì������ � ���
� º�ß9¾ ��Ç ½ � º9ãÂ»ÞÉ�º�9#¾<;Rã¯º B ½ Ê º ½ � »ÞÉ�º�ãÞº B ½¾ �1Ì

D = { (x, z) : xa ≤ x ≤ xb, A(x) ≤ z ≤ B(x) } ,

;ÒÉ�º9ã¯º A(x), B(x)
� ã¯º »¯É�º ¸ ¾<;�º=ã �	��� ·/>7> º=ã á ¾ ·������ ã¯½ º Ç ¾	="»¯É�º > ¾HãÞ¾ ·�Ç¨¸� @Hº9ã �

ãÞº Ç > º=ßV»Þ½à	º ¸ @ �ë� º9» d(x) = B(x) − A(x)
á º »¯É�º »¯É�½ ß6¼ � º Ç¯Ç ¾	=Ò»ÞÉ�º > ¾HãÞ¾ ·�Ç�¸ � @	º=ã �



	!�L¥	£9���J��� � � F��¨©¦´�£9³��+� ��� �����¤©	��£V³
��³Þ£�¡6¡ Ä N�¿
� ½ � ßVº ;�º�ßV¾ ��Ç ½ � º=ã¤»ÞÉ�º ÊË�HÇÞÇ 9 · "�¾ ��¸ @.½ � »¯É�º x

� ½ã¯º=ß�»¯½ ¾ �1� »ÞÉ�º � » � ¼�½ �/B«�{ÇEÊË�P¸¸
à	¾ ¸·�Ê º [x, x + h] ;�º�ß �	� ;Òã¯½ »Þº »ÞÉ�º � ½ Ç ßVã¯ºV»¯º Ê��HÇÞÇÂá��	¸�	� ßVº º�D ·#� »Þ½¾ �

−d φfvf

∣

∣

x+h
+ d φf vf

∣

∣

x
= hJ ,

;ÒÉ�º9ã¯º J º Ç »Þ½ ÊË� »¯º Ç ; � »Þº=ã ¸ ¾ ÇÞÇ º Ç »¯É�ãÞ¾ ·7B Éâ»ÞÉ�º ¸ ¾<;Âº9ã �	���B·/>7> º=ã á ¾ ·������ ã¯½ º Ç ¾?=�»¯É�º
à	¾ ¸·�Ê º º ¸ º Ê º � » ��� = � � ¾�9�¾<; � á ¾ ·������ ãA@ ß9¾ ��� ½È»¯½ ¾ ��ÇÒ� ã¯º �HÇÞÇÞ·�Ê º �1� »ÞÉ�º �

J = 0
�

æ ½à�½ � ½ �7B{á ¾	»ÞÉ Ç ½ � º Ç ¾?=
»ÞÉ�ºâº�D ·#� »Þ½¾ ��á @ h
�P��� » � ¼�½ �7B »¯É�º ¸ ½ Ê ½ » h → 0

� ;Âº
¾ á » � ½ � »¯É�º�¾ � º Áý� ½ Ê º �#Ç ½¾ ���	¸5Ê��HÇÞÇ ß9¾ ��Ç º9ã¯à � »¯½ ¾ � º�D ·�� »Þ½¾ �1Ì

−
(

d φf vf

)

′

= J .
GWÅ��¿ P

� º � ¾	»Þº�»ÞÉ � » J = 0 ½ Ç » � ¼Hº � ½ � I ¿ ä<O �
�v� ½�V�º=ãÞº � » ÊË�HÇÞÇÒá#�P¸ �P� ß9º�º�D ·�� »¯½ ¾ � ß �P�.á º�¾ á » � ½ � º � ½�= �?> ãÞ½¾	ã¯½ �	Ç¯ÇE·�Ê > »Þ½¾ ��Ç

� ã¯ºâß6É �	�7B º �À� � ¾	ã�ºD" �PÊF>�¸ º ��¸ ºV» ·�Ç ßV¾ �#Ç ½ � º9ã � ß �	Ç º � ;ÒÉ�º � »ÞÉ�º � º=ãÞ½à � »¯½ àHºB¾?=
»¯É�º
9 · "{½ � »ÞÉ�º x

� ½ ã¯º=ßV»Þ½¾ ��� ¾�º Ç¤� ¾P» � º > º ��� ¾ � »ÞÉ�º�ãÞº Ê�� ½ � ½ �7B ß9¾3¾Hã � ½ ��� »Þº z
��� É�º �

½ � »Þº B ã � »¯½ �7B »ÞÉ�º Ç » � »Þ½¾ �#� ã @ Ê��HÇÞÇ ß9¾ ��Ç º9ã¯à � »¯½ ¾ � º�D ·�� »Þ½¾ � GWÄ�� ä�P%½ � »ÞÉ�º�ã¯º B ½ ¾ �

∆D = { (x, z) : x1 ≤ x ≤ x2, x2 = x1 + h, A(x) ≤ z ≤ B(x) }
;�º B º9»

x2
∫

x1

B(x)
∫

A(x)

∂

∂x

(

φfvf

)

dz dx +

x2
∫

x1

(

φfvzf

)∣

∣

B(x)

A(x)
dx = 0 .

� É�º »Þº=ã Ê

J1 =
1

h

x2
∫

x1

(

φfvzf

)∣

∣

B(x)

A(x)
dx

� º S � º Ç ; � »¯º9ã ¸ ¾ Ç¯Ç º Ç G ¾	ã�½ � ßVã¯º Ê º � » P�»ÞÉ�ã¯¾ ·/B É »ÞÉ�º ¸ ¾<;�º=ã �P���n·7>7> º9ã ÇE· ãA= � ß9º Ç ¾	=
»ÞÉ�º S � ½ »Þº Á àH¾ ¸·�Ê º ���"Ç ½ �7B »¯É�º �	Ç¯ÇE·�Ê > »Þ½¾ �YB ½ àHº �{�	á ¾¦àHº �	��� ½ � »Þº B ã � »Þ½ �7B »¯É�º S�ã Ç »
½ � »Þº B ã �P¸5á @ >�� ãE» Ç ;�º B ºV» ��� ½ Ç ßVã¯ºV»¯º Ê��HÇÞÇ ß9¾ ��Ç º9ã¯à � »¯½ ¾ � º�D ·�� »Þ½¾ �

−(d φfvf )
∣

∣

x2

+ (d φf vf )
∣

∣

x1

+

x2
∫

x1

d ′ φfvf dx = hJ1 .

�e� ¼3½ �7B »ÞÉ�º ¸ ½ Ê ½È» h → 0
B ½ àHº Ç »ÞÉ�º � ½WV5º9ã¯º � »Þ½ �P¸�Ê��HÇÞÇ ß9¾ ��Ç º9ã¯à � »Þ½¾ � º�D ·�� »Þ½¾ �

−
(

d φf vf

)

′

+ d ′ φf vf = J1 .

� �����{î�í¦ï�� "Wî��
� ¾ Ê º � » ·�Ê á��	¸�	� ßVº�º�D ·�� »Þ½¾ � GWÄ�� K P á ºLßV¾ Ê º Ç

φf (vf − vs) = −Kf

µf

dpf

dx
,

GWÅ�� Ä P

;ÒÉ�º9ã¯º vf , vs
�P���

Kf (φ, S)
� ãÞº�ãÞº �P¸ à �	¸ · º � = ·�� ß�»¯½ ¾ ��Ç�� º > º ��� ½ �7B ¾ � »ÞÉ�º x

� ã BH·�Á
Ê º � » �
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��·�á�Ç »Þ½ » · »¯½ �/B�G®Å�� Ä PÂ½ � »Þ¾ ÊË�	Ç¯Ç ßV¾ ��Ç º=ãÞà � »Þ½¾ � º�D ·�� »¯½ ¾ � GWÅ��¿ P,;Âº�¾ á » � ½ �«� ßV¾ ��Á

à	º=ßV»Þ½¾ � � � ½WV ·�Ç ½ ¾ � º�D ·�� »¯½ ¾ � = ¾Hã ·�� ¼ � ¾<; �
pf (x)

−
(

d
Kf

µf
p′f

)

′

+
(

d φf vs

)

′

= −J .

� º � ¾	»Þº¨»ÞÉ � »�½ � I ¿ ä<O � = � ß�»¯¾	ã d ½ Ç ¾ Ê ½È»Þ»Þº � ½ � »¯É�º S�ã Ç »�»Þº9ã Ê ¾ � »ÞÉ�º ¸ º =�» Á É �	���
Ç ½ � º�¾?=e»ÞÉ�½ Ç º�D ·#� »Þ½¾ ���

� É�º�¾ á » � ½ � º � º�D ·�� »¯½ ¾ �{�P¸ Ç ¾ � º > º ����Ç ¾ �
S

�	���
φf

���Ò��� ½ »Þ½¾ ���	¸ ßV¾ �#Ç »¯½È» · »Þ½à	º
ãÞº ¸� »Þ½¾ ��Ç±� ã¯º ·�Ç º � »Þ¾ ß ¸ ¾ Ç º+»¯É�º Ç @ Ç »Þº Ê.�<U @ ·�Ç ½ �7B »ÞÉ�º � º�S � ½ »Þ½¾ � ¾?=�»¯É�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ �
;�º ºD" > ã¯º Ç¯Ç

φf
�	Ç

φf = S φ
�

� ã¯¾ Ê ºD" > º9ã¯½ Ê º � » Ç ;�º�¼ � ¾<;^»¯É�ºËã¯º ¸ � »Þ½¾ � á º9»8;�º=º � ß �	> ½ ¸¸ � ã @ > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º pc =
pa − pf

�P���«Ç¯� » · ã � »Þ½¾ �
S
GWÇ º=º � º � B�� I ¿ OQP

S = g̃(pc).

��� ¾ · ã¤ß �HÇ º pa = 0
� »ÞÉ�º=ãÞº�= ¾	ã¯º�;�º ¾ á » � ½ � »ÞÉ�º � º=º � º � ãÞº ¸� »Þ½¾ �

S = g(pf )
�

��·�á�Ç »Þ½ » · »¯½ �/B »¯É�º Ç º�ºD" > ã¯º Ç¯Ç ½¾ ��Ç ½ � »¯¾B»¯É�º�ßV¾ � àHº=ß�»¯½ ¾ � � � ½WV ·�Ç ½ ¾ � º�D ·#� »Þ½¾ � ;�º
B ºV»�»¯É�º � ¾ ��¸ ½ � º � ã � ½�V�º=ãÞº � »¯½ �	¸ º�D ·�� »Þ½¾ � ½ � »ÞÉ�º ·�� ¼ � ¾<; �

pf (x)
Ì

−
(

d
Kf

(

φ, g(pf )
)

µf
p′f

)

′

+
(

d φ g(pf )vs

)

′

= −J .
GWÅ�� Å P

U ¾ ·������ ãA@'ß9¾ ��� ½È»¯½ ¾ ��Ç ;�º=ãÞº � º�S � º � ½ � I ¿ ä<O �	Ç = ¾ ¸ ¸ ¾<; Ç=Ì

pf (−xb) = g−1(S0), d
Kf

µf
p′f

∣

∣

x=xb
= 0 ,

;ÒÉ�º9ã¯º xb
½ Ç Ç ¾ Ê º ¸ � ã B º ��·�Êâá º=ã �ÀÇÞ· ß6É�»¯É � » � ¾«½ � 9 · º � ß9ºâ¾	= xb

¾ � »ÞÉ�º Ç ¾ ¸· »Þ½¾ �
pf

½ Ç ¾ á�Ç º9ã¯à	º �À�

� ���±ê9ì�� ì'�eì'�����.í���"®î�ì������eê
� ½ � ßVº ¾ · ã B ¾ �P¸ ½ Ç »¯¾â½ � à	º Ç »¯½ B3� »Þº"»ÞÉ�º ½ � 9 · º � ßVº�¾?= ; � »Þº=ã ¸ ¾ Ç¯Ç º Ç ¾ � »¯É�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ �
� @ ���PÊ ½ ß Ç=� ;�º ·�Ç º »ÞÉ�º Ç¯�PÊ º >�� ã �	Ê º9»Þã¯½ � º � = ·�� ß�»¯½ ¾ �

g(pf )
�HÇ ½ � I ¿ ä<O

g(pf ) =



















1
1

1 − s∞
+

(pf

a

)n + s∞, pf ≤ 0 ,

1, pf > 0 ,

;ÒÉ�º9ã¯º >�� ã �PÊ º9»Þº9ã Ç
s∞, a, n ;Âº9ã¯º Ç º ¸ ºLß�»Þº � »Þ¾ S�»{»ÞÉ�º�ºD" > º=ãÞ½ Ê º � » �	¸"��� » ���Â� É�º

¾ á » � ½ � º �«ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ � � > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº3= ·�� ßV»Þ½¾ �
g(pf ) ½ ÇÒÇ É�¾<; � ½ � � ½ B��À¿�©¦�

� ßV¾ �#Ç »¯½È» · »Þ½à	ºÒã¯º ¸ � »¯½ ¾ � = ¾Hã Kf
½ Ç ºD" > ã¯º Ç¯Ç º �¨�	Ç
� � ¾ ��¸ ½ � º � ã\= ·�� ßV»Þ½¾ � ¾	= > ¾	ã¯¾ Á

Ç ½ »8@ �P�#�«Ç¯� » · ã � »Þ½¾ �CG®Ç º9ºFI ¿ ä<OQP Ì

Kf (φ, S) = k0
φ3

1 − φ2
S3.4 ,

GWÅ�� ä*P
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;ÒÉ�º9ã¯º k0
½ Ç »ÞÉ�º > º=ã Ê º �	á ½ ¸ ½ »8@J= � ßV»Þ¾Hã �

� º � ¾P»¯º�»¯É � »«½ � I � ��¿LÃ O � Ç ½ Ê ½ ¸� ã á�· » � ½�V5º9ã¯º � »{º�" > ãÞº ÇÞÇ ½ ¾ � ; �HÇ'·�Ç º � »Þ¾
� º Ç ßVã¯½ á º�»ÞÉ�½ ÇÒ� ¾ ��¸ ½ � º � ã1= ·�� ß�»Þ½¾ �

Kf (φ, S) = k0
φ3

(1 − φ)2
S3.4 .

GWÅ��K P

��� »ÞÉ�º{ß �	Ç º'¾	=b= ·�¸ ¸�ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ � ¾?= ; � »Þº=ã �bG®Å��K P�ãÞº ��· ßVº�»¯¾�»¯É�ºY;Ò½ � º ¸ @ ·�Ç º � º Ê¨Á
> ½ ã¯½ ß �P¸
� ¾ � º � @ � �Â� ã ÊË�	� º�D ·�� »Þ½¾ �1� ;ÒÉ�½ ß6ÉnãÞº ¸� »Þº Ç > ¾	ã¯¾ Ç ½È»8@ �	���H> º9ã Ê º �	á ½ ¸ ½ »8@ �
� º9àHº9ãÞ»ÞÉ�º ¸ º ÇÞÇ=� ½ � ¾	ã � º9ã%»Þ¾�ßV¾ ÊF>�� ãÞº�¾ · ãÂã¯º ÇÞ·�¸ » Ç ;Ò½ »ÞÉCI ¿ ä<O � ;�º�É � à	º ·�Ç º � = ¾Hã Êâ·�¸�
G®Å�� ä*P�½ ���P¸¸À�3·�Ê º=ãÞ½ ß �	¸ ºD" > º9ã¯½ Ê º � » Ç9�
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K�� ���
�������M� �
	�� K��±N	K9ñ�þ	õEK9ñ�GJôLF ; ûHõ C ò�ò�þ	õ C úþ3F3>Þñ�GÈô=F�

s∞ = 0.11, a = −1.2, n = 2
ö?���ÀûHõ C ò�ò; òýñ�õEK=GJF¨ú þHF3>¯ñ�GJô=F#ÿ

� � � �!" � ��í'ì���� ����� ��í�� î�ì'����� ����� ��í����eê � î�ì��3í��Wî#"
� ºV» �HÇÞÇÞ·�Ê º'»¯É � »J;Âº{¼ � ¾<;s»¯É�º = ·�� ßV»Þ½¾ �

d(x)
� ;ÒÉ�½ß6É � º Ç ßVã¯½ á º Ç »¯É�º«»ÞÉ�½ ß6¼ � º Ç¯Ç

¾?=+»¯É�º > ¾	ã¯¾ ·#Ç"¸ � @	º=ã �5�P����¸ º9» d0
á º¨»ÞÉ�ºB»¯É�½ß6¼ � º ÇÞÇ ¾	=+»ÞÉ�º ·�� ß9¾ ÊF> ã¯º Ç¯Ç º � > ¾	ã¯¾ ·�Ç

¸� @Hº9ã ��� É�º¨à	¾ ¸·�Ê º V (x) ¾?=
»¯É�ºâº ¸ º Ê º � »�¾	= > ¾HãÞ¾ ·�Ç¤ÊË� »¯º9ã¯½ �	¸ ½ Ç > ãÞ¾ > ¾HãE»¯½ ¾ ���P¸ »Þ¾
d(x)

�5� º9» � º � ¾	»Þº á @ Vs(x) = Cds(x) »¯É�º�à	¾ ¸ ·�Ê º ¾�ß9ß ·7> ½º �.á @'»¯É�º Ç ¾ ¸ ½ � > É �HÇ º �
�"Ç¯ÇE·�Ê ½ �7B »ÞÉ � »¨»¯É�º Ç ¾ ¸ ½ � > É �	Ç º{½ Ç¨� ¾P» � º�= ¾	ã Ê º � �	��� ¾ ��¸ @m»ÞÉ�º > ¾	ã¯º ÇA>�� ß9º{½ Ç
ßV¾ ÊF> ã¯º Ç¯Ç º �À� ;Âº B ºV»�»¯É�º�º�D ·��	¸ ½ »8@

ds(a) = ds(x) .

æ ½à�½ � ½ �7B ½ » á @ d0
�	��� ãÞº � ã¯ã �	�7B ½ �7BBÇ ¾ Ê º�»Þº=ã ÊËÇ ;Âº ¾ á » � ½ � »¯É�º�º�D ·�� »Þ½¾ �

1 − φ0 =
(

1 − φ(x)
)d(x)

d0
,

= ãÞ¾ Ê ;ÒÉ�½ ß6É{»¯É�º > ¾	ã¯¾ Ç ½È»8@ φ(x) ß �	�{á º�ßV¾ Ê >�· »Þº �

φ(x) = 1 − d0

d(x)

(

1 − φ0

)

.
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� É�º = ¾ ¸ ¸ ¾<;Ò½ �7B Ê ¾ � º ¸ ; �	Ç > ã¯¾ > ¾ Ç º � ½ � I ¿ ä<OÒ»Þ¾ � º9»Þº=ã Ê ½ � º d(x) ½ � »ÞÉ�º � º Á

= ¾	ã Ê º � = º ¸ » � ��·�� ß�»Þ½¾ �
d = d(x; dmin) ºD" > ã¯º Ç¯Ç º Ç »¯É�º«»ÞÉ�½ ß6¼ � º Ç¯Ç ¾?=�»ÞÉ�º > ¾	ã¯¾ ·�Ç

¸� @Hº9ã �HÇ"� = ·�� ß�»Þ½¾ � ¾?= x
�P��� »¯É�º Ê ½ � ½ Êâ·�Ê)� ½ Ç » �P� ß9º á ºV»8;Âº9º � »ÞÉ�ºâãÞ¾ ¸ ¸±ÇE· ãA= � ß9º Ç

dmin
Ì

d(x; dmin) =







d0, x ≤ xl(dmin) = −
√

R2 −
(

1
2 (d0 − dmin) − R

)2
,

2R + dmin − 2
√

R2 − x2, xl(dmin) ≤ x ≤ xr(dmin) .

��� »¯É�ºFS�ã Ç »�½ � »Þº9ã¯à �P¸ »¯É�º > ¾HãÞ¾ ·�Ç ÊË� »¯º9ã¯½ �	¸ ½ Ç�·�� ßV¾ ÊF> ã¯º Ç¯Ç º �À� ½ � »¯É�º Ç º=ßV¾ ��� ¾ � º
½È»�= ¾ ¸¸ ¾<; Ç »ÞÉ�º B º9¾ Ê ºV»Þã @�¾	=Ò»ÞÉ�º{ãÞ¾ ¸ ¸�ÇE· ãA= � ß9º ÇB·�� »Þ½ ¸ÂÇ »Þã¯º Ç¯Ç

τzz
á ºLßV¾ Ê º Ç�� º9ã¯¾ � »

x = xr(dmin)
�#� É�º � ¾ ��¸ ½ � º � ã � º ¸ à�½ � � Æ ¾H½ B » ¸� ;\½ Ç¤·�Ç º � »Þ¾'» � ¼Hº�½ � »¯¾ � ß=ßV¾ ·�� »

à3½ Ç ßV¾�º ¸ �	Ç »Þ½ ßV½ »8@Ë¾?=±»ÞÉ�º�= º ¸ » Ì

τzz(x) = E(x) + vsΛ
d

dx
E(x) ,

;ÒÉ�º9ã¯º Λ ½ Ç
� à�½ Ç ß9¾3º ¸�HÇ »¯½ß�»¯½ Ê º¤ßV¾ ��Ç » �P� » �P� É�º Ç »¯ãÞº ÇÞÇ � Ç »Þã � ½ � = ·�� ß�»Þ½¾ �
E ½ Ç S�»E»¯º �

»Þ¾ ��� » �FB ½à	º � ½ � I ¿ ä?O Ì
E(ε) = 35ε2.3 [MPa] .

� É�º�¾ á » � ½ � º � = ·�� ßV»Þ½¾ � ½ ÇÒÇ É�¾<; � ½ � � ½ B��1¿��V�
� ¾	ã x > xr(dmin) »ÞÉ�º Ç »Þã � ½ � ε = ε(x; dmin) = 1 − d(x; dmin)/d0

½ Ç � º9»Þº9ã Á
Ê ½ � º � = ã¯¾ Ê

E(x)
� ;ÒÉ�½ ß6É ÇÞ� »Þ½ Ç S#º Ç »ÞÉ�º�½ � ½ »Þ½ �P¸ à �	¸ · º > ã¯¾ á�¸ º Ê










d

dx
E(x) = − 1

vsΛ
E(x) ,

E
(

xr(dmin)
)

= E
(

ε(xr; dmin); dmin

)

.

GWÅ�� L P

� É ·#Ç ;�º B ºV» Ì

d(x; dmin) = d0

(

1 − ε(x)
)

, x > xr(dmin).

� É�º >�� ã �PÊ º9»Þº9ã dmin
½ Ç ¾ á » � ½ � º � = ã¯¾ Ê »ÞÉ�º � º=ã �L�?B É�½
º�D ·�� »¯½ ¾ �1�1� É�ºJ= ¾Hã¯ß9º Ç

Ff
�	���

Fs
ß �	�{á º�ßV¾ ÊF>�· »Þº �.�	Ç

Ff (dmin) =

xr(dmin)
∫

xl(dmin)

pf dx, Fs(dmin) =

xr(dmin)
∫

xl(dmin)

(

E(x; dmin)+vsΛ
d

dx
E(x; dmin)

)

dx ,

»ÞÉ�º=ãÞº�= ¾	ã¯º ;Âº B º9»Â»¯É�º � ¾ ��¸ ½ � º � ãÒº�D ·�� »Þ½¾ � = ¾	ã dmin
Ì

xr(dmin)
∫

xl(dmin)

(

pf + E(x; dmin) + vsΛ
d

dx
E(x; dmin)

)

dx = F .
GWÅ���N P
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� ð��Àð � �Wê=ï	í��3ì����	î�ì'����������ì'� �$� � � ��"
� ºV» ·#Ç ½ � »Þã¯¾ ��· ß9º�»¯É�º ·�� ½�= ¾	ã Ê B ãÞ½ �

ωh =
{

xi : xi = −xb + ih, i = 0, 1, . . . , N, xN = xb

}

.

��� »ÞÉ�º,= ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B ;�º,;Ò½ ¸¸�� º � ¾	»Þº%»ÞÉ�º � ½ Ç ßVã¯ºV»¯º �	>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »¯½ ¾ ��Ç ¾?=�ß9¾ � »Þ½ ��· ¾ ·#Ç = ·�� ß Á
»Þ½¾ ��Çë·�Ç ½ �7B���ÇÞ·�á�Ç ßVã¯½ > » ”h”

� º � B�� »ÞÉ�º > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º = ·�� ß�»¯½ ¾ �
pf

;Ò½ ¸ ¸�á º �?>7> ãÞ¾#"�½ Ê�� »Þº �
á @'»ÞÉ�º�= ·�� ß�»Þ½¾ �

pf,hi = pf,h(xi) = pf,h(xi, dmin) .
� É�º�É�@ � ãÞ¾ Ç » � »Þ½ ß > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º�= ·�� ß�»¯½ ¾ � ½ Ç¤� º�S � º �{�HÇ = ¾ ¸¸ ¾<; Ç=Ì

p̃h = Spf + (1 − S)pa .

� ì'�3í¦î�ì'����� î#"�����í��®ì'� � � �#í ê���"�� ����� �!%&�±î�ì�������� � ð
	��
� >7> ã¯¾#"�½ ÊË� »Þ½ �7B ½ � »Þº B ã �P¸ Ç ½ � G®Å��N P á @ »ÞÉ�º »¯ã �	> º � ¾	½ ���	¸ ã ·�¸ º

Sh(dmin) =

nR
∑

i=nL+1

phi + ph,i−1 + E(εhi) + E(εh,i−1)

2
h

+ vsΛ
(

E(εh,nR
) − E(εh,nL

)
)

,

;�º B º9»Ò»ÞÉ�º � ½ Ç ßVã¯ºV»¯º � ¾ ��¸ ½ � º � ã�º�D ·#� »Þ½¾ �

Sh(dmin) − F = 0 .

� É�º�¾ á » � ½ � º �'� ¾ ��¸ ½ � º � ãÂº�D ·�� »Þ½¾ � ß �P�{á º Ç ¾ ¸ àHº �Ëá @ ÊË�P� @�½ »Þº9ã � »¯½ àHº �	¸�B ¾	ã¯½È»¯É ÊËÇ9�
� ½ � ßVº�= ·�� ßV»Þ½¾ �

Sh
½ ÇÒÊ ¾ � ¾	»Þ¾ � ½ß �P¸¶� ;�º ·�Ç º�»ÞÉ�º á ½ Ç º=ßV»Þ½¾ �«Ê º9»ÞÉ�¾ � »Þ¾FS ���

dmin
�

� ��� � ì'������" ��� �«êLï������ ��� �#í ê'��" � � ��nì���� �±í��3êLê���í��$��%&�±î�ì'� ���
æ"· ã¯½ �7B º � ß6É á ½ Ç º=ßV»Þ½¾ � ½ »Þº=ã � »Þ½¾ � G ¾	ã �¦ �´�£V³ ½ »Þº=ã � »Þ½¾ � Pd;Âº Ç É�¾ ·�¸ �BÇ ¾ ¸ à	º �"� ¾ ��¸ ½ � º � ã
> ãÞ¾ á�¸ º Ê.� ;ÒÉ�½ß6É �?>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »Þº Ç »ÞÉ�º á ¾ ·������ ãA@mà �P¸· º > ã¯¾ á�¸ º Ê = ¾	ãâ»ÞÉ�º > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº
= ·�� ß�»¯½ ¾ �1�

� ºV» ·�Ç ½ � »Þã¯¾ ��· ß9º�»¯É�º�= ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B¨� ¾	» � »¯½ ¾ � ¾	=RS � ½È»¯º � ½�V�º=ãÞº � ßVº Ç9Ì

δ−phi =
phi − ph,i−1

h
, δ+phi =

ph,i+1 − ph,i

h
.

� >7>�¸ @�½ �/B »ÞÉ�ºHS � ½ »Þº Á à	¾ ¸ ·�Ê º Ê º9»ÞÉ�¾ � ;Âº �?>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »Þº.º�D ·�� »Þ½¾ � G®Å�� Å P �P���
á ¾ ·������ ãA@ ßV¾ ��� ½ »Þ½¾ ��Ç�á @�»ÞÉ�º = ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B ß9¾ ��Ç º9ã¯à � »¯½ àHºRS � ½È»¯º Á�� ½�V�º=ãÞº � ßVº Ç ß6É�º Ê º G®Ç º9º
I L O P






−ai+ 1

2

(ph) δ+phi + ai− 1

2

(ph) δ−phi + wig(phi) − wi−1g(ph,i−1) = −Ji h ,

ph0 = g−1(S0), aN−
1

2

(ph) δ−phN = 0 ,

;ÒÉ�º9ã¯º�;�º ·�Ç º � ¾P» � »¯½ ¾ �
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ai(ph) = d(xi)
Kf

(

φhi, g(phi)
)

µf
, wi = d(xi)φhivs .

� ½ � ßVº ;Âº � ã¯º�½ � »Þº9ã¯º Ç »Þº � ½ ��Ê ¾ � ¾	»Þ¾ � ¾ ·�Ç
�	>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »¯½ ¾ ��Ç=� »¯É�º"ßV¾ � à	º=ßV»Þ½¾ � »Þº9ã Ê ½ Ç
�?>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »Þº �.á @ ·7> ;Ò½ �#� ½ �/B = ¾	ã ÊB·�¸����� É�º=ãÞº�= ¾	ã¯º�»ÞÉ�º�»Þ¾	» �	¸ »¯ã ·�� ß � »¯½ ¾ � º9ã¯ã¯¾	ã¤¾	=
»ÞÉ�º � ½ Ç ßVã¯ºV»Þ½ �=� »Þ½¾ � ½ Ç ¾ ��¸ @B¾	=�¾Hã � º=ã O(h)

�H� É�º � ß9ß · ã � ß @�¾?=�»ÞÉ�º¤¾ á » � ½ � º �¨Ç ¾ ¸· »Þ½¾ �
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s
h,i−1 − Ji h ,

ps+1
h0 = g−1(S0), aN−

1

2

(ps
h) δ−ps+1

hN = 0 .

� ð � ð � ��� � ��ìLî�ì'� ���±î#" � � � �Hí�� � ���5ì=ê
��� �3·�Ê º=ãÞ½ ß �	¸ ºD" �	Ê >�¸ º Ç ;Âº.» � ¼Hº >�� ã �	Ê º9»Þº=ã ÇË�	��� ßV¾�º H ß9½ º � » Ç = ã¯¾ Ê I ¿ ä<O ��� É�º
; � »Þº9ã
à�½ Ç ß9¾ Ç ½È»8@ µf

; �HÇ
Ç º9»
»Þ¾ 4.7×10−4 $
��Ç9�P��� »¯É�ºÒºD" > ã¯º Ç¯Ç ½¾ � = ¾	ã
»¯É�ºÒã¯º ¸ � »Þ½à	º
> º=ã Ê º �	á ½ ¸ ½ »8@ Kf

� »¯É�º = � ß�»¯¾	ã k0
; �	Ç±Ç º9»�»Þ¾ k0 = 10−10 m2 �¦� É�ºÂà�½ Ç ßV¾�º ¸ �	Ç »Þ½ ßë»¯½ Ê º

ßV¾ �#Ç » �P� » Λ ; �	Ç�Ç ºV»Â»Þ¾ 0.0004 s
�3� É�º >�� ã �PÊ ºV»¯º9ã Ç ¾	= >��	> º=ã ÊË� ß6É�½ � º �	��� > ¾	ã¯¾ ·#Ç

¸� @Hº9ã1;�º=ãÞº�» � ¼	º �«�HÇ

d0 = 2.5 mm, R = 100 cm, F = 70 kN/m, S0 = 0.5, φ0 = 0.52 .
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0.01 ≤ vs ≤ 5.
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J = 0
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> É �	Ç ºBàHº ¸ ¾�ßV½ »Þ½º Ç¤á ºV»8;Âº9º �
vs = 0.0001
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S = 1
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� ¾	ã ÇEÊË�	¸ ¸ à	º ¸ ¾�ßV½ »Þ½º Ç »ÞÉ�º > ã¯º Ç¯ÇE· ãÞº > ãÞ¾	S ¸ º Ç%� ãÞº"ß ¸ ¾ Ç º"»Þ¾B»ÞÉ�º ßV¾ ��Ç » �P� » > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº

pf0
GWÇ º=º'º�D ·�� »Þ½¾ � G®Å�� Å P�= ¾Hã J = 0

�P���
vs

ÇEÊË�	¸ ¸ P �P�#� ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ � > ãÞ¾	S ¸ º ÇB� ãÞº
à	º9ã @ ÇÞÊ ¾�¾	»ÞÉ �

��· ã"ã¯º ÇÞ·�¸ » Ç"� ãÞº � ½WV5º9ã¯º � »3= ãÞ¾ Ê ã¯º ÇÞ·�¸ » Ç > ãÞº Ç º � »¯º � ½ � I ¿ ä?O � ;ÒÉ�º9ã¯º�½ »�½ Ç�Ç » � »Þº �
»ÞÉ � » = ¾Hã ÇÞÊË�P¸¸�Ç ¾ ¸ ½ � àHº ¸ ¾�ß9½È»¯½ º Ç »ÞÉ�ºb; � »Þº=ã �	Ê ¾ ·�� » > ã � ß�»Þ½ ß �	¸ ¸ @ ãÞº ÊË� ½ ��Ç±·�� ß6É �	�7B º �
� »
º � ß6É > ¾	½ � »ë¾	= > ¾	ã¯¾ ·�Ç±ÊË� »¯º9ã¯½ �	¸��P��� »ÞÉ�º=ãÞº�= ¾	ã¯ºÂ»ÞÉ�º Ç¯� » · ã � »Þ½¾ � ½ � ß9ãÞº �	Ç º Çë� ã¯¾ ·��#�
»ÞÉ�º�ß9º � »Þº=ãÒ¾?=±»ÞÉ�º�ã¯¾ ¸¸ ½ �7B'� ¾ � º � » x = 0

� ãÞº�9�º=ßV»Þ½ �7B »ÞÉ�º � º=ßVã¯º �HÇ º�¾?=±»ÞÉ�º > ¾HãÞ¾ Ç ½ »8@
φ ½ � »ÞÉ�º ãÞ¾ ¸ ¸ ½ �/B � ¾ � º �e��· ß6É > ãÞ¾	S ¸ º Ç ß �	��� ¾P» á º'¾ á » � ½ � º � = ã¯¾ Ê »ÞÉ�º > ãÞº Ç º � »Þº �
Ê�� »ÞÉ�º ÊË� »Þ½ ß �	¸�Ê ¾ � º ¸W�+Ç ½ � ßVº{»ÞÉ�º > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº{ãÞº ÊË� ½ ��Ç��P¸Ê ¾ Ç »ËßV¾ ��Ç » �P� » � »¯É�º9ã¯º = ¾HãÞº
»ÞÉ�º3; � »Þº9ã �PÊ ¾ ·�� » Ç É�¾ ·�¸��á º"ã¯º � ½ Ç »Þã¯½ á�· »Þº �Ë� ß9ß9¾	ã � ½ �/B »¯É�º Ç¯� » · ã � »Þ½¾ � � > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº
º�D ·�� »¯½ ¾ �1�

��· ã ÊË� ½ � B ¾ �P¸ ¾?=�»¯É�½ Ç
Ç º=ßV»Þ½¾ � ½ Ç »Þ¾�½ � ß ¸·�� º1; � »Þº=ã ¸ ¾ ÇÞÇ º Ç ½ � »¯¾"»¯É�ºb= ¾	ã ÊB·�¸ � »¯½ ¾ �
¾?=Ò»ÞÉ�º ÊË� »¯É�º ÊË� »¯½ß �P¸ÂÊ ¾ � º ¸��P��� »¯¾ ßV¾ ��Ç ½ � º=ã�»¯É�º � @ ���	Ê ½ß Ç ¾	=Ò»ÞÉ�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ �
·���� º=ã à � ã¯½ ¾ ·�Ç'Ç ßVº ��� ã¯½ ¾ Ç ¾?=Z; � »Þº=ã ¸ ¾ Ç¯Ç º Ç9� � º �HÇÞÇÞ·�Ê º.»ÞÉ � » ; � »¯º9ã ¸ ¾ Ç¯Ç º Ç » � ¼	º
>�¸� ßVº Ê ¾ Ç » ¸ @ � »Ò»¯É�º�ßVº � »Þº9ãÒ¾	=�»¯É�º�ãÞ¾ ¸ ¸ ½ �7B � ¾ � º GWÇ º=ºFI �?O P �	���{� º Ç ßVã¯½ á º ½È» �HÇ

J(x) = J0φf (x)S(x)ε(x) .
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� º«É � à	º S4"�º � »ÞÉ�º Ç ¾ ¸ ½ � > É �	Ç º àHº ¸ ¾�ß9½È»8@n»¯¾ v = 1 m/s
�	��� Ç ½ Êâ·�¸ � »Þº � »ÞÉ�º

> ãÞ¾�ß9º Ç¯Ç = ¾	ã � ½WV5º9ã¯º � »¤à �P¸· º Ç ¾?= J0
��� É�º�¾ á » � ½ � º �.ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ �T> ã¯¾?S ¸ º Ç¤� ã¯º Ç É�¾<; �

½ � � ½ B#�%Å��
� º Ç º9º � »ÞÉ � »J= ¾	ã ÇÞ·IH ßV½º � » ¸ @ ½ � »Þº ��Ç ½à	º ; � »¯º9ã ¸ ¾ Ç¯Ç º Ç »¯É�º Ç¯� » · ã � »Þº �
� ¾ � º Ç�� ½ ÇÞ�	>7> º � ã �5� »�½ Ç ½ � »Þº=ãÞº Ç »¯½ �/B »¯¾ � ¾P»¯º�»ÞÉ � » �	á ¾ · » KPÃ > º9ã6ßVº � » Ç ¾?=b; � »Þº9ã�½ Ç
» � ¼Hº ��� ; � @F= ¾	ã J0 = 0.001
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• � ½ Ê º�� � º > º ��� º � »"º V5º=ßV» ÇÒ� ãÞº ÇÞÊ��	¸ ¸1�	��� ß �	�{á º � º BH¸ ºLß�»¯º �À�
• � É�º y

� ½ã¯º=ß�»¯½ ¾ �XG = ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B »¯É�º ãÞ¾ ¸ ¸5� "�º Ç P%½ ÇÂ� º B	¸ º=ßV»Þº �{Ç ½ � ß9º"»¯É�º ãÞ¾ ¸ ¸ Ç�� ãÞº ·7>
»Þ¾ 10

Ê ¸ ¾ �7B#�
• � É�º19�¾<; ¾	= á ¾P»¯É ¸ ½ D · ½ ��Ç9� ½ � º � ; � »¯º9ã �	���â� ½ ã � ½ Ç\>�· ã¯º ¸ @�»¯ã �	��Ç àHº9ã ÇÞ�	¸ ½ � »ÞÉ�ºÒãÞº Ç »

= ã �	Ê º ¾	=�»ÞÉ�º Ê�� »¤º � »Þº=ãÞ½ �7B »ÞÉ�º � ½ >1�#� É�½ Ç¤Ê º �P��Ç »¯É � »

vx
α = vx

s , α = a, f.

� ºZ;Ò½ ¸ ¸�·�Ç º Ç ½ ÊF>�¸ º � ¾	» � »¯½ ¾ ��Ç ¾?=±à	º ¸ ¾�ßV½ »Þ½º Ç

c = vx
s , vα = vz

α, α = a, f, s .

��� »ÞÉ�º > ã¯º Ç¯Ç«Ç ºLß�»Þ½¾ � ¾?= �e>��?> º9ã ÊË� ß6É�½ � º � ; � »¯º9ã«½ Ç.Ç D · º9º � º � ¾ · ».¾?=�»¯É�º
>��?> º9ãT;�º á ½ � »Þ¾ »ÞÉ�ºH= º ¸ » � »ÞÉ ·�Ç ;Âº�ß9¾ ��Ç ½ � º9ãË»¯É�º�9�¾<; ½ � »ÞÉ�ºH= ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B ã¯º B ½ ¾ �
D = Dw ∪Df

� ;ÒÉ�º9ã¯º Dw, Df
� ã¯º�»ÞÉ�º >��	> º=ã ;�º á'�P��� = º ¸ »�ãÞº B ½¾ ��Ç=� ã¯º ÇA> ºLß�»Þ½à	º ¸ @ Ì

Df =
{

(x, z) : −L

2
≤ x ≤ L

2
, −γf (x) ≤ z ≤ 0

}

,

Dw =
{

(x, z) : −L

2
≤ x ≤ L

2
, 0 ≤ z ≤ γw(x)

}

.
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= 0, α = s, f,

c
∂
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)

+
∂
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φap̃hva
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φα(vα − vs) = −Kα

µα

∂p̃h

∂z
, α = a, f,

∂ps

∂z
− p̃h

∂φs

∂z
=

φ2
aµa

Ka

(

va − vs

)

+
φ2

f µf

Kf

(

vf − vs

)

.
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��·�Ê�Ê ½ �7B�·7>��	¸ ¸ º�D ·�� »¯½ ¾ ��Ç ¾?= G ä � Ä P � ;�º B ºV»Ò»ÞÉ � »

∂pT

∂z
= 0 ,

;ÒÉ�º9ã¯º�»ÞÉ�º »¯¾P» �	¸ > ã¯º Ç¯ÇE· ã¯º�½ Ç¤� º S � º �.�	Ç

pT = pa + pf + ps = ps + (1 − φs) p̃h .

�"Ç ½ �7B »¯É�º B º � º=ã �	¸ ½ � º � � º9ã �=�?B É�½ > ã¯½ � ßV½ >�¸ ºZ;ÂºZ;Òã¯½È»¯º »ÞÉ�º > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº á��	¸�	� ßVº�º�D ·��¦Á
»Þ½¾ � ½ �.� = ¾	ã Ê
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pT (x) = pst(s) + f
(

φs(x, z)
)

p̃h(x, z) ,
G ä � Å P

;ÒÉ�º9ã¯º s = 1−φs0

φs

½ Ç »ÞÉ�º Ç »¯ã � ½ �â�P���
pst

½ Ç »ÞÉ�º Ç »Þã · ß�» · ã �	¸ > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º+½ � »ÞÉ�º �Pá#Ç º � ßVº
¾?= É*@ � ã¯¾ Ç » � »Þ½ ß > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º �
� » ½ ÇË� ¾	»Þ½ ßVº � ½ � I �<O¤»¯É � » > ¾	ã¯¾ ·#Ç�Ê�� »Þº=ãÞ½ �P¸ ß �P� Ç É�¾<;
É*@ Ç »Þº=ãÞº Ç ½ Ç��	��� ÇÞ· V5º9ã > º9ã Ê��	� º � » � º�= ¾	ã Ê�� »Þ½¾ �1� É�º � ßVº�»ÞÉ�º Ç »Þã · ß�» · ã �P¸"> ã¯º Ç¯ÇE· ã¯º"½ Ç
>�� ã �PÊ ºV»¯ãÞ½ � º � �HÇ

pst = pst0
r

1 − r
, r =











s

s0
, during compression,

s − εsm

s0 − εs0
, during expansion,
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;ÒÉ�º9ã¯º sm
½ Ç »¯É�º ÊË� "�½ Êâ·�Ê Ç »Þã � ½ �«� ß6É�½º9à	º � á @ � ß9º9ãÞ» � ½ � > ¾H½ � » �

� »%ãÞº ÊË� ½ ��Ç »Þ¾ B ºV»%»ÞÉ�º¤º�D ·�� »¯½ ¾ � = ¾	ã
»¯É�º Ç ¾ ¸ ½ � > É �	Ç º¤à	º ¸ ¾�ßV½ »8@ vs
�3��·�Ê�Ê ½ �7B�·7>

�P¸¸ »¯É�ãÞº=º ÊË�	Ç¯Ç ßV¾ �#Ç º=ãÞà � »¯½ ¾ � º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç�G ä �¿ P ;�º B º9»"»ÞÉ�º S�ã Ç »�¾	ã � º=ã � ½�V�º=ãÞº � »Þ½ �P¸
º�D ·�� »¯½ ¾ � = ¾Hã vs

Ì

∂

∂z

(

φf uf + φaua + vs

)

= −φa

p̃h

(

c
∂p̃h

∂x
+ (ua + vs)

∂p̃h

∂z

)

,

;ÒÉ�º9ã¯º uα = vα − vs, α = f, a
�H��Ç ½ �7B »¯É�º¤ã¯º ¸ � »¯½ ¾ ��G ä � Å P �	��� »¯É�º ÊË�	Ç¯Ç ß9¾ ��Ç º9ã¯à �¦Á

»Þ½¾ � º�D ·#� »Þ½¾ � = ¾	ãe»ÞÉ�º Ç ¾ ¸ ½ ��> É �HÇ º,;�ºÂßV¾ � àHº9ãÞ»1»ÞÉ�º x �
� º=ãÞ½à � »Þ½à	º%¾?=�»ÞÉ�º�É�@ � ã¯¾ Ç » � »¯½ß

> ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º�½ � »Þ¾�»¯É�º ¼ � ¾<; �
x �

� º=ãÞ½à � »Þ½à	º ¾	=�»ÞÉ�º »Þ¾P» �P¸�> ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º Ì

(

1+
φa

p̃h
φsq

)∂vs

∂z
= −φa

p̃h

( c

f(φs)

∂pT (x)

∂x
−qua

∂φs

∂z

)

− ∂

∂z

(

φfuf +φaua

)

,
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;ÒÉ�º9ã¯º
q =

p̃hf ′(φs) + p′st(φs)

f(φs)
.

� É�º B ã �	� ½º � »�¾?=�»¯É�º�É�@ � ãÞ¾ Ç » � »¯½ß > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º�½ ÇÒ�	Ç¯ÇÞ·�Ê º � »Þ¾ á º�ß9¾ ��Ç » �	� »Ò½ � »¯É�º
= º ¸ »

∂p̃h(x, z)

∂z
=

∆p̃h

γf (x)
, (x, z) ∈ Df ,

G ä � L P
;ÒÉ�º9ã¯º ∆p̃h

½ Ç »ÞÉ�º »¯¾P» �	¸ > ã¯º Ç¯ÇE· ã¯º � ã¯¾ >{� ßVã¯¾ Ç¯Ç »ÞÉ�º�= º ¸ » �

� ����� �±î�í � î#� � ï ���5ì'� �&���®ì � ï��� ���®ì'� ���±ê
��� »¯É�º ÇE· ã = � ßVº ¾?=±»ÞÉ�º ·7>/> º=ã¤ãÞ¾ ¸ ¸

Γw =
{

(x, z) : −L

2
≤ x ≤ L

2
, z = γw(x) },

;�º �	Ç¯ÇÞ·�Ê º�»¯É � » � � ¾ 9�¾<; � á ¾ ·������ ãA@ ß9¾ ��� ½È»¯½ ¾ ��ÇÒ� ã¯º�à �	¸ ½ �

vα = vs, α = a, f, (x, z) ∈ Γw .
G ä ��N P

��� »¯É�º ¸ ¾<;Âº9ã ÇÞ· ãA= � ßVº
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Γf =
{

(x, z) : −L

2
≤ x ≤ L

2
, z = γf (x) }

»ÞÉ�º�É�@ � ãÞ¾ Ç » � »Þ½ ß > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº"½ ÇbB ½à	º �'�P��� »ÞÉ�º3; � »Þº=ã �	���'� ½ã Ê ¾¦àHº = ã¯º9º ¸ @�¾ · »�¾?=À»¯É�º
= º ¸ » Ì

p̃h(x, z) = p̃hf .
� É�º�;�º á �Y= º ¸ »¤½ � »Þº9ãA= � ß9º Γwf

Γwf =
{

(x, z) : −L

2
≤ x ≤ L

2
, z = 0 }

½ Ç S."�º �À� »ÞÉ�º9ã¯º = ¾	ã¯º
vs = 0, (x, z) ∈ Γwf .

� É�ºZ; � »Þº=ã �	���.� ½ãb9�¾<; ÇÒ� ã¯º �HÇÞÇÞ·�Ê º � »Þ¾ á º�ßV¾ � »Þ½ �3· ¾ ·�Ç ¾ � »¯É�º�½ � »¯º9ãA= � ßVº Γwf
�

� ð��Àð � �Wê=ï	í��3ì����	î�ì'����������ì'� �$� � � ��"
��� »ÞÉ�½ Ç¨Ç ºLß�»Þ½¾ � ;�º > ãÞº Ç º � » � S � ½È»¯º��3àH¾ ¸·�Ê º Ç ß6É�º Ê ºJ= ¾Hã Ç ¾ ¸ à�½ �7B »ÞÉ�º � º Ç ßVã¯½ á º �
�Pá ¾¦à	º Ê�� »ÞÉ�º ÊË� »Þ½ ß �	¸ÀÊ ¾ � º ¸ ¾	= >��	> º=ã > ã¯º Ç¯Ç�ÊË� ß6É�½ � º �

� º � º S � º � ½ Ç ßVã¯ºV»Þº Ê º Ç É�º Ç ;ÒÉ�½ ß6É � ã¯º � @ ���	Ê ½ ß �	¸ ¸ @ �	���	> »Þº � »Þ¾ »ÞÉ�º Ê ¾¦à�½ �7B
á ¾ ·������ ãA@'¾	=�»¯É�º Ç ¾ ¸ ½ �T> É �	Ç º ��� É�º Ê º Ç É.½ � x �

� ½ Ê º ��Ç ½¾ � ½ Ç1B ½ àHº �«á @

ωτ =
{

xn : xn = xn−1 + τn−1, n = 1, 2, . . . , N, x0 = −L

2
, xN =

L

2

}

.

� É�º Ê º Ç Én½ � z �
� ½ãÞºLß�»Þ½¾ � ½ Ç �P¸ Ç ¾ � ¾ ��Á¶·�� ½W= ¾Hã Ê)�	��� ½ » � º > º �#��Ç ¾ � »¯É�º > ¾ Ç ½ »Þ½¾ �

¾?= á ¾ ·������ ãÞ½º Ç
γf

�P���
γw

Ì

ωh(xn) =
{

zn
j : zn

j = zn
j−1 + hn

j−1, j = −J/2, . . . , J/2
}

,

;ÒÉ�º9ã¯º
zn
−J/2 = −γn

f , zn
0 = γn

wf , zn
J/2 = γn

w .

�¤º9ã¯º �P��� ½ � »¯É�º = ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B ;�º ·�Ç º�»ÞÉ�º � ¾	» � »¯½ ¾ �
un

j = u(xn, zj)
= ¾Hã �P� @ � ½ Ç ß9ãÞº9»Þº

= ·�� ß�»¯½ ¾ �
u

�
� ºV» �	Ç¯ÇÞ·�Ê º�»ÞÉ � »�»ÞÉ�º Ç ¾ ¸· »Þ½¾ � ½ Ç ¼ � ¾<; � = ¾	ã x = xn � ½ � º �À� ½ Ç ß9ãÞº9»Þº:= ·�� ß�»¯½ ¾ ��Ç

φn
s , φn

f , vn
s , vn

f , zn � ã¯º B ½ àHº �1�±� É�ºYS � ½È»¯º��3àH¾ ¸·�Ê º � ½ Ç ßVã¯ºV»Þ½ �=� »Þ½¾ � ½ Çâ� º S � º ��á @
»ÞÉ�º�= ¾ ¸ ¸ ¾<;Ò½ �/BâÊË� ½ ��Ç »¯º >�Ç ¾	=e»¯É�º �P¸EB ¾HãÞ½ »ÞÉ Ê«�

� ��� £V´�£9³�§â���5©¦´¶�G�¦� � F�´��£�§Ë£V¡E
ωn+1

h
�

��� »¯É�ºZ;Âº á ãÞº B ½¾ � »¯É�º � ¾ � º Ç¤� » tn+1 � ãÞº � º�S � º �.�HÇ

zn+1
j = zn

j + τn
vn

sj

c
, j = 1, 2, . . . , J/2 .

G ä � ç*P
��� »¯É�º�= º ¸ »¤ã¯º B ½¾ �«�P���.� »Â»¯É�ºZ;Âº á�� = º ¸ »¤½ � »¯º9ãA= � ßVº�»¯É�º � ¾ � º ÇÒ� ãÞº � ¾	» Ê ¾¦à�½ �7B�Ì

zn+1
j = z0

j , j = −J/2, , . . . , 0 .



	!�L¥	£9���J��� � � F��¨©¦´�£9³��+� ��� �����¤©	��£V³
��³Þ£�¡6¡ Ä ç ¿
� ��� � ¡9¬V³Þ£9´�£�§Ë©�¡6¡B¬ �P��¡9£9³�²�©P´W�G�P�m£��9 �©¦´¶�G�¦� FD�P³ ¡��¦�J�®¥AF6³Þ©	¬9´¶�G�¦� �
� ½ � ßVº B ãÞ½ ��� ¾ � º Ç�� ãÞº Ê ¾¦à�½ �7B ;Ò½ »ÞÉ'àHº ¸ ¾�ß9½È»8@ vs

� »ÞÉ�º Ç ¾ ¸ ½ � àH¾ ¸·�Ê º = ã � ß�»¯½ ¾ � à �	¸ · º Ç
� ã¯º B ½ àHº �{á @

φn+1
sj = φn

sj

hn
j + hn

j−1

hn+1
j + hn+1

j−1

, −J/2 < j < J/2 ,
G ä � � P

φn+1
s,−J/2 = φn

s,−J/2

hn
−J/2

hn+1
−J/2

, φn+1
s,J/2 = φn

s,J/2

hn
J/2−1

hn+1
J/2−1

.

� ��� � ¡9¬V³Þ£9´�£�§Ë©�¡6¡B¬ �P��¡9£9³�²�©P´W�G�P�m£��9 �©¦´¶�G�¦� FD�P³ �%©¦´�£V³ F6³¯©	¬9´W�G�P� �
�¤·�Ê º9ã¯½ ß �P¸%Ê º9»ÞÉ�¾ ��Ç = ¾	ã Ç ¾ ¸ à�½ �7B º�D ·#� »Þ½¾ �#Ç�� º Ç ßVã¯½ á ½ �/B »¯É�ºJ9 · ½ � 9�¾<; > ã¯¾ á�¸ º ÊËÇ
½ ����Ê ¾¦à�½ �/B ßV¾�¾	ã � ½ ��� »¯º Ç @ Ç »¯º Ê � ã¯º > ã¯º Ç º � »Þº � ½ ��ÊË�P� @ >#�?> º9ã Ç9��Ç º9ºJI ä �e¿	¿P��¿LÄ O �
�¤º9ã¯º ;�º ;Ò½ ¸¸1�?>/>�¸ @�»¯É�º � ½ Ç ß9ãÞº9»Þ½ �=� »¯½ ¾ � Ê ºV»¯É�¾ �À� ;ÒÉ�½ ß6É ; �	ÇÂ·�Ç º � ½ � I L O � � ½ã Ç »1;�º
¾ á » � ½ � »¯É�º�½ � »¯º B ã �P¸ = ¾Hã Êâ·�¸� »Þ½¾ � ¾?=±»ÞÉ�º ÊË�	Ç¯Ç�á��	¸�	� ßVº º�D ·�� »Þ½¾ �

c
∂φf

∂x
+

∂

∂z

(

φfvf

)

= 0 .

��� »¯º B ã � »Þ½ �7B ½ »¤½ � »¯É�º�º ¸ º Ê º � » � ã @Ëà	¾ ¸ ·�Ê º [zs(x), zf (x)]
�P�#� ·�Ç ½ �7B »ÞÉ�º�º�D ·#�P¸ ½È»8@

d

dx

zf (x)
∫

zs(x)

φf (x, z) dz =

zf (x)
∫

zs(x)

∂φf

∂z
dz +

dzf (x)

dx
φf (x, zf (x)) − dzs(x)

dx
φf (x, zs(x)),

B ½à	º Ç »¯É�º�½ � »¯º B ã �P¸ÀÊË�HÇÞÇÂá��	¸�	� ßVº º�D ·�� »Þ½¾ �

c
d

dx

zf (x)
∫

zs(x)

φf (x, z) dx + ff (x) − fs(x) = 0 ,
G ä � ¿LÃ P

;ÒÉ�º9ã¯º
fα(x) =

[

vf

(

x, zα(x)
)

− vs

(

x, zα(x)
)]

φf

(

x, zα(x)
)

.

�e� ¼3½ �7B º ¸ º Ê º � » � ã @và	¾ ¸ ·�Ê º [zj− 1

2

(x), zj+ 1

2

(x)]
�	��� �	>7>�¸ @�½ �7B »¯É�º S � ½ »Þº Á

à	¾ ¸·�Ê º Ê º9»ÞÉ�¾ � ;Âº �	>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »¯º¤»¯É�º ½ � »Þº B ã �P¸ º�D ·�� »Þ½¾ �CG ä �¿=Ã P á @�»¯É�º�= ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B
ßV¾ �#Ç º=ãÞà � »¯½ àHº�º�" >�¸ ½ ßV½ » S � ½ »Þº(� � ½�V5º9ã¯º � ß9º Ç ß6É�º Ê º

hn+1
j− 1

2

φn+1
fj − hn

j− 1

2

φn
fj

τn
+ F

(

wn
j+ 1

2

, φn
f,j+1, φ

n
fj

)

− F
(

wn
j− 1

2

, φn
fj , φ

n
f,j−1

)

= 0,

;ÒÉ�º9ã¯º�»ÞÉ�º ��·�Ê º9ã¯½ ß �P¸ 9 · " F
(

wj+ 1

2

, φj+1, φj

) ½ Ç¤� º�S � º �.�HÇ = ¾ ¸¸ ¾<; Ç I L O Ì

F
(

wj+ 1

2

, φj+1, φj

)

=
1

2
wj+ 1

2

(φj+1 + φj) −
1

2
|wj+ 1

2

| (φj+1 − φj) ,

wn
j+ 1

2

= vn
f,j+ 1

2

− vn
s,j+ 1

2

, hn
j− 1

2

=
hn

j + hn
j−1

2
.
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� É�º á ¾ ·������ ãA@ ß9¾ ��� ½È»¯½ ¾ ��ÇÒ� ã¯º �?>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »Þº �'á @

hn+1
−

J
2

φn+1
f,− J

2

− hn
−

J
2

φn
f,− J

2

2τn
+ F

(

wn
−

J
2
+ 1

2

, φn
f,− J

2
+1

, φn
f,− J

2

)

− F̃ n
−

J
2

= 0,

hn+1
J
2
−1

φn+1
f, J

2

− hn
J
2
−1

φn
f, J

2

2τn
− F

(

wn
J
2
−

1

2

, φn
f, J

2

, φn
f, J

2
−1

)

= 0,

;ÒÉ�º9ã¯º F̃ n
−

J
2

� º�S � º Ç »ÞÉ�º � = ãÞº=º�¾ · » �*9�¾<; � �P��� � � ¾��3½ � 9�¾<; � 9 · " Ì

F̃ n
−

J
2

=







0, if wn
−

J
2

> 0,

wn
−

J
2

φn
f,− J

2

, if wn
−

J
2

≤ 0 .

� É�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ � ¾?=\; � »Þº=ãb= ã � ß�»Þ½¾ �.Ç É�¾ ·�¸ �.�P¸ ; � @ ÇÂÇÞ� »Þ½ Ç =Q@'»ÞÉ�º�ß9¾ ��� ½ »Þ½¾ �#Ç

0 ≤ Sn+1
fj ≤ 1, zj ∈ ωh(xn+1) .

� É�º9ã¯º = ¾HãÞº �%� =�»¯º9ãJS �#� ½ �/B φn+1
f

= ã¯¾ Ê »ÞÉ�º � ½ Ç ß9ãÞº9»Þº ÊË�	Ç¯Ç'á��	¸�	� ßVº�º�D ·�� »¯½ ¾ �1�%�P�
� ãÞ»Þ½�S#ßV½ �P¸À¸ ½ Ê ½ »Þº=ãÒ½ Ç¤�H��� ½ »Þ½¾ ���	¸ ¸ @ �	>7>�¸ ½ º �ÀÌ

φn+1
fj :=

{

φn+1
fj , if 0 ≤ Sn+1

fj ≤ 1,

Sn+1
fj φn+1

j , otherwise .

� ��� £(� ²¦©¦�J �£V¡ �=F ´ �£¨©¦��³
F6³¯©	¬9´W�G�P� �
� É�º � º�; à �P¸· º Ç ¾	=e»¯É�º � ½ã1= ã � ß�»¯½ ¾ �«� ãÞº�¾ á » � ½ � º � = ã¯¾ Ê G¶Ä��¿ P

φn+1
aj = 1 − φn+1

sj − φn+1
fj , zj ∈ ωh(xn+1) .

G ä � ¿H¿ P
� � ª5�£ �µ	¥P³ ��¡�´�©¦´¶�®¬ ��³Þ£V¡6¡6 �³¯£â£��9 �©¦´¶�G�¦� �
� É�º � º�; à �P¸· º Ç ¾	=e»¯É�º�É�@ � ãÞ¾ Ç » � »Þ½ ß > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º � ãÞº ¾ á » � ½ � º � = ã¯¾ Ê G ä � Å P

p̃n+1
hj =

pT (xn+1) − pn+1
st,j

f(sn+1
j )

, zj ∈ ωh(xn+1) ,
G ä � ¿�Ä P

;ÒÉ�º9ã¯º�»ÞÉ�º Ç »Þã · ß�» · ã �P¸ > ã¯º Ç¯ÇE· ãÞº�½ Ç ß9¾ ÊF>�· »¯º � = ã¯¾ Ê G ä � ä*P

pn+1
st,j = pst0

rn+1
j

1 − rn+1
j

.

� � ª5�£B��£ � ²¦©¦�J �£V¡1�=F�³Þ£9� ©P´W��²¦£�²¦£9���=¬9��´¶�®£�¡ �
� É�º � º�; à �	¸ · º Ç ¾?=±à	º ¸ ¾�ßV½ »Þ½º Ç ã¯º ¸ � »¯½ àHº"»¯¾â»¯É�º Ç ¾ ¸ ½ �T> É �	Ç º � ã¯º�¾ á » � ½ � º � = ã¯¾ Ê »¯É�º
æ�� ã¯ß�@ ¸� ; Ì

φn+1
αj uαj = −

Kn+1
αj

µα

pn+1
h,j+1 − pn+1

hj

hn+1
j

, α = a, f, zj ∈ ωh(xn+1) .



	!�L¥	£9���J��� � � F��¨©¦´�£9³��+� ��� �����¤©	��£V³
��³Þ£�¡6¡ Ä ç Å
� � ª5�£B��£ � ²¦©¦�J �£V¡1�=FB©P����²¦£V���L¬9��´W�®£V¡ �
Æ º ¸ ¾�ß9½È»8@ ¾?=�»¯É�º Ç ¾ ¸ ½ �T> É �HÇ º vn+1

s
½ Ç ¾ á » � ½ � º �{á @ Ç ¾ ¸ à�½ �7B¨��� ½ Ç ßVã¯ºV»Þ½ � º � º�D ·#� »Þ½¾ �

G ä �K P ��� É�º � »¯É�ºZ; � »Þº=ã �P���«� ½ãÒà	º ¸ ¾�ßV½ »Þ½º Ç�� ãÞº B ½à	º �{á @

vn+1
αj = vn+1

sj + un+1
αj , α = a, f, zj ∈ ωh(xn+1) .

��� »ÞÉ�½ Ç�Ê ¾ � º ¸ »¯É�º > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯ºBº�D ·�� »Þ½¾ � ½ Ç�Ç ¾ ¸ à	º � ºD" >�¸ ½ß9½È» ¸ @ G ;�º � ¾P»¯º � »ÞÉ � » ½ �
»ÞÉ�º > ã¯º9à�½¾ ·�Ç¨Ê ¾ � º ¸ »ÞÉ�º > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº«º�D ·�� »Þ½¾ � ; �HÇ B	¸ ¾ á��	¸ ½ � x�

� ½ ã¯º=ßV»Þ½¾ � P ����· ß6É
Ç ½ ÊF>�¸ ½�S#ß � »Þ½¾ � ¾?=±»ÞÉ�º Ê ¾ � º ¸ ; �	Çb> ¾ ÇÞÇ ½ á�¸ º ��· º »Þ¾¨»8;�¾ �HÇÞÇÞ·�ÊF> »Þ½¾ �#Ç9Ì

• � É�º > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞºË½ Ç¨� º = ¾Hã ÊË� »¯½ ¾ � � ã¯½ àHº � �	��� ¾ ��¸ @n»ÞÉ�º � ½�V�º=ãÞº � ßVº á º9»8;�º=º � »¯É�º
»Þ¾P» �P¸M> ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º G ;ÒÉ�½ ß6É � ¾�º Ç+� ¾	» � º > º ��� ¾ �

z P �	��� »ÞÉ�º Ç »Þã · ß�» · ã �	¸/> ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞºÒ½ Ç
» � ¼Hº � ½ � »¯¾ � ß9ß9¾ ·�� » �

• � É�º 9�¾<;R½ Ç >�· ã¯º ¸ @Ë»¯ã �	��Ç àHº9ã ÇÞ�	¸W�
� É�º�ßV¾ �#Ç »¯½È» · »Þ½à	º.ã¯º ¸ � »Þ½¾ � á ºV»8;Âº9º � »ÞÉ�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ � �	��� ß �?> ½ ¸¸� ãA@ > ã¯º Ç¯ÇÞ· ãÞº

½ ÇË� ¾P» ·�Ç º � ½ � »ÞÉ�º Ê ¾ � º ¸ »Þ¾ ß ¸ ¾ Ç º«»ÞÉ�º Ç @ Ç »Þº Ê«� »ÞÉ ·�ÇJB ã �H� ½ º � » Ç ½ � »¯É�º�½ � ½È»¯½ �	¸
� ½ Ç »Þã¯½ á�· »Þ½¾ � ¾	=À»ÞÉ�º ÇÞ� » · ã � »¯½ ¾ �Ë� ã¯º � ¾P» ÇÞÊ ¾�¾P»ÞÉ�º ��á @¨»ÞÉ�º > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º ��� ¾	ã%º�" �PÊF>�¸ º �
¸ º9» ·�Ç{�	Ç¯ÇE·�Ê º.»¯É � »{»ÞÉ�º > ¾HãÞ¾ ·�ÇËÊË� » ½ Ç'� ¾P»«ß9¾ ÊF> ã¯º Ç¯Ç º �

pT (x) = 0
�P��� »¯É�º

= ¾ ¸¸ ¾<;Ò½ �7B ½ � ½ »Þ½ �P¸ ßV¾ �#� ½È»¯½ ¾ ��ÇÒ� ã¯º à �P¸ ½ �ÀÌ

v0
s = 0, v0

f = 0, v0
a = 0, φ0

aj = 0, φ0
sj = 0.3, zj ∈ ωh(x0) ,

φ0
fj =







0.6 if j = j0 ,

0.3 if j 6= j0 .

� É�º � »ÞÉ�º ; � »Þº9ã � ½ Ç »Þã¯½ á�· »Þ½¾ � ãÞº ÊË� ½ ��Ç±·�� ß6É �	�7B º � = ¾Hã �P� @ xn ∈ ωτ
� ½ � º �

φn
f = φ0

f

�

� ð � ð��ÀìLî�é � "��®ì � î#�±î#" �1ê��®ê
��� »¯É�½ Ç¤ÇE·�á�Ç ºLß�»¯½ ¾ � ;Âº�ßV¾ ��Ç ½ � º=ã�»ÞÉ�º Ç » �	á ½ ¸ ½ »8@'¾?=±»ÞÉ�º�¾ á » � ½ � º � S � ½ »Þº(�3àH¾ ¸·�Ê º �	>�Á
> ãÞ¾#"�½ ÊË� »Þ½¾ ���	��� I � O5»ÞÉ�º Ç » �	á ½ ¸ ½ »8@ �	���P¸ @ Ç ½ Ç ½ ÇÂ� ¾ � º Ç º >�� ã � »Þº ¸ @�= ¾	ãÂº � ß6É º�D ·�� »¯½ ¾ �1�
� ½ � ßVº ÊË�	Ç¯Ç ßV¾ �#Ç º=ãÞà � »¯½ ¾ � º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç1G ä � � P �P��� G ä � ¿LÃ P � ã¯º�É�@ > º9ã á ¾ ¸ ½ ß � ;Âº B ºV»±»ÞÉ � »
ºD" >�¸ ½ß9½È» �?>7> ã¯¾#"�½ ÊË� »Þ½¾ ��Ç+� ãÞº Ç » �Pá�¸ º¤½�= � ½ Ç ß9ãÞº9»Þº Ç »¯º >�Ç

τn Ç¯� »Þ½ Ç =Q@â»¯É�º = ¾ ¸ ¸ ¾<;Ò½ �7B º ÇEÁ
»Þ½ Ê�� »Þº Ç

vn
s τn < min

j
hn

j , vn
f τn < min

j
hn

j .

� º � ¾	»Þº�»ÞÉ � » ÇÞ· ß6É �	���P¸ @ Ç ½ Ç ½ Ç�� ¾P» ÇÞ·IH ßV½º � »Ò½ � ¾Hã � º=ã�»Þ¾ > ã¯¾¦à	º�»ÞÉ�º Ç » �	á ½ ¸ ½ »8@
¾?=5»ÞÉ�º Ç @ Ç »Þº Ê ¾	=5º�D ·�� »¯½ ¾ ��Ç9�3� º9»�ßV¾ ��Ç ½ � º=ã ��Ç ½ ÊF>�¸ ½WS#º �ËÊ ¾ � º ¸ ¾?=5»8;Â¾�� > É �	Ç ºb9�¾<; �
;ÒÉ�½ß6É.½ ÇÒ� º Ç ßVã¯½ á º � á @'»¯É�º ÊË�	Ç¯Ç ßV¾ �#Ç º=ãÞà � »¯½ ¾ � º�D ·#� »Þ½¾ �#Ç















∂φs

∂x
+

∂

∂z

(

φsvs

)

= 0,

∂φf

∂x
+

∂

∂z

(

φf vf

)

= 0,

�P��� »ÞÉ�º æ�� ã6ß @ º�D ·�� »¯½ ¾ �



Ä çPä ����� �®£��	� ¡��
	 � 	�£V����� ���©�¡��� ��� ´¶�����P��©¦¡

φf (vf − vs) = −Kf

µf

∂p̃h

∂z
.

��·�Ê�Ê ½ �7BË·/>«ÊË�HÇÞÇ ß9¾ ��Ç º9ã¯à � »Þ½¾ � º�D ·�� »Þ½¾ ��Ç ;Âº B ºV»Ò»¯É � »

∂

∂z

(

φsvs + φfvf

)

= 0,

¾	ã
vs + φf (vf − vs) = C,

;ÒÉ�º9ã¯º C ½ Ç�� ßV¾ ��Ç » �P� » �1�e� ¼3½ �7B ½ � »¯¾ � ß9ß9¾ ·�� » »ÞÉ�º æ�� ã¯ß�@�º�D ·�� »Þ½¾ �1� ;Âº B º9»�»¯É�º
Ê��HÇÞÇ�á#�P¸ �P� ß9º�º�D ·�� »¯½ ¾ � ¾	=�»ÞÉ�º Ç ¾ ¸ ½ � > É �	Ç º

∂φs

∂x
+ C

∂φs

∂z
= − ∂

∂z

(

φs
Kf

µf

∂p̃h

∂z

)

.
G ä � ¿LÅ P

� » ; �HÇ'Ç É�¾<; � �Pá ¾¦à	º«»ÞÉ � »'»ÞÉ�º�É�@ � ãÞ¾ Ç » � »Þ½ ß > ã¯º Ç¯ÇE· ãÞº.½ Ç � º�S � º � �HÇ'� = ·�� ßV»Þ½¾ �
p̃h = P (φs)

��� = P ′ < 0
� ;Âº B º9»b= ã¯¾ Ê G ä �¿=Å P ��>#� ã �Pá ¾ ¸ ½ß�º�D ·�� »Þ½¾ �

∂φs

∂x
+ C

∂φs

∂z
=

∂

∂z

(

φs
Kf

µf
|P ′(φs)|

∂φs

∂z

)

.
G ä � ¿ ä*P

� É�º � »ÞÉ�º �	¸�B ¾	ã¯½È»¯É Ê > ã¯º Ç º � »Þº ���	á ¾¦àHºâ½ Ç º�D · ½à �P¸ º � » »Þ¾ � ½ Ç ß9ãÞº9»Þ½ �=� »¯½ ¾ � ¾	= G ä � ¿ ä*P
á @'»ÞÉ�º�º�" >�¸ ½ ßV½ » �+·�¸ º9ã Ç ß6É�º Ê º

φn+1
s − φn

s

τ
+ C ∂z,h φn

s = ∂z,h

(

φs
Kf

µf
|P ′(φn

s )| ∂z,h φn
s

)

,

;ÒÉ�º9ã¯º ∂z,h
� º�S � º Ç�� S � ½È»¯º�� � ½WV5º9ã¯º � ßVºB¾ > º=ã � »Þ¾Hã ��� »3= ¾ ¸¸ ¾<; Ç = ãÞ¾ Ê »ÞÉ�º Ê�� "�½ Êâ·�Ê

> ãÞ½ � ß9½ >�¸ º G®Ç º9ºJI ¿=Å OQP�»ÞÉ � »Ò»ÞÉ�½ Ç¤Ç ß6É�º Ê º ½ ÇÒÇ » �Pá�¸ º ¾ ��¸ @ ½�=

τ ≤ c min
j

h2
j .

� = P ′ > 0
� »ÞÉ�º � »¯É�º > ã¯¾ > ¾ Ç º �aÊË� »ÞÉ�º Ê�� »Þ½ ß �	¸�Ê ¾ � º ¸FG ä �¿=Å P á º=ß9¾ Ê º Ç ½ ¸ ¸ Á

ßV¾ �#� ½È»¯½ ¾ � º � GWÇ ½ Ê ½ ¸ � ã »¯¾ Ç ¾ ��ß �	¸ ¸ º � É�º � » ��ßV¾ ����· ßV»Þ½¾ � º�D ·�� »¯½ ¾ � ;Ò½ »ÞÉm»¯É�ºË½ � àHº9ã Ç º
� ½ ã¯º=ßV»Þ½¾ � ¾?=±»Þ½ Ê º�P

∂φs

∂x
+ C

∂φs

∂z
= − ∂

∂z

(

φs
Kf

µf
P ′(φs)

∂φs

∂z

)

.

�P��� Ç > º=ß9½ �	¸¤��·�Ê º9ã¯½ß �P¸�Ê ºV»¯É�¾ ��Ç'Ç É�¾ ·�¸ �xá º ·�Ç º � »¯¾XS ��� ½È» Ç'Ç ¾ ¸ · »Þ½¾ � I ç?O � � ¾	ã
ºD" �PÊF>�¸ º � »¯É�º�É�@ � ãÞ¾ Ç » � »Þ½ ß > ãÞº ÇÞÇÞ· ã¯º�= ·�� ß�»¯½ ¾ � = ãÞ¾ Ê G ä � Å P

p̃h(x, z) =
pT (x) − ps(s)

1 − φs(x, z)

; �HÇ"·�Ç º � ½ � ��·�Ê º9ã¯½ ß �P¸ ºD" > º9ã¯½ Ê º � » Ç > ãÞº Ç º � »Þº � ½ � I �?O �À��� � ½ BH· ãÞº¨ä{»ÞÉ�º B ã �?> É�½ß
¾?=±»ÞÉ�½ Ç = ·�� ßV»Þ½¾ � ½ Ç1> ãÞº Ç º � »Þº �1� ;ÒÉ�º �

x = 0, pT (x) =
5

2

(

1 + cos
(2πx

L

))

.
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