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� ¢ Ó�Á	ÄÃ�Ê�Å��'& ¡>¢ Ä$�(Ó ¡ Ó�Ó Õ Ês	�Â½Ä Á ¢ Á��¤Á ¢ Ã Ö #/ÅWË�Â�Äb� ¡ Ã�Ó Õ Æ�Ó�Ä £ Å ¢ �TÅ�ÄÔÓ Á��´Â½Å ¢ Ä ¢ #	Á��	Å £õ¡>¢�£Â�&�ÄÔÓ�Ã Å ¡	£ Ó%Â�Á�Â�&�Å�Á ¢ ÅTÇ £ Ä Ê�Å ¢ ÓGÄÁ ¢#¡ Ã�Ê�Á £ Å(Ã�Á��G	�Á	Ë½Á�ÅWÃ ¡ ÓGÂ�Äb�TÄ Â Ö ���X&�Å��WÃ ¡ Ó�Ó�Ä$� ¡ Ã�Ê�Á £ ÅWÃ
Á��ÒÃÄ ¢ Å ¡ Ë�	�Á	Ë½Á-Å(Ã ¡ Ó�Â½Ä$�WÄòÂ Ö ÄÔÓ·Á/Æ�Â ¡ Ä ¢ Å £ Æ Ö  �Ä Á	Â�� Ð��É� £ ÅTÂ ¡ Ä ÃÅ £ £ ÅWË½Ä$# ¡ Â�ÄÁ ¢ � ¡>¢ Æ�Å
�¿Á Õ�¢�£ Å	� � � � Ä ¢ � ÿ � ���X&�ÄÔÓ¥Ê�Á £ Å(Ã�ÄÔÓ ¡ 	)	�ÃÄb� ¡ Æ�Ã Å ¡ ÃÔÓGÁÒÂ�Á�Ê�Á £ Å(Ã ÃÄ ¢)� �WÅWË�Â ¡ Ä ¢ 	�Ë½Á��TÅ;Ó�Ó�Å(Ó
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Ä ¢ � ÅWÁ/Ê�Å��'& ¡>¢ Ä$�(Ó � & Ö�£ Ë½Á � Å(Á	ÃÁ �/Ö	� 	�ÅTÂ�Ë½Á	ÃÅ Õ Ê\Å ¢)� Ä ¢ ÅWÅ(Ë�Ä ¢)��� ÓGÅ(Å � Å	� � � � � Í � þ Ð������ Ä ¢Æ�Ä Á/Ê�Å"�'& ¡	¢ Ä$�(Ó � Å/� � � � � þ � þ ������� Ä ¢�� Ã Â�Ë ¡ Â½Ä Á ¢�� Å/� � � ��� ÃòÂ½ÅWË�� ¡ �/Å7�¿Á	Ë½Ê ¡ Â½Ä Á ¢3� Ó�ÅWÅ-� Î��|Ï��* ����� ÅWÂ%�>�

� Ä ¢ Ä Â�Å ÅWÃÅWÊ�Å ¢ Â ¡>¢#£���¢ ÄòÂ½Å £ Ä���ÅWË½Å ¢ �WÅ¥Ê�ÅWÂ�&�Á £ Ó/��ÅWË½Å ¡ 	)	�ÃÄ Å £ Æ Ö Ê ¡>¢�Ö�¡>Õ Â�&�Á/Ë½Ó
�¿Á	Ë ¢-Õ Ê�Å(Ë�Äb� ¡ Ã¤Ó�Á	Ã Õ Â½Ä Á ¢ Á���Â%&�Å� ¥ÄÁ>ÂDÓ Ö ÓGÂ�Å(ÊiÁ��%�%È+�%Ó � ÓGÅ(ÅÒÅ/� � � � Ì �M��� Í ��¡	¢�£ Ë½ÅU�´Ç
ÅWË½Å ¢ �WÅ(Ó�Â�&�ÅWË½ÅWÄ ¢ �3�8Á���Å1#/ÅWË ��¡ Ó�ÄòÂ�ÄÔÓ7��ÅWÃÃS� ¢ Á�� ¢3� Â�&�ÅõÓGÂ ¡	¢�£�¡ Ë £�� �¥� ¡>¢�£m� È+�
Ê�ÅWÂ�&�Á £ Ó ¡ Ë½ÅtÓ Õ Æ���Å"��Â%Â�Á ¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã�Ä ¢ ÓGÂ ¡ Æ�Ä ÃÄ Â�ÄÅ(Ó ¡ Â
Â�&�Å � Ë½ÓGÂ
Â�ÄÊ�Å+ÓGÂ�Å"	�ÓW���pÁ ¡ #/Á	Ä £Â�&�ÄÔÓ � £ ÄÔÓ��WË�ÅWÂ�Ä$� ¡ Â�ÄÁ ¢ Á ¢ ÓGÂ ¡���� Å(Ë�Å £ � Ë�Ä £ � ¡ Ó�Ó Õ)��� Å(ÓGÂ�Å £ Ä ¢ � Ì �/��� � �cÓ�Ä ¢)� ÃÅyÃ ¡�Ö ÅWË
£ ÅU�¿Á/Ë�Ê ¡ Æ�Ã Å 	�Á	Ë½Á Õ Ó�Ê�Å £ Ä Õ Ê � ¡ Ó �TÁ ¢ ÓGÄ £ ÅWË½Å £ Â�&�Å(Ë�Å/�

�X&�ÄÓ~	 ¡ 	#Å(ËH� ¡>¢ Æ�Å]#�ÄÅ1��Å £õ¡ Ó%Å	��Â�Å ¢ ÓGÄÁ ¢ Á��x� Ì �)��� Â�Á�Â�&�Å � ¡ ÓGÅ+Á��3Ê Õ ÃòÂ½Ä Ã ¡�Ö Å(Ë�Å £
£ ÅU�¿Á/Ë�Ê ¡ Æ�Ã ÅX	�Á	Ë½Á Õ Ó¤Ê�Å £ Ä ¡ �>� �#¢ ÄòÂ½Å #	Á/Ã Õ Ê�Å £ ÄÔÓ��WË�ÅWÂ�Ä$� ¡ Â�ÄÁ ¢ Â�Á�Â�&�ÅtÄ ¢ Â�Å(Ë � ¡ �TÅX	�Ë½Á	Æ�Ç
Ã Å(Ê �¿Á/ËDÂ�&�Å �TÃ ¡ Ó½ÓGÄb� ¡ Ã�Á ¢ ÅWÇ £ Ä Ê�Å ¢ ÓGÄÁ ¢�¡ Ã� �Ä Á	Â�Ê�Á £ Å(Ã%Á�� �WÁ ¢ Ó�Á	ÃÄ £�¡ Â½Ä Á ¢ 	�Ë½Á��TÅ;Ó�ÓDÄÔÓ
¡ 	)	�ÃÄÅ £ &�Å(Ë�Å/���X&�Å;�¿Á	ÃÃÁ��tÄ ¢)��¡ Ó½Ó Õ Ês	�Â½Ä Á ¢ Ó ¡ Ë½Å"Ó Õ 	)	#Á-ÓGÅ £ Â�Á�Æ#Å]# ¡ ÃÄ £ ×�Å ¡ �'&yÁ��|Â%&�Å
	#Á/Ë�Á Õ Ó"Ã ¡�Ö Å(Ë½Ó+ÄÔÓ��WÁ	Ês	�Á/Ó�Å £ Á��%Ä ¢ �TÁ/Ê�	�Ë�Å;Ó�Ó�Ä Æ�Ã Å�ÓGÁ/Ã Ä £ Ê ¡ Â½Ë�Ä�� � ÄòÂDÄÔÓ &�Á	Ê�Á � Å ¢ Å(Á Õ Ó
¡>¢�£ ÄÓ�Á>Â½Ë�Á�	�Ä$�	� ��Õ Ë�Â�&�Å(Ë�Ê�Á	Ë½Å � Á ¢ Å+Á��3Â\��Áe�¿Á	ÃÃÁ��tÄ ¢)��¡ Ó½Ó Õ Ês	�Â�ÄÁ ¢ Ó¥ÄÔÓ~# ¡ Ã Ä £ ×�	�Á	Ë½Á Õ Ó
Ê�Å £ Ä Õ Ê ÄÓ ¢ Á>Â��TÁ	Ês	�ÃÅTÂ½ÅWÃ Ö Ó ¡ Â Õ Ë ¡ Â½Å £ ¡>¢�£���Õ Ä £ ÄÓ·Ä ¢ �TÁ/Ê�	�Ë�Å;Ó�Ó�Ä Æ�Ã Å�Á/Ë 	�Á	Ë½Á Õ Ó
Ê�Å £ Ä Õ ÊcÄÔÓ;�TÁ/Ês	�Ã ÅWÂ�Å(Ã Ö Ó ¡ Â Õ Ë ¡ Â�Å £·¡	¢�£���Õ Ä £ ÄÔÓtÓ�Ã Ä � &-Â�Ã Ö �WÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½ÓGÄÆ�ÃÅ	�

�X&�Å�Ë½ÅWÊ�Ä ¢�£ Å(Ë�Á��%Â%&�Ås	 ¡ 	�ÅWË�ÄÔÓ+Á/Ë �-¡>¢ Ä$�WÅ £�¡ Ó]�¿Á/Ã ÃÁ��8ÓW�|�"Å���Â�Ó�Å"�TÂ�ÄÁ ¢ 	�Ë½Å(Ó�Å ¢ Â½Ó
Â�&�Å�Ê ¡ Â%&�ÅWÊ ¡ Â½Ä$� ¡ Ã�Ê�Á £ ÅWÃµ�
�X&�Ä Ë £ Ó�Å"�TÂ�ÄÁ ¢ ÄÔÓ £ Å1#/Á>Â½Å £ Â½ÁÒÂ%&�Å £ ÄÓ%�TË½ÅTÂ½Ä � ¡ Â½Ä Á ¢ Á��3Â%&�Å
�TÁ ¢ Â½Ä ¢�Õ Á Õ Ó 	�Ë½Á	Æ�ÃÅWÊ � � Á Õ Ë�Â�&¼Ó�Å"�TÂ�ÄÁ ¢ �TÁ ¢ Â ¡ Ä ¢ Ó�Â�&�ÅõË�Å;Ó Õ ÃòÂ6Ó �¿Ë�Á/Ê^Â%&�Å ¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã
Å���	#Å(Ë�ÄÊ�Å ¢ Â½Ó(�
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�¥Ã ¡ Ó�Ó�Ä$� ¡ Ã� ¥ÄÁ>Â�Ê�Á £ Å(Ã¥Á��m�TÁ ¢ ÓGÁ/Ã Ä £�¡ Â�ÄÁ ¢ 	�Ë½Á��TÅ(Ó½Ó �¿Á/Ë�Á ¢ ÅTÇ £ ÄÊ�Å ¢ Ó�Ä Á ¢�¡ Ãx� ¡ Ó�Å �TÁ ¢ Ç
ÓGÄÔÓ�Â6ÓÒÁ��8Â�&�ÅkÓ Ö Ó�Â½ÅWÊ�Á��tÂ\��Á�Å�� Õ#¡ Â�ÄÁ ¢ Óe�¿Á/Ë Õ�¢ � ¢ Á�� ¢���Õ Ä £ 	�Ë½Å(Ó½Ó Õ Ë�Å

p(x, t) ¡>¢�£
£ ÄÓ�	�Ã ¡ �WÅWÊ�Å ¢ ÂtÁ��¤Â�&�Å�Ó�Á	ÃÄ £ Ó��	Å(Ã ÅWÂ�Á ¢ u(x, t)
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� &�ÅWË½Å
λ ¡>¢#£ µ ¡ Ë½ÅÒ� ¡ Ê�ÅP�WÁ-Å	=-�TÄÅ ¢ Â½Ó+Á��
Â%&�Å�Ó�Á	ÃÄ £ Ó �/ÅWÃÅTÂ½Á ¢3� φ

ÄÓ�	�Á	Ë½Á/Ó�ÄòÂ Ö/� β
ÄÔÓ

�TÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½Ó�Ä Æ�ÄÃÄòÂ Ö �TÁ�Å�=-�WÄ Å ¢ Â Á���Â%&�Å ��Õ Ä £|� k ÄÔÓ 	�ÅWË½Ê�Å ¡ Æ�Ä ÃÄ Â Ö Á���Â�&�ÅX	�Á	Ë½Á Õ ÓpÊ�Å £ Ä Õ Ê �
η

ÄÓe#-ÄÔÓ%�TÁ/Ó�Ä Â Ö Á��%Â%&�Å ��Õ Ä £|� q(x, t)
ÄÔÓ ¡ ÓGÁ Õ Ë%�WÅÒÂ½ÅWË½Ê � � &�Ä$�'&mÄÔÓ Õ ÓGÅ £ Â½Á £ Å(Ó%�TË½Ä Æ�Å

�¿Á	Ë'�TÅ £ Å���Â�Ë ¡ �TÂ�ÄÁ ¢ Á	Ë+Ä ¢ ��Å"��Â½Ä Á ¢ 	�Ë½Á��TÅ;Ó�Ó(�#�"ÅWË½Å`��Å�Ó Õ 	)	�Á/Ó�Å�Â�& ¡ Â�Â�&�Å�ÓGÁ/Ã Ä £r� Ë ¡ Ä ¢ Ó
¡ Ë½Å8Ä ¢ �TÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½Ó�Ä Æ�ÃÅ ¡>¢#£ Â�&�Å+Ë�Å(Ã ¡ Â�Ä$#	Å;�WÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½ÓGÄÆ�ÄÃ Ä Â Ö>�  �Ä Á	Â9? Óx�TÁ�Å	= �WÄ Å ¢ Â � ÄÔÓ¥Ä £ Å ¢ Ç
Â�Äb� ¡ ÃÃ Ö Å"� Õ�¡ Ã�Â�ÁyÁ ¢ Å	�

 ¥Á Õ�¢�£�¡ Ë Ö �WÁ ¢�£ ÄòÂ½Ä Á ¢ ÓH�¿Á	Ë � ÿ��þ ��¡ Ë½Å�Â�&�Å �¿Á/Ã ÃÁ��tÄ ¢�� ×

p = 0, (λ + 2µ)
∂u

∂x
= −σ0,

ÄY�
x = 0, � ÿ�� ÿ �

� & ¡ ÂtÊ�Å ¡	¢ Ó�Â�& ¡ Â Â�&�ÄÔÓ Æ#Á Õ�¢�£�¡ Ë Ö ÄÔÓH�¿Ë½ÅWÅ�Â�Á £ Ë ¡ Ä ¢k¡	¢�£ ÓGÁ/Ê�Å�ÓGÂ�Ë½Å(Ó½Ó¥ÄÔÓ ¡ 	�	�Ã ÄÅ £ Á ¢ÄòÂ (�¡>¢ Á	Â�&�Å(ËtÆ#Á Õ�¢�£�¡ Ë Ö �WÁ ¢�£ ÄòÂ½Ä Á ¢ ÄÔÓ�Â�&�Å �¿Á	ÃÃ Á��tÄ ¢)�
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u = 0,
∂p

∂x
= 0,

Ä �
x = l, � ÿ�� Ð �

� & ¡ Â8Ê�Å ¡	¢ Ó�Â�& ¡ Â Â�&�ÄÔÓtÆ�Á Õ�¢#£�¡ Ë Ö ÄÔÓtË�Ä � Ä £ú¡	¢�£ Ä Ês	�ÅWË½Ê�Å ¡ Æ�Ã Å/��� ¢ ÄòÂ½Ä ¡ ÃG�TÁ ¢�£ Ä Â�ÄÁ ¢

φβp +
∂u

∂x
= 0,

�¿Á	Ë
t = 0 � ÿ�� Ì �

Ê�Å ¡>¢ ÓõÂ�& ¡ ÂõÂ�&�Å # ¡ Ë½Ä ¡ Â�ÄÁ ¢ Ä ¢ � ¡ Â�ÅWË �TÁ ¢ Â½Å ¢ ÂúÄÔÓ-�WÅ(Ë�Á ¡ ÂõÂ�&�Å�Æ#Å � Ä ¢�¢ Ä ¢)� Á���Â%&�Å
�TÁ ¢ ÓGÁ/Ã Ä £�¡ Â½Ä Á ¢ 	�Ë½Á��TÅ;Ó�Ó(�

�8Á>Â½Å�Â�& ¡ Â Ä ¢ Â�&�Åe� ¡ Ó�Å+Á�� �TÃ ¡ Ó½Ó�Ä$� ¡ Ãf	�Ë�Á/Æ�ÃÅWÊ �¿Á/Ë�Ê Õ Ã ¡ Â�ÄÁ ¢ � ÿ��þ ��� � ÿ�� Ì � � ÄòÂ £ ÅTÇ
Ó��WË�ÄÆ#Å;Ó �#Õ Ä £ � Á�� ¡	¢�£ Ó��	Å(Ã ÅWÂ�Á ¢ £ ÅU�¿Á/Ë�Ê ¡ Â½Ä Á ¢ � ¡	Õ Ó�Å £ Æ Ö Â�&�Å �WÁ ¢ ÓGÂ ¡	¢ ÂP#	Å(ËGÂ½Ä$� ¡ Ã
Ã Á ¡	£k¡ 	)	�ÃÄÅ £ Á ¢ Â�&�Å�Â½Á�	 Á��eÂ�&�Åe�WÁ	Ã Õ Ê ¢ Á�� Ó�Á	ÄÃ � Æ�Á Õ�¢�£ Å £ �tÄ Â�& Ë½Ä � Ä £k¡>¢�£ ÄÊ�	�ÅWË�Ç
Ê�Å ¡ Æ�ÃÅõÆ�Á>Â�Â�Á	Ê ¡	¢�£ Ã ¡ Â�Å(Ë ¡ Ãc� ¡ Ã ÃÔÓ ¡	¢�£ ¡ Â�Á�	 � � &�Ä$�'&¼ÄÔÓ7�¿Ë½ÅWÅõÂ�Á £ Ë ¡ Ä ¢<�T� Ó Ö ÓGÂ�Å(Ê
� ÿ��þ � � ¡	¢ Æ#Å £ Å��TÁ Õ 	�Ã Å £õ¡>¢#£ Â�&�Å ¢ Â%&�Åm	�Ë½Á	Æ�Ã Å(Ê � ¡>¢ Æ�Å�ÓGÁ/Ã #/Å £ Ó�Å1	 ¡ Ë ¡ Â�ÅWÃ Ö �¿Á	Ë�Â%&�Å
��Õ Ä £ 	�Ë�Å;Ó�Ó Õ Ë½Å ¡	¢�£ Ó Õ Æ�ÓGÅ�� Õ Å ¢ Â�Ã Ö �¿Á/ËÒÓGÁ/Ã Ä £m£ ÄÓ�	�Ã ¡ �WÅWÊ�Å ¢ Â½Ó(�p  Õ Â�Ä ¢ � Å ¢ ÅWË ¡ Ãc� ¡ ÓGÅ
Ó Ö ÓGÂ�ÅWÊ � ÿ��þ � Ê�Ä � &/ÂDÆ�ÅyÓ Õ 	�	�Ã Å(Ê�Å ¢ Â�Å £ �tÄ Â�& ¡>¢ Á	Â�&�Å(Ë+Â Ö 	�Å(Ó�Á���Æ#Á Õ�¢�£�¡ Ë Ö �WÁ ¢�£ Ä Ç
Â�ÄÁ ¢ Ó � �TÁ/Ë�Ë½Å(Ó�	�Á ¢�£ Ä ¢)� Â�Á £ Ä���ÅWË½Å ¢ Âc	)& Ö ÓGÄb� ¡ Ã)	)&�Å ¢ Á	Ê�Å ¢#¡ Á ¢ Â�&�Å8Æ�Á Õ�¢�£�¡ Ë½ÄÅ(Ó � � & ¡ Â
Ê ¡ �	Å;Ó £ Å"�TÁ Õ 	�ÃÄ ¢�� ÄÊs	#Á-Ó�Ó�ÄÆ�Ã Å ¡	¢�£ Ó�ÄÊ Õ Ã Â ¡	¢ ÅWÁ Õ Ó ÓGÁ/Ã Õ Â½Ä Á ¢ Ê Õ Ó�Â8Æ�ÅDÓGÁ Õ)� &-Â Æ#Á	Â�&
�¿Á	Ë 	�Á	Ë½Å�	�Ë�Å;Ó�Ó Õ Ë½Å ¡	¢�£ £ ÄÓ�	�Ã ¡ �WÅWÊ�Å ¢ ÂtÁ��¤Â�&�Å�Ó�Á	ÃÄ £ Ê ¡ Â½Ë�Ä��|��� ¢ Â�&�ÄÔÓ 	 ¡ 	#Å(Ë �¥Å £ Å ¡ Ã
�tÄòÂ%&�Â%&�Å;�TÁ Õ 	�ÃÅ £ Ê�Á £ ÅWÃ � � & ¡ Â
Ê ¡ �/Å(Ó Á Õ Ë ¡ 	)	�Ë½Á ¡ �'&ÒÊ�Á	Ë½Å � Å ¢ Å(Ë ¡ Ã ¡>¢�£�Õ�¢ Ä$#	Å(Ë½Ó ¡ Ã
�¿Á	ËtÊ�Á £ ÅWÃÄ ¢�� Á��eÂ%&�Åe�TÁ ¢ Ó�Á	ÃÄ £�¡ Â�ÄÁ ¢ 	�Ë�Á��WÅ(Ó½ÓW�

- 5 - 5	��; 093�2�
J3)4 3� 2 :t,��/3��
�¥Á ¢ Ó�Ä £ ÅWË ¡ Ê Õ Ã Â�ÄÃ ¡�Ö ÅWË½Å £ 	#Á/Ë�Á Õ Ó¤Ê�Å £ Ä Õ Ê � � &�ÅWË½Å Å ¡ �'&ÒÁ��#Â�&�ÅtÃ ¡�Ö Å(Ë½Ó & ¡ Ó £ Ä���ÅWË½Å ¢ Â
	)& Ö Ó�Äb� ¡ Ã 	�Ë�Á�	#Å(ËGÂ½Ä Å;ÓW���mÅ ¡ Ë½Å�Ä ¢ Â½ÅWË½Å(ÓGÂ�Å £ Ä ¢ Â�&�Åe�WÁ Õ 	�ÃÅ £ ��Õ Ä £>� Á�� Ä ¢ Â%&�Åe	�Á	Ë½Á Õ Ó
Ê�Å £ Ä Õ Ê ¡	¢�£ Ä ¢ £ Å1�¿Á	Ë½Ê ¡ Â�ÄÁ ¢ Ó�Á��+Â%&�År	�Á	Ë½Á Õ Ó�Ê�Å £ Ä Õ Ê � &�Å ¢ �WÅWË�Â ¡ Ä ¢ Ó�Â½Ë�Å;Ó�Ó�ÄÔÓ
¡ 	)	�ÃÄÅ £ Â�ÁxÄ Â(��� ¢ Â�&�ÄÓ-� ¡ Ó�Å � Ä ¢ ¡	£�£ Ä Â�ÄÁ ¢ Â½Á�Â%&�Å�Æ ¡ ÓGÄb�kÅ"� Õ�¡ Â½Ä Á ¢ Ó � Ä$#	Å ¢ ¡ Æ#Á�#/Å ��¥Å7& ¡ #/Å�Â�Á-�TÁ ¢ Ó�Ä £ Å(ËtÄ ¢ Â½ÅWË�� ¡ �TÅ�Â½Ë ¡	¢ Ó�Ê�ÄÔÓ½ÓGÄÁ ¢ �TÃÁ/Ó�Ä ¢�� �WÁ ¢�£ ÄòÂ½Ä Á ¢ ÓX�¿Á	Ë � ÿ��þ � Á ¢ Â%&�Å
Ä ¢ Â�Å(Ë � ¡ �TÅ�Æ#ÅWÂ\�¥Å(Å ¢ £ Ä���Å(Ë�Å ¢ Â8Ã ¡�Ö Å(Ë½Ó(�-� ¢ Â%&�Å ¡ Ó½Ó Õ Ê�	�Â�ÄÁ ¢ Á�� ¡ 	�ÅWË��¿Å"��Â;�WÁ ¢ Â ¡ ��Â ¡>¢�£
¡ Â\��Á>ÇÉÃ ¡�Ö ÅWË�Ê�Å £ Ä Õ Ê � Â%&�ÅDÄ ¢ Â½ÅWË�� ¡ �TÅ7�WÁ ¢�£ Ä Â�ÄÁ ¢ Ó Ã Á�Á�� ¡ ÓH�¿Á	ÃÃÁ��8Ó

[u] = 0,

[

(λ + 2µ)
∂u

∂x

]

= 0, [p] = 0,

[

k

η

∂p

∂x

]

= 0
�¿Á	Ë

x = ζ, t ∈ [0, T ], � ÿ�� ��
� &�ÅWË½Å

0 ≤ ζ ≤ l
ÄÔÓ Â�&�Å7	�Á/Ó�Ä Â�ÄÁ ¢ Á��¤Â�&�ÅDÄ ¢ Â�ÅWË�� ¡ �WÅ�Æ#ÅWÂ\�¥Å(Å ¢ Â�&�Å�Â\��Á�Ã ¡�Ö ÅWË6ÓW�

�X&�Å �WÁ-Å	=-�TÄÅ ¢ Â½Ó�Á��8Â%&�Å � Á�#	Å(Ë ¢ Ä ¢)� Å�� Õ�¡ Â½Ä Á ¢ Ó ¡ Ë�Å £ ÄÓ%�TÁ ¢ Â�Ä ¢-Õ Á Õ Ó ¡ �WË�Á-Ó�Ó�Â%&�Å
Ä ¢ Â�Å(Ë � ¡ �TÅ � ÄV� Å	�

λ =

{

λ1, x < ζ,

λ2, x > ζ,
µ =

{

µ1, x < ζ,

µ2, x > ζ,
k =

{

k1, x < ζ,

k2, x > ζ,
φ =

{

φ1, x < ζ,

φ2, x > ζ.

� ¢ Â½ÅWË�� ¡ �WÅ �TÁ ¢�£ Ä Â�ÄÁ ¢ Ó � ÿ�� �� Ê�Å ¡	¢ �TÁ ¢ Â½Ä ¢�Õ Ä Â Ö Á��tÂ%&�Å £ ÄÓ�	�Ã ¡ �TÅ(Ê�Å ¢ Â½Ó ¡>¢�£ Â%&�Å
Ó�Â½Ë�Å;Ó�Ó%Á��|Â�&�Å+Ó�Á	ÃÄ £|��¡ Óx�¥Å(Ã Ã ¡ Ó~�TÁ ¢ Â½Ä ¢�Õ Ä Â Ö Á��|Â�&�Å]	�Ë½Å(Ó½Ó Õ Ë�Å ¡	¢�£ Â%&�Åm#/ÅWÃÁ
�WÄòÂ Ö Á��|Â%&�Å
��Õ Ä £k¡ �TË½Á/Ó½Ó¥Â�&�ÅDÄ ¢ Â�ÅWË�� ¡ �WÅ+Æ�ÅTÂ\��ÅWÅ ¢ Â�&�Å�Â\��Á�Ã ¡�Ö ÅWË6ÓW�

�3ÅTÂ Õ Ó"Â�Ë ¡>¢ Ó �¿Á	Ë½ÊcÂ%&�Å � Á�#	Å(Ë ¢ Ä ¢)� Å�� Õ#¡ Â�ÄÁ ¢ Ó ¡>¢#£ Â�&�Å�Ä ¢ Â½ÅWË�� ¡ �WÅ`�TÁ ¢�£ Ä Â�ÄÁ ¢ Ó"Â�Á
£ Ä Ê�Å ¢ ÓGÄÁ ¢ Ã Å;Ó�ÓH�¿Á/Ë�Ê �)�X&�Å �¿Á/Ã ÃÁ��tÄ ¢�� Ó%� ¡ Ã Å;Ó ¡ Ë½Å+Ä ¢ Â�Ë½Á £�Õ �TÅ £
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x :=
x

l
, t :=

(λ0 + 2µ0)k0t

ηl2
, p :=

p

σ0

,

u :=
(λ0 + 2µ0)u

σ0l
, ν :=

λ + 2µ

λ0 + 2µ0

, k :=
k

k0

,

� &�ÅWË½Å
λ0

� µ0
� k0

¡ Ë�Å�ÓGÁ/Ê�Å�Ë½ÅU�¿Å(Ë�Å ¢ �TÅ # ¡ Ã Õ Å;ÓW�)�X&�Å ¢3� ��Å�Ä ¢ Â�Ë½Á £�Õ �WÅ ¢ Á>Â ¡ Â�ÄÁ ¢

a = φβ(λ0 + 2µ0), f(x, t) =
l2η

σ0k0

q(x, t)

¡>¢�£ �tË�Ä Â�Å�Â%&�Å7	�Ë½Á	Æ�ÃÅWÊcÄ ¢ Â�&�Å �¿Á	ÃÃ Á��tÄ ¢)� � ¡�Ö ×


























































































−
∂

∂x

(

ν
∂u

∂x

)

+
∂p

∂x
= 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

∂

∂t

(

ap +
∂u

∂x

)

−
∂

∂x

(

k
∂p

∂x

)

= f(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

ν
∂u

∂x
= −1, p = 0,

Ä �
x = 0, t ∈ (0, T ],

u = 0,
∂p

∂x
= 0,

ÄY�
x = 1, t ∈ (0, T ],

ap +
∂u

∂x
= 0,

Ä �
t = 0, x ∈ (0, 1),

[u] = 0,

[

ν
∂u

∂x

]

= 0, [p] = 0,

[

k
∂p

∂x

]

= 0
�¿Á/Ë

x = ζ, t ∈ (0, T ].

� ÿ�� Î�

�Xz"!��������
	 &�� ��� �� #S|m��� ��|m�!} &�� � + � (*&��k��
� ��&M}����8# }�� �x|

��Å Ó 	�Ã Ä Â Â�&�Å�Ä ¢ Â½ÅWË%# ¡ Ã
(0, 1)

Ä ¢ Â�Á
N > 1

Å�� Õ�¡ Ã�Ó Õ Æ�Ä ¢ Â½ÅWË%# ¡ ÃÓ¤Á��#ÓGÄ$�WÅ
h =

2

(2N − 1)

�
��Å Õ ÓGÅ £ Ä���ÅWË½Å ¢ Â%Ó�	 ¡ Â½Ä ¡ Ã � Ë½Ä £ Ó � Ó�Á>Ç!� ¡ Ã ÃÅ £ ÓGÂ ¡���� Å(Ë�Å £`� Ë�Ä £ Ó ��� ωp

Â½Á £ ÄÔÓ��WË�ÅWÂ�Ä$�WÅ �tÄ Â�&
Ë�Å;Ó 	�Å"�TÂtÂ�Á 	�Ë½Å(Ó½Ó Õ Ë�Å ��¡>¢�£ ωu

Â½Á £ ÄÓ%�TË½ÅTÂ½Ä �(Å �tÄòÂ%&�Ë�Å;Ó 	�Å"�TÂ�Â½Á £ ÄÔÓ 	�Ã ¡ �WÅWÊ�Å ¢ Â ��¡>¢�£ ¡
� Ë½Ä £ Ä ¢ Â½Ä Ê�Å

t
�tÄ Â�& ¡ ÓGÂ�Å"	�ÇÉÓ�Ä$�WÅ

τ
×

ωp = {xi : xi = ih, i = 0, . . . , N − 1} ,

ωu = {ξi : ξi = xi − 0.5h, i = 1, . . . , N} ,

ωT = {tj : tj = jτ, j = 1, 2, . . . , M} .

� ¢ Å�Ê ¡�Ö �WÁ ¢ Ó�Ä £ ÅWË�Â�&�Å(Ó�Å � Ë�Ä £ Ó ¡ Ó £ Å;ÓGÄ �	¢ Å £ Â�Á�Ë�Å"	�Ë½Å(Ó�Å ¢ Â%Â%&�Å7# ¡ Ã Õ Å(Ó�Á��eÂ�&�Å7	�Ë�Å;Ó�Ç
Ó Õ Ë½Å

p ¡ ÂtÂ%&�Å � Ë½Ä £ 	�Á	Ä ¢ Â6Ó
xi ∈ ωp

¡>¢�£ Â�&�Å7# ¡ Ã Õ Å(ÓtÁ��pÂ�&�Å £ ÄÔÓ 	�Ã ¡ �WÅWÊ�Å ¢ Â
u ¡ Â�Â%&�Å

Ê�Ä £ 	�Á	Ä ¢ Â½Ó
ξi ∈ ωu

Á��pÂ�&�Å�Ó Õ Æ�Ä ¢ Â�Å(Ë�# ¡ ÃÔÓ
(xi−1, xi)

�)�X&�Å 	�Á/Ó�ÄòÂ½Ä Á ¢ Á��pÂ%&�Å�Ä ¢ Â�Å(Ë � ¡ �TÅ
ζ
� ¡>¢ Æ�ÅDË�Å"	�Ë�Å;ÓGÅ ¢ Â�Å £ Ä ¢ Â%&�Å �¿Á	Ë½Ê

ζ = ξn + θh � � &�Å(Ë�Å
0 < n < N

ÄÔÓ ¡>¢ Ä ¢ Â½Å � Å(Ë
¡>¢�£ 0 ≤ θ < 1

�
�8Á�� �¥Å�Ó & ¡ ÃÃ/Ä ¢ Â�Ë½Á £�Õ �TÅ
Â%&�Å~�¿Á	ÃÃ Á��tÄ ¢)� Ó�&�Á	Ë�Â�& ¡>¢�£�¢ Á	Â ¡ Â�ÄÁ ¢ ÓM�¿Á	Ë £ ÄÓ%�TË½ÅTÂ½ÅS� Õ�¢ �TÇ

Â�ÄÁ ¢ Ó £ Å ��¢ Å £ Á ¢ ωp × ωT
¡>¢�£ ωu × ωT

� Ë�Å;Ó 	�Å"�TÂ�Ä$#	Å(Ã Ö ×



� « ��©�¾�¯W§�³ó¸6¨ªñ �|ªñK©�²µ³óª«�G® � í 
t>§�(¯Wñ ¨ª±6²µ³ó¸W³´²Vù����T©�¨>²V³ó>«�± ÿ>Í�þ

�������tnUh��
	�� C�I A B
ωp
V
ωu

L(H A
ωT .

u := uj := u
j
i := u(ξi, tj), p := pj := p

j
i := p(xi, tj),

vσ := σvj+1 + (1 − σ)vj , v̂ := vj+1.

��Õ Ë�Â�&�Å(Ë � ��Å�Ó & ¡ Ã Ã Õ ÓGÅ�Â�&�Å�ÓGÂ ¡	¢�£�¡ Ë £�¢ Á>Â ¡ Â�ÄÁ ¢ Á��¥Â�&�Å � Ë6ÓGÂ�Á/Ë £ Å(Ë�Æ ¡ �'�
� ¡ Ë £�¡>¢�£�¿Á	Ë%� ¡ Ë £ ��¢ Ä Â�Å £ Ä���Å(Ë�Å ¢ �TÅ;Ó Á ¢ ¡�Õ�¢ Ä �¿Á	Ë½Ê � Ë½Ä £ � ÓGÅ(Å � Å	� � �G� þ�ÿ � � ×

px := px,i =
p(xi+1) − p(xi)

h
, px̄ := px̄,i =

p(xi) − p(xi−1)

h
.

� ¢ Ó 	�Å"�TÂ�Ä ¢)� Â�&�Å;ÓGÅ Å	�
	�Ë�Å;Ó�Ó�Ä Á ¢ ÓP�¥Å�Ó�ÅWÅ·Â�& ¡ Â�Â%&�Å(Ó�Å £ Ä���Å(Ë�Å ¢ �TÅ;Ó�Ë�Å"	�Ë�Å;ÓGÅ ¢ Âs�WÅ ¢ Â�Ë ¡ Ã
£ Ä���ÅWË½Å ¢ �TÅ(Óx�tÄòÂ%&õË½Å(Ó�	#Å���Â�Â½ÁDÂ�&�Å]	#Á/Ä ¢ Â6Ó�Á��

ωu
¡>¢#£ Â�&�Å(Ë�Å1�¿Á	Ë½Å;�¥Å]� ¡>¢ Å ¡ Ó�Ä Ã Ö�¡ �1�WÅ1	�Â

Â�& ¡ Â�Â%&�Å Ö Ë½Å1	�Ë�Å;ÓGÅ ¢ Âs� Õ�¡>¢ Â�Ä Â�ÄÅ(Ó £ Å ��¢ Å £ Á ¢ Â�&�Å � Ë�Ä £ ωu

�
� ¢ ¡ Ó�Ä Ê�ÄÃ ¡ ËP� ¡�Ö �¥Å
£ Å ��¢ Å

ux := ux,i =
u(ξi+1) − u(ξi)

h
, ux̄ := ux̄,i =

u(ξi) − u(ξi−1)

h
,

� &�Ä$�'&yË½Å1	�Ë�Å;ÓGÅ ¢ Âx�WÅ ¢ Â�Ë ¡ Ã £ Ä���Å(Ë�Å ¢ �TÅ;Óc�tÄ Â�&õË½Å(Ó�	#Å���Â�Â½ÁDÂ�&�Åm	�Á	Ä ¢ Â6Ó�Á��
ωp

¡	¢�£ Â�&�ÅWË½ÅTÇ
�¿Á	Ë½Å�Â%&�Å Ö Ë½Å1	�Ë½Å(Ó�Å ¢ Â7� Õ#¡>¢ Â�Ä Â�ÄÅ(Ó £ Å ��¢ Å £ Á ¢ Â�&�Å � Ë½Ä £ ωp

� � Ä ¢#¡ ÃÃ Ö/� �¥Å £ Å ��¢ Å�Â%&�Å
��¢ Ä Â�Å £ Ä���Å(Ë�Å ¢ �TÅ;Ó Ä ¢ Â½Ä Ê�Å £ ÄË�Å���Â½Ä Á ¢

ut := ut(ξi, tj) =
u

j+1

i − u
j
i

τ
, ξi ∈ ωu, pt := pt(xi, tj) =

p
j+1

i − p
j
i

τ
, xi ∈ ωp.

� Á	ÃÃÁ��tÄ ¢)� Â�&�ÅmÆ ¡ Ó�Äb�r	�Ë½Ä ¢ �WÄ 	�Ã Å;Ó·Á��DÂ�&�Å ��¢ Ä Â�Å�#	Á/Ã Õ Ê�Å�Ê�ÅTÂ�&�Á £ � Ê�ÅTÂ%&�Á £ Á��
Æ ¡ Ã ¡>¢ �WÅ � �þ;ÿ � �T� ��Å �tË½ÄòÂ½Å�Æ ¡ Ã ¡>¢ �WÅ�Å"� Õ�¡ Â�ÄÁ ¢ Ó �¿Á	ËyÂ%&�Å � Ë6ÓGÂúÅ"� Õ�¡ Â�ÄÁ ¢ Á���Ó Ö ÓGÂ�Å(Ê
� ÿ�� Î� Á�#/ÅWË Å ¡ �'& #/Á	Ã Õ Ê�Å

Vξi
= (xi−1, xi)

−

xi
∫

xi−1

∂

∂x

(

ν
∂u

∂x

)

dx +

xi
∫

xi−1

∂p

∂x
dx = 0 �VÐ �þ �

¡>¢�£ �¿Á	Ë Â%&�Å�ÓGÅ��TÁ ¢�£ Å�� Õ�¡ Â½Ä Á ¢ Á�� � ÿ�� Î� Á�#	Å(Ë�Å ¡ �'&�#	Á/Ã Õ Ê�Å
Vxi

= (ξi, ξi+1)
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ξi+1
∫

ξi

∂

∂t

(

ap +
∂u

∂x

)

dx −

ξi+1
∫

ξi

∂

∂x

(

k
∂p

∂x

)

dx =

ξi+1
∫

ξi

f(x, t)dx. �óÐ � ÿ �

�¥Á ¢ Ó�Ä £ ÅWË Æ ¡ Ã ¡>¢ �TÅ�Å"� Õ�¡ Â½Ä Á ¢ Ó �óÐ � þ ��� �óÐ � ÿ �e¡	¢�£ Ë�Å"	�Ã ¡ �TÅ�Ä ¢ Â½Å � Ë ¡ ÃÔÓeÄ ¢ Â�&�Å(Ó�Å�Å�� Õ�¡ Ç
Â�ÄÁ ¢ Ó Æ Ö Â%&�Å �¿Á	ÃÃÁ��tÄ ¢)��£ Ä���Å(Ë�Å ¢ �TÅDÅ	��	�Ë�Å;Ó�Ó�ÄÁ ¢ Ó

xi
∫

xi−1

∂

∂x

(

ν
∂u

∂x

)

dx ≈ h (νux̄)x,i ,

ξi+1
∫

ξi

∂

∂x

(

k
∂p

∂x

)

dx ≈ h (kpσ
x̄)x,i ,

ξi+1
∫

ξi

∂

∂t

(

ap +
∂u

∂x

)

dx ≈ h (aipi + ux,i)t
,

xi
∫

xi−1

∂p

∂x
dx ≈ hpx̄,i,

� &�ÅWË½Å

νi =







1

h

ξi+1
∫

ξi

dx

ν(x)







−1

, ai =

ξi+1
∫

ξi

a(x) dx, ki =





1

h

xi
∫

xi−1

dx

k(x)





−1

�VÐ � Ð�

¡>¢�£ 0 ≤ σ ≤ 1
ÄÔÓ8ÓGÁ/Ê�Å���ÅWÄ � &-ÂX� ¡ �TÂ�Á/Ë(���8Á	Â�Å � Â�& ¡ Â £�Õ Ë½Ä ¢�� Â%&�Å ¡ 	�	�Ë�Á ��ÄÊ ¡ Â�ÄÁ ¢ Á��

Ä ¢ Â�Å � Ë ¡ ÃÔÓ ¡ Æ�Á�#	Åm��Å ¡ 	)	�Ã ÄÅ £ & ¡ Ë½Ê�Á ¢ Äb� ¡ #	ÅWË ¡�� Ä ¢�� �¿Á	Ë;�WÁ-Å	=-�TÄÅ ¢ Â½Ó
ν(x) ¡>¢#£ k(x)

�
� Õ Æ�ÓGÂ�Ä Â Õ Â½Ä ¢���¡ 	)	�Ë½Á ��Ä Ê ¡ Â�Å�Å���	�Ë½Å(Ó½ÓGÄÁ ¢ Ó�Á��¥Ä ¢ Â½Å � Ë ¡ ÃÓ�Ä ¢ Â½Á�Æ ¡ Ã ¡>¢ �TÅ�Å"� Õ�¡ Â�ÄÁ ¢ Ó

�óÐ �þ �Ò¡>¢�£ �óÐ � ÿ ��¡>¢�£ Õ ÓGÄ ¢)��¢ Á ¢ ÇÉÄ ¢#£ Å�� ¢ Á>Â ¡ Â½Ä Á ¢ Ó � ��ÅõÁ	Æ�Â ¡ Ä ¢ ¡��#¢ ÄòÂ½ÅTÇ £ Ä���Å(Ë�Å ¢ �TÅ
Ó��'&�Å(Ê�Å]�¿Á/Ë 	�Ë½Á	Æ�ÃÅWÊ � ÿ�� Î� ×

−
ν

h
ûx + p̂x̄ =

1

h
, ξ = ξ1, t ∈ ωT (i.e. i = 1),

− (νûx̄)x + p̂x̄ = 0, ξ = ξi ∈ ωu\{ξ1}, t ∈ ωT (i.e. i = 2, . . . , N − 1),

(ap + ux)t − (kpσ
x̄)x = fσ, x = xi ∈ ωp\{xN−1},

�VÐ � Ì �
t ∈ ωT (i.e. i = 1, . . . , N − 2),

(ap + ux)t −
k

h
pσ

x̄ = fσ, x = xN−1, t ∈ ωT (i.e. i = N − 1),

p0 = 0, uN = 0, t ∈ ωT ,

ap + ux = 0, x = xi ∈ ω̄p, t = 0 (i.e. i = 1, . . . , N − 1),

� &�ÅWË½Å;�TÁ�Å�=-�WÄ Å ¢ Â6Ó
ν � a ¡>¢�£ k ¡ Ë½Å £ Å ��¢ Å £ Æ Ö �¿Á/Ë�Ê Õ Ã ¡ Å �óÐ � Ð�T�	¡>¢#£ Â%&�ÅtË½Ä � &/Âc& ¡>¢�£ÓGÄ £ ÅDÄÔÓ � ¡ Ãb� Õ Ã ¡ Â�Å £k¡ Ó

fi =
1

h

ξi+1
∫

ξi

f(x, t) dx.



� « ��©�¾�¯W§�³ó¸6¨ªñ �|ªñK©�²µ³óª«�G® � í 
t>§�(¯Wñ ¨ª±6²µ³ó¸W³´²Vù����T©�¨>²V³ó>«�± ÿ>Í Ð
� ¢ Å;� ¡	¢ Ó &�Á�� Â�& ¡ Â%Ä ¢ Â�&�Å�� ¡ ÓGÅtÁ�� 	�Ä Å��TÅ1�tÄÔÓ�ÅTÇ!�TÁ ¢ Ó�Â ¡>¢ Âc�TÁ�Å�=-�TÄÅ ¢ Â6Ó

ν(x) � k(x)¡>¢�£ a(x)
�¿Á/Ë�Ê Õ Ã ¡ Å �óÐ � Ð�H� Ä #/Å Õ Ó Â�&�Å �¿Á/Ã ÃÁ��tÄ ¢)� Å	��	�Ë�Å;Ó�Ó�ÄÁ ¢ Ó~�¿Á	Ë;�WÁ�Å�=-�TÄÅ ¢ Â½Ó

νi =















ν1, i = 0, . . . , n − 1,
ν1ν2

(1 − θ)ν1 + θν2

, i = n,

ν2, i = n + 1, . . . , N − 1,

ai =











a1, i = 0, . . . , n − 1,

θa1 + (1 − θ)a2, i = n,

a2, i = n + 1, . . . , N − 1,

ki =



















k1, i = 1, . . . , n − 1,

k1k2

(0.5 − θ)k1 + (0.5 + θ)k2

, i = n,

k2, i = n + 1, . . . , N,

�¿Á	Ë
θ ≤ 0.5

ki =



















k1, i = 1, . . . , n,

k1k2

(1.5 − θ)k1 + (θ − 0.5)k2

, i = n + 1

k2, i = n + 2, . . . , N.

�¿Á	Ë
θ > 0.5.

�pÁDÓ�Á	Ã$#	Å¥Â�&�Å8Ó Ö Ó�Â½ÅWÊ ¡ Ë�ÄÔÓGÅ ¢�¡ �´Â�Å(Ë Â�&�Å £ ÄÔÓ%�TË½ÅTÂ�Ä$� ¡ Â�ÄÁ ¢ �¥Å Õ Ó�Å�Â�&�ÅtÆ�Ã Á��'�`�tÈ����
� Ó�ÅWÅ � Å	� � � �þ;ÿ ��� �

� ¢ Â�&�Å � ¡ ÓGÅ·Á��m�WÁ ¢ Â�Ä ¢�Õ Á Õ Ó��TÁ�Å	= �WÄ Å ¢ Â½Ó � Ó�Ä ¢)� Ã Å·Ã ¡�Ö ÅWË½Å £ 	�Á	Ë½Á Õ Ó�Ê�Å £ Ä ¡�T� Â%&�Å
ÓGÅ��TÁ ¢#£ Á/Ë £ ÅWËc�TÁ ¢ #	ÅWË � Å ¢ �TÅ Ä ¢ Á�	�ÅWË ¡ Â½Á	Ë ¢ Á	Ë½ÊyÓ
ÄÔÓc	�Ë½Á�#	Å ¢ Ä ¢ � Ì � ���X&�ÅWÁ/Ë�ÅWÂ�Äb� ¡ Ã ¡>¢�¡ ÃòÇ
Ö Ó�ÄÔÓ¥Á�� � ÿ�� Î � Ä ¢ Â%&�Å7� ¡ ÓGÅ+Á�� £ ÄÓ%�TÁ ¢ Â½Ä ¢�Õ Á Õ ÓH�TÁ�Å�=-�TÄÅ ¢ Â6Ó%ÄÔÓ�Ä ¢ 	�Ë½Á � Ë½Å(Ó½Ó ¡	¢�£ �tÄÃÃ�Æ�Å
Ë�Å"	#Á/ËGÂ½Å £ Ä ¢�¡ �¿Á	Ë�Â�&��WÁ	Ê�Ä ¢)� 	 ¡ 	�ÅWË;�

�;z�� �'(*&M�t� ��# +�� & 
�'+\} 
�3ÅTÂ Õ ÓP�WÁ ¢ Ó�Ä £ ÅWËDÂ%&�ÅõÄ ¢ Ä Â�Ä ¡ Ã�Æ#Á Õ�¢�£�¡ Ë Ö # ¡ Ã Õ Å-	�Ë½Á	Æ�ÃÅWÊ � �� ��+� � � ÿ�� Î ��� � &�Ä$�'& £ ÅTÇ
Ó��WË�ÄÆ#Å;Ó £ ÅU�¿Á/Ë�Ê ¡ Â½Ä Á ¢�¡>¢#£���Õ Ä £�� Á��{Ä ¢ Â�&�Å �WÁ	Ã Õ Ê ¢3� �TÁ ¢ ÓGÄÔÓ�Â½Ä ¢�� Á��%Â\�¥ÁkÃ ¡�Ö ÅWË6Ó8Á��
ÓGÁ/Ä ÃÔÓ/�tÄòÂ%& £ Ä���ÅWË½Å ¢ Âc	)& Ö Ó�Ä$� ¡ Ã�	�Ë½Á�	�ÅWË�Â�ÄÅ(Ó(���X&�Å Â�Á�	�Á���Â%&�ÄÔÓx�TÁ/Ã Õ Ê ¢ ÄÔÓ/�¿Ë�Å(Å Â�Á £ Ë ¡ Ä ¢3�
¡>¢�£ Ó�Á	Ê�Å�Ã Á ¡	£ ÄÓ ¡ 	)	�ÃÄ Å £ Á ¢ Ä Â � Â�&�ÅDÆ�Á>Â�Â�Á/ÊcÄÔÓ Ä Ês	�ÅWË½Ê�Å ¡ Æ�ÃÅ ¡>¢#£ Ë½Ä � Ä £ � ��Å ¡ Ë�Å
Ä ¢ Â�Å(Ë�Å;Ó�Â½Å £ Ä ¢ Â%&�Åe�¿Á/Ã ÃÁ��tÄ ¢�� 	)& Ö Ó�Äb� ¡ Ã �'& ¡ Ë ¡ �TÂ�Å(Ë�ÄÔÓ�Â½Ä$�(ÓtÁ��
Â%&�ÄÔÓm	�Ë½Á��TÅ;Ó�Ó(× ��Õ Ä £ 	�Ë�Å;Ó�Ç
Ó Õ Ë½Å � ��Õ Ä £ #	Å(Ã Á��TÄ Â Ö	�e£ ÄÓ�	�Ã ¡ �WÅWÊ�Å ¢ Â½Ó�Á�� Â�&�ÅkÓGÁ/Ã Ä £ Ó �/ÅWÃÅTÂ½Á ¢ ¡>¢�£ ÓGÂ�Ë½Å(Ó½Ó�Å(Ó�Â%&�ÅWË½ÅWÄ ¢ �
�G��Á�Ó�ÅTÂ6Ó Á�� ¢-Õ Ê�Å(Ë�Äb� ¡ Ã�Å���	#Å(Ë�ÄÊ�Å ¢ Â½ÓH��ÅWË½Å�� ¡ Ë½Ë�ÄÅ £ Á Õ ÂtÄ ¢ Á/Ë £ Å(Ë�Â�Á�Ó�Â Õ�£�Öõ¢�Õ Ê�ÅWË�Ç
Ä$� ¡ ÃÃ Ö Â%&�Å 	#Å(Ë �¿Á/Ë�Ê ¡>¢ �TÅúÁ��8Â�&�Å ¡ Æ#Á�#/Å £ Å;Ó��WË�ÄÆ�Å £ £ ÄÓ%�TË½ÅTÂ½Ä � ¡ Â�ÄÁ ¢ �óÐ � Ì � ×�� ¨�±W¯úð���� ¥�+� �tÄ Â�& � ¢ Á�� ¢�¡	¢�¡ Ã Ö Â�Äb� ¡ Ã Ó�Á	Ã Õ Â�ÄÁ ¢�¡	¢�£ � ¨ª±T¯��	� �� ��"� �tÄòÂ%& ¢ Á ¡>¢#¡ Ã Ö Â½Ä$� ¡ Ã
ÓGÁ/Ã Õ Â½Ä Á ¢ � ¢ Á�� ¢ �
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¦¥ï��8¨ª±Vî�¨ª§6ö
¦¥ï�� ³Ô±	�6ª«�¨ªö�
tï��#¨�T³Ô±�¬�¸½¬�¯Tø;³ó¸½¬
� ¨ª±W¯�ð �|° � ��
 � ³´²¿¬úÀ>«� � «m¨>«�¨ªñòùª²V³ó¸6¨ªñp±WªñK©�²µ³óª«
� ¢ Â�&�Å � Ë6ÓGÂpÓGÅWÂ � Â%&�Ë½ÅWÅ
Å���	�ÅWË½Ä Ê�Å ¢ Â6Ó ��ÅWË½Å 	�ÅWË��¿Á	Ë½Ê�Å £ Ä ¢ Á	Ë £ ÅWË�Â½Á8Ó�Â Õ�£�Ö�¢-Õ Ê�Å(Ë�Äb� ¡ Ã Ã ÖÂ�&�Å �WÁ ¢ #	Å(Ë � Å ¢ �WÅ·Ë ¡ Â½ÅkÁ��+Â%&�Å�Ó%�'&�ÅWÊ�Å �óÐ � Ì � �
� ¢ �WÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½ÓGÄÆ�ÃÅ ¡>¢�£ �TÁ/Ês	�Ë�Å;Ó�Ó�ÄÆ�Ã Å
� ¡ Ó�Å(Ó ¡ Ë�Åe�WÁ ¢ Ó�Ä £ ÅWË½Å £|�#¡ Ó ��ÅWÃÃ ¡ Ó8Ã ¡ Ë � ÅWË Á	Ë"Ó�Ê ¡ ÃÃ Å(Ë � Õ Ês	�Ó"Á��¤Â�&�Å`�WÁ�Å�=-�TÄÅ ¢ Â½Ó(��� ¢Á Õ Ë%Â�Å(ÓGÂ½ÓH��Å]�WÁ	Ês	 ¡ Ë½ÅtÁ	Æ�Â ¡ Ä ¢ Å £y¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã�ÓGÁ/Ã Õ Â½Ä Á ¢ Óc�tÄ Â�&úÂ�&�Å]� ¢ Á�� ¢ú¡>¢#¡ Ã Ö Â½Ä$� ¡ Ã
ÓGÁ/Ã Õ Â½Ä Á ¢ Ó ¡>¢�£ � ¡ Ãb� Õ Ã ¡ Â½Å¥Ë½ÅWÃ ¡ Â½Ä #/Å £ ÄÔÓ%�TË½ÅTÂ�Å

L2
¡	¢�£ Ê ¡ ��Ä Ê Õ Ê

C ¢ Á	Ë½ÊyÓeÁ���Ó�Á	Ã Õ Â�ÄÁ ¢ÅWË½Ë�Á/Ë½Ó(×

‖εw‖C =
max

xi∈ωw̄

|wex(xi, tj) − w
app
i |

max
xi∈ωw̄

|wex(xi, tj)|
, ‖εw‖L2

=

∑

xi∈ωw̄

h|wex(xi, tj) − w
app
i |

max
ωw̄

|wex(xi, tj)|
,

� &�ÅWË½Å
wex ¡	¢�£ wapp

Ó�Â ¡>¢�£ �¿Á/ËtÂ�&�Å ¡>¢�¡ Ã Ö Â�Äb� ¡ Ã ¡>¢�£k¢�Õ Ê�ÅWË½Äb� ¡ ÃeÓGÁ/Ã Õ Â½Ä Á ¢ ÓtË½Å(Ó�	#Å���Ç
Â�Ä$#	ÅWÃ Ö	�-¡>¢�£ w = {u, p, v, s}

���mÅ Õ ÓGÅ Â%&�Å;��ÅWÄ � &-Âc	 ¡ Ë ¡ Ê�ÅWÂ�ÅWË
σ = 0.5 � � & ¡ Â ¡ ÃÃ Á��8Ó

Õ Ó Â�Á�Á/Æ�Â ¡ Ä ¢ Â�&�Å�Ó�Å"�WÁ ¢�£ Á	Ë £ Å(Ë�Á��/�WÁ ¢ #	Å(Ë � Å ¢ �WÅ"Ä ¢ Â�ÄÊ�Å/�
����¨ª¾"î�ñ ¯ � ï|� Á/Ë8Â�&�Å � Ë6ÓGÂ8Â�Å;Ó�Â��¥Å��'&�Á�Á/Ó�ÅDÂ�&�Å`�¿Á	ÃÃ Á��tÄ ¢)� # ¡ Ã Õ Å;Ó8Á��
Â�&�Å��TÁ�Å�=�Ç

�TÄÅ ¢ Â½Ó(×

ν1 = 1, ν2 =
tan( 1

12
) tan( 10π

3
)

8π
≈ 0.0058, k1 = 1,

k2 =
1

8π tan( 1

12
) tan( 10π

3
)
≈ 0.275, a1 = 0, a2 = 0, f(x, t) = 0.

�¤Á-ÓGÄ Â�ÄÁ ¢ Á���Â�&�Å8Ä ¢ Â½ÅWË�� ¡ �TÅ Æ�ÅTÂ\��ÅWÅ ¢ Â\��Á�Ê�Å £ Ä ¡ ÄÓ � Ä #/Å ¢ Æ Ö ζ =
1

6

���X&�Å ¢ Â�&�ÅtÅ	� ¡ ��Â
ÓGÁ/Ã Õ Â½Ä Á ¢ Á�� ¡ 	�Ë½Á	Æ�Ã Å(Ê ÃÄ$�	Å � ÿ�� Î�T� Æ Õ Â�Ä ¢ Â�&�Å � ¡ ÓGÅ·Á��m&�Á/Ê�Á � Å ¢ ÅWÁ Õ Ó�Æ�Á Õ�¢�£�¡ Ë Ö�TÁ ¢#£ ÄòÂ½Ä Á ¢ Ó ¡>¢#£·¡	¢ Á>Â%&�ÅWËtÄ ¢ Ä Â�Ä ¡ ÃG�WÁ ¢�£ Ä Â�ÄÁ ¢ Ó � ÄÔÓ � Ä$#	Å ¢ Æ Ö

p(x, t) =



















cos

(

10π

3

)

sin(0.5x)e−0.25t, x ≤
1

6
,

sin

(

1

12

)

cos
(

4π(1 − x)
)

e−0.25t, x >
1

6
,

u(x, t) =



















−2 cos

(

10π

3

)

cos(0.5x)e−0.25t, x ≤
1

6
,

−
2 cos( 1

12
)

tan( 10π
3

)
sin(

1

12
) sin

(

4π(1 − x)
)

e−0.25t, x >
1

6
.

�X&�Å�Ä ¢ Ä Â�Ä ¡ Ã~�TÁ ¢#£ ÄòÂ½Ä Á ¢ Ó ¡ Ë½Å�� ¡ Ãb� Õ Ã ¡ Â½Å £ �¿Ë�Á/Ê�Â�&�Å ¡ Æ#Á�#/Å`�¿Á/Ë�Ê Õ Ã ¡ Å ¡ Â
t = 0

�3� ¢ Ç
¡ Ã Ö Â½Ä$� ¡ Ã¥Å���	�Ë½Å(Ó½ÓGÄÁ ¢ Óe�¿Á	ËÒÂ�&�Å ��Õ Ä £ #	Å(Ã Á��WÄòÂ Öx¡>¢�£ �¿Á	Ë�Â%&�Å Ó�Â½Ë�Å;Ó�ÓÒÁ��tÂ�&�Å·Ó�Á	ÃÄ £¼¡ Ë�Å
� ¡ Ãb� Õ Ã ¡ Â�Å £ �¿Ë½Á	Ê Â�&�Å+È ¡ Ë%� Ö Ã ¡ � v(x, t) = −k

∂p(x, t)

∂x
¡>¢�£ �¿Ë½Á	Ê Â�&�Å"ÓGÂ�Ë½Å(Ó½ÓGÇÉÓGÂ�Ë ¡ Ä ¢

Ë�Å(Ã ¡ Â�ÄÁ ¢ Ó�&�Ä$	
s(x, t) = ν

∂u(x, t)

∂x

�
�¥Á ¢ #	Å(Ë � Å ¢ �WÅõË�Å;Ó Õ ÃòÂ6Ó ¡ Ë½ÅkÓ Õ Ê�Ê ¡ Ë½Ä �(Å £ Ä ¢ � ¡ Æ�ÃÅ(Ókþ � Ì��
�8Á	Â�Å � Â%& ¡ ÂyÂ%&�Å � Ë½Ä £Ó�Â½Å1	�Ó ¡ Ë�Å £ Å"�WË�Å ¡ Ó�Å £ Ä ¢ Ó Õ �'& ¡ � ¡�Ö	� Â�& ¡ Â ¡ �WÁ ¢ ÓGÂ ¡	¢ Â�# ¡ Ã Õ Å�Á��%Â�&�Ås	 ¡ Ë ¡ Ê�ÅWÂ�Å(Ë

θ



� « ��©�¾�¯W§�³ó¸6¨ªñ �|ªñK©�²µ³óª«�G® � í 
t>§�(¯Wñ ¨ª±6²µ³ó¸W³´²Vù����T©�¨>²V³ó>«�± ÿ>Í �
ÄÓ�	�Ë½Å(Ó�ÅWË%#	Å £ Ä ¢ Â�&�ÅkÅ���	�Ë½Å(Ó½ÓGÄÁ ¢ ζ = xn−0.5 + θh

�%�¥Á ¢ #	Å(Ë � Å ¢ �WÅõË�Å;Ó Õ ÃòÂ6ÓÒÄ ¢ Â%&�Å
Â ¡ Æ�Ã Å;Ó ¡ Ë�Å 	�Ë�Å;ÓGÅ ¢ Â�Å £ �¿Á	Ë�Â\�¥Á�Â�ÄÊ�Å·Ê�Á	Ê�Å ¢ Â6Ó

t = 0.1 ¡>¢#£ t = 1.0
�e�ÉÂ��¿Á	ÃÃÁ��8Ó

�¿Ë�Á/Ê Â%&�Åm	�Ë�Å;ÓGÅ ¢ Â½Å £ Ë½Å(Ó Õ Ã Â½Ó%Â�& ¡ Â%Â�&�ÅWË½Å"ÄÔÓ ¢ ÁÒÆ�Ä � �'& ¡>¢�� Å8Ä ¢ Â�&�Å"ÅWË½Ë½Á	Ë6Ó ¡ Â¥Â�&�Å"Â\�¥Á
Ê�Á ¢ Ä Â�Á	Ë½Å £ Â½Ä Ê�ÅkÃ Å"#	Å(ÃÓ(�e� ��ÄÔÓGÂ�Ä ¢)� Â%&�ÅWÁ/Ë�ÅWÂ�Äb� ¡ Ã¥ÅWË½Ë�Á/Ë�Å(ÓGÂ�ÄÊ ¡ Â½Å(Ó`�¿Á	Ë�Â�&�ÄÔÓ`	�Ë�Á/Æ�Ã Å(Ê
� Ó�ÅWÅ � Å	� � �t� Ì � �¿Á/Ë�Â�&�Å]� ¡ ÓGÅ"Á��G�TÁ ¢ Â�Ä ¢-Õ Á Õ Óc�WÁ�Å�=-�TÄÅ ¢ Â½Ó ��� 	�Ë½Å £ Äb��Â £ Å1	�Å ¢#£ Å ¢ �WÅ"Á���Â%&�Å
ÅWË½Ë�Á/Ë�Á ¢ Â�ÄÊ�Å	�c�X& Õ Ó�Â�&�Å(Ó�Å·Â%&�ÅWÁ/Ë�ÅWÂ�Äb� ¡ Ã¥Å;Ó�Â½Ä Ê ¡ Â½Å(Ó ¡ Ë½Å ÓGÅ"#	ÅWË½ÅWÃ Ö Á�#	Å(Ë�Å;Ó�Â½Ä Ê ¡ Â½Ä ¢��Â�&�ÅDÅ(Ë�Ë½Á	Ë Ä ¢ Á Õ Ë;� ¡ ÓGÅ/�

������� h � 	��M[ L @7L�=KE P
	/A < H :�E C\R E H/A E IKHP8�F E
L2

S H < C @ L18
t = 0.1.

h τ ‖εu‖L2
‖εp‖L2

‖εv‖L2
‖εs‖L2

P��ªP ? P��>P ? ?�Q 7;7(7�|Sµ?;7`?�Q P B(B�p?;? ?�Q P =;?�e?(?`?�Q :(=(R
�|SV? P
P�� @�? P�� @;? ?�Q B(?(9
�|Sµ?(= ?�Q 7T@�=�3SV? P ?�Q P B(=
�|SV? P ?�Q P ?(U
�|SV? P
P��ªP U(? P��>P U;? ?�Q =;U(9
�|Sµ?W@ ?�Q P ?�B��3SV?�7 ?�Q :W9;R
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P�� U(@;? P�� UW@�? ?�Q 7;7(7�|Sµ?;B�?�Q U(=(@
�3SV?(@�?�Q U(=;R
�|SV?(@�?�Q 7(R(9
�|SV?(@
P�� 7;BWU;? P�� 7(B(U(? ?�Q P =;:�|Sµ?(U ?�Q =(R;=�3SV?�B ?�Q U;B;:�|SV?�B ?�Q P 9;B�|SV?�B

������� h�� 	��M[ L @7L�=KE P
	/A < H :�E C\R E H/A E IKH�8�F E
L2

S H < C @ L18
t = 1.

h τ ‖εu‖L2
‖εp‖L2

‖εv‖L2
‖εs‖L2

P��ªP ? P��>P ? ?�Q 7;:WU
�|Sµ? P ?�Q B(B(R�3SV? P ?�Q :W=�:�|SV? P ?�Q 7;:W=
�|SV? P
P�� @�? P�� @;? ?�Q P :W9
�|Sµ?;7�?�Q 7T@�9�3SV?�7 ?�Q =(R;R
�|SV?�7 ?�Q P BWU
�|SV?�7
P��ªP U(? P��>P U;? ?�Q P ?;:�|Sµ?(= ?�Q P B;:��3SV?;= ?�Q 7T@�9
�|SV?;= ?�Q R�:W=
�|SV?(@
P�� U(@;? P�� UW@�? ?�Q U;U;7�|Sµ?;B�?�Q R;:;:��3SV?�B ?�Q P B(R
�|SV?(@�?�Q U;?;:�|SV?�B
P�� 7;BWU;? P�� 7(B(U(? ?�Q @ P =
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�|SV?�B ?�Q =�:WR
�|SV?;U

������� h�� 	�� [ L @7L�=KE P	-A < H :�E C\R E H-A E IKH`8�F E @ L [ I @�>�@ H < C @ LU8
t = 0.1

Q
h τ ‖εu‖c ‖εp‖c ‖εv‖c ‖εs‖c

P��ªP ? P��>P ? ?�Q B P 9�3SV?;7�?�Q 7(7(U
��� ?;?Z?�Q =�7;7���� ?(?Z?�Q P R(U
��� ?;?
P�� @�? P�� @;? ?�Q =;?;U�3SV?;7 ?�Q =;?W@��|Sµ? P ?�Q 9(=;=
�|SV? P ?�Q 7;:(=�3SV? P
P��ªP U;? P��>P U;? ?�Q =;=�:��3SV?(= ?�Q P =(R
�|Sµ?;7 ?�Q @�:(?
�|SV?�7 ?�Q P;P @
�3SV?;7
P�� U(@�? P�� UW@�? ?�Q 7;7W@
�3SV?W@ ?�Q 9(@ P �|Sµ?W@ ?�Q P ?�:�|SV?�7 ?�Q : P 7��3SV?W@
P�� 7;B(U(? P�� 7(B(U;? ?�Q P @ª7��3SV?;B ?�Q B;7(7�|Sµ?;B ?�Q 7WU�7�|SV?;= ?�Q @;@ª7��3SV?;B

� Ë½Á	Ê ¢-Õ Ê�Å(Ë�Äb� ¡ Ã#Å	��	#Å(Ë�ÄÊ�Å ¢ Â½Ó~�¥Å��TÁ ¢ �TÃ Õ�£ ÅtÂ%& ¡ Â £ ÄÔÓ 	�Ã ¡ �TÅWÊ�Å ¢ Â � 	�Ë�Å;Ó�Ó Õ Ë½Å ¡>¢�£Ó�Â½Ë�Å;Ó�Óe�WÁ ¢ #	Å(Ë � Ås�tÄòÂ%& Â�&�ÅkÓGÅ��TÁ ¢�£ Á	Ë £ ÅWËÒÄ ¢ Â½Ä Ê�Å ¡	¢�£ Ó�	 ¡ �WÅyÄ ¢ Æ#Á	Â�&
L2

¡>¢�£ C¢ Á	Ë½ÊyÓW�f�X&�Å ��Õ Ä £ #/ÅWÃÁ
�WÄòÂ Ö �TÁ ¢ #	ÅWË � Å;ÓX�tÄòÂ%&�Ó�Å"�TÁ ¢�£ Á	Ë £ Å(Ë8Ä ¢ L2
¢ Á/Ë�Ê ��¡>¢�£ �tÄ Â�&
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t = 1
Q

h τ ‖εu‖c ‖εp‖c ‖εv‖c ‖εs‖c
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�|SV?�7 ?�Q 7;:(:�|SV?�7
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≈ 0.1601, k1 = 1,
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tan(100 8

15
) tan( 80

3
)
≈ 6.2479 · 10−4, a1 = 0, a2 = 0, f(x, t) = 0.
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 � ³´²´¬�«�õ¨>«�¨>ñKùª²V³ó¸6¨>ñp±Wªñò©�²V³ó>« À>«� � «
� ¢ Â�&�Å�ÓGÅ��TÁ ¢�£ ÓGÅWÂ¥Á�� ¢�Õ Ê�ÅWË½Äb� ¡ Ã#Å���	�ÅWË½Ä Ê�Å ¢ Â6Óc��Å"Ó ¡ Â�ÄÔÓ\� Ö�¡ ÃÃ�Æ#Á Õ�¢�£�¡ Ë Ö �TÁ ¢#£ ÄòÂ½Ä Á ¢ Ó
¡>¢�£ Ä ¢ Ä Â�Ä ¡ Ã �TÁ ¢�£ Ä Â�ÄÁ ¢ Ó~�TÁ/Ë�Ë½Å(Ó�	#Á ¢�£ Ä ¢)� Â½Á�Â�&�Å]�TÁ ¢ Â�Ä ¢-Õ Á Õ Ó¥Ê�Á £ ÅWÃµ�-�pÅTÂ Õ Ó~�WÁ ¢ Ó�Ä £ ÅWË
Â�&�Å � ¡ ÓGÅ~� &�Å ¢ 	#Á/Ë�Å ��Õ Ä £ ÄÔÓ¤Ä ¢ �TÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½Ó�Ä Æ�ÃÅ	�;� ¢ Ó Õ �'&�ÓGÄ Â Õ�¡ Â�ÄÁ ¢ Ä ¢ Ä Â�Ä ¡ ÃÃ Ö Â�&�ÅH� &�Á/Ã Å
#	ÅWË�Â�Äb� ¡ Ã3ÃÁ ¡	£ ÄÔÓtÂ ¡ �/Å ¢ Æ Ö Â%&�Åe	�Á	Ë½Å ��Õ Ä £�¡	¢�£ Â�&�Å(Ë�ÅÒÄÓ ¡ #	Å(Ë Ö Ã Ä ÂGÂ½Ã Å��TÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½Ó�Ä Á ¢Á��|Â�&�Å+Ó�Á	ÄÃ#Ó ¡ Ês	�ÃÅ"ÄÊ�Ê�Å £ Ä ¡ Â�Å(Ã Öy¡ �´Â½ÅWË~	�Ã ¡ �TÄ ¢)� Â%&�Å"ÃÁ ¡/£ ���X&�ÄÓ � Ä$#	Å;Ó
Â�&�Å;�¿Á	ÃÃÁ��tÄ ¢)�Ä ¢ Ä Â�Ä ¡ Ã �TÁ ¢#£ ÄòÂ½Ä Á ¢ Ó(×

p(x, 0) = σ0, u(x, 0) = 0.�X&�Å ¢k£�Õ Ë½Ä ¢)� Â�&�Å �TÁ ¢ Ó�Á	ÃÄ £�¡ Â�ÄÁ ¢ 	�Ë½Á��TÅ;Ó�Ó ��Õ Ä £ 	�Ë½Å(Ó½Ó Õ Ë�Å"ÄÓ £ ÄÔÓ�Ó�Ä$	 ¡ Â½Ä ¢)��¡>¢�£ ÓGÄÊ Õ Ã Ç
Â ¡>¢ ÅWÁ Õ ÓGÃ Ö Å���Å"�TÂ�Ä$#	ÅDÓGÂ�Ë½Å(Ó½Ó Á��pÂ%&�Å�Ó�Á	ÃÄ £ ÄÓ8Ä ¢ �WË�Å ¡ Ó�Ä ¢�� �

�X&�ÅWË½Å%ÄÔÓ ¢ Á]� ¢ Á�� ¢�¡	¢�¡ Ã Ö Â�Äb� ¡ Ã�Ó�Á	Ã Õ Â�ÄÁ ¢ Ä ¢ Â%&�ÄÔÓ � ¡ Ó�Å ¡	¢�£ ��Å%Á ¢ Ã Ö � Õ�¡ Ã Ä Â ¡ Â�Ä$#	ÅWÃ Ö�TÁ	Ês	 ¡ Ë�Å"Á Õ Ë ÓGÁ/Ã Õ Â�ÄÁ ¢ Ó~�tÄòÂ%&õÂ%&�Å�Ë�Å;Ó Õ Ã Â½Ó¥Á��3Á	Â�&�Å(Ë ¡	Õ Â�&�Á	Ë6ÓW���8Á	Â�Å+Â�& ¡ Â ¡ Ã Ãf	 ¡ Ë ¡ Ê�Ç
ÅTÂ�Å(Ë½Ó�Ä ¢ Â�&�Å�Â½Å(ÓGÂ½Ó�Æ�ÅWÃÁ�� ¡ Ë�Å ¢ Á ¢ Ç £ Ä Ê�Å ¢ ÓGÄÁ ¢�¡ Ã ¡>¢�£m¡ ÃÃ
Ë½Å(Ó Õ ÃòÂ6Ó ¡ Ë½Å ¡ ÃÔÓGÁ�	�ÃÁ>ÂGÂ½Å £
¢ Á ¢ Ç £ ÄÊ�Å ¢ Ó�Ä Á ¢�¡ ÃÃ Ö �

����¨ª¾"î�ñ ¯��#ï � ¢ Â�&�ÄÔÓ Â�Å;Ó�Â8Ê ¡ Â�ÅWË½Ä ¡ Ã 	�Ë½Á�	�ÅWË�Â�ÄÅ(Ó�Á�� Ã ¡�Ö ÅWË6Ó ¡ Ë½Å+Â%&�Å �¿Á	ÃÃÁ��tÄ ¢)� ×

k1 = 1.0, k2 = 10.0, ν1 = 1.0, ν2 = 0.1.
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�ÉÂ�Ê�Å ¡>¢ Ó�Â%& ¡ Â Õ 	)	�ÅWËDÃ ¡�Ö Å(Ë�ÄÓ�Â½Å ¢ Â�ÄÊ�Å;Ó�Ã Å;Ó�Ó 	�ÅWË½Ê�Å ¡ Æ�Ã Å � Æ Õ ÂDÂ�Å ¢ Â½Ä Ê�Å;Ó�Ó�Â½Ä���ÅWË;�
� Ä �	Õ Ë�Å�Í"Ó�&�Á��8Ó £ ÄÔÓGÂ�Ë½Ä Æ Õ Â�ÄÁ ¢ ÓeÁ���	�Á	Ë½Åc	�Ë½Å(Ó½Ó Õ Ë�Å ¡>¢�£ Ó�Â½Ë�Å;Ó�ÓpÁ���Â%&�Å¥Ó�Á	ÃÄ £Ò¡ Â £ Ä���ÅWË½Å ¢ Â
Â�ÄÊ�Å%Ê�Á/Ê�Å ¢ Â½Ó(�W�tÅ(Ê�Ä ¢�£ Â%& ¡ Â3Ä ¢ Â�&�ÄÓeÓGÅWÂpÁ�� ¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã>Å	�
	�ÅWË½ÄÊ�Å ¢ Â½Ó|Å	� ¡ ��ÂpÓ�Á	Ã Õ Â�ÄÁ ¢Á��tÂ�&�Å 	�Ë½Á	Æ�Ã Å(Ê ÄÔÓ Õ�¢ � ¢ Á�� ¢ ¡	¢�£ ��Å � ¡>¢¼¢ Á	Â��WÁ	Ês	 ¡ Ë½ÅõÄ Â��tÄ Â�& Á Õ Ë ¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã
Ë�Å;Ó Õ Ã Â½Ó � ��Ås� ¡>¢ Á ¢ Ã Ö�¡	¢�¡ Ã Ö �WÅ�Æ#Å"& ¡ #�Ä Á Õ Ë�Á��%Â%&�Å ¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã�Ó�Á	Ã Õ Â�ÄÁ ¢m£�Õ Ë½Ä ¢�� Â%&�Å
� Ë½Ä £ Â%&�Äb�'�	Å ¢ Ä ¢)� � � Ä �	Õ Ë½ÅÒþ � Ó &�Á��8Ó £ ÄÔÓ 	�Ã ¡ �TÅWÊ�Å ¢ ÂX� ¡ Ã$� Õ Ã ¡ Â�Å £ Á ¢ú£ Ä���ÅWË½Å ¢ Â � Ë�Ä £ Ó ¡ Â
Â�&�Å � ��Å £ Â½Ä Ê�Å·Ê�Á/Ê�Å ¢ Â

t = 0.05 �e¡	¢�£ Â�&�ÅúË ¡ Â�Å·Á��tÂ%&�Å·Ó�ÅTÂ�Â�ÃÅWÊ�Å ¢ Â�Á��tÂ�&�Å·Ó�Á	ÄÃ
Ó Õ Ë�� ¡ �WÅ�Ä ¢ Â�ÄÊ�Å	�

����¨ª¾"î�ñ ¯��/ï � ¢ Â�&�ÄÔÓ�Â�Å(ÓGÂP��Å �'& ¡>¢)� ÅyÂ�&�Å·ÃÁ�� ¡ Â½Ä Á ¢ Á��+Ã ¡�Ö ÅWË6Ó7�¿Ë½Á	Ê Â�&�Å�	�Ë½Å1#�ÄÁ Õ Ó
Å�� ¡ Ês	�ÃÅ	�
�8Á�� Õ 	)	�ÅWËyÃ ¡�Ö ÅWË�ÄÔÓÒÂ½Å ¢ Â�ÄÊ�Å(Ó�Ê�Á	Ë½Å 	�ÅWË½Ê�Å ¡ Æ�Ã Å ¡>¢�£ Â�Å ¢ Â½Ä Ê�Å(Ó�ÃÅ(Ó½Ó
Ó�Â½Ä�� � �mÅ Õ ÓGÅ�Â%&�Å �¿Á	ÃÃÁ��tÄ ¢)� # ¡ Ã Õ Å(Ó Á�� 	 ¡ Ë ¡ Ê�ÅTÂ½ÅWË6ÓW×

k1 = 1.0, k2 = 0.1, ν1 = 1.0, ν2 = 10.0.

��Á	Ê�Å�Ë�Å;Ó Õ ÃòÂ6Ó Á��¤Â�&�ÄÔÓtÅ���	�ÅWË½Ä Ê�Å ¢ Â ¡ Ë�Å 	�ÃÁ>Â�Â�Å £ Ä ¢k� Ä � �3þ/þ	�
È"ÄÔÓ�Â½Ë�ÄÆ Õ Â½Ä Á ¢ Ó Á��/	�Á	Ë½Å�	�Ë�Å;Ó�Ó Õ Ë½Å ¡	¢�£ Ë ¡ Â�Å�Á��
ÓGÅWÂGÂ½Ã Å(Ê�Å ¢ Â8Á	Æ�Â ¡ Ä ¢ Å £ Ä ¢ Â%&�Å7	�Ë½ÅTÇ

#-ÄÁ Õ Ó�Â\�¥Á ¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã
Å	�
	�ÅWË½ÄÊ�Å ¢ Â½Ó ��ÅWË½Ås�WÁ	Ês	 ¡ Ë�Å £ Â�Á�Ë½Å(Ó Õ Ã Â½Ó 	 Õ Æ�Ã ÄÔÓ�&�Å £ Ä ¢ Â%&�Å
	 ¡ 	�ÅWË7�þ	þ �É��¡	¢�£·¡ #/ÅWË Ö � Á�Á £ � Õ�¡ Ã Ä Â ¡ Â�Ä$#	Å ¡�� Ë�Å(ÅWÊ�Å ¢ ÂX� ¡ Ó�Á	Æ�Ó�ÅWË%#	Å £ �



� « ��©�¾�¯W§�³ó¸6¨ªñ �|ªñK©�²µ³óª«�G® � í 
t>§�(¯Wñ ¨ª±6²µ³ó¸W³´²Vù����T©�¨>²V³ó>«�± Ð��	Ð

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

p(x,t)

x

t=0.0005
t=0.005 
t=0.025 
t=0.05  
t=0.1   
t=0.25  
t=0.5   
t=1.0   

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

time

se
ttl

em
et

, %

grid 160x160
grid 40x40  
grid 10x10  

�������tnUh � � 	 � [ L @7L�=KE+B 	 � C E B!B > C E�A IYBJ8!C�I a�> 8�I < HõIKHs8�I @DE � =KE%E 8��¥LWH A CGL18 Em<"E B E 8!8 =KE'@DE H�8<1E 8�F E B < I = B > C E L(A E �bC�I?R(F�8�� Q

�Xz�� �'( (*#/� �
� ¢ Å £ Ä Ê�Å ¢ ÓGÄÁ ¢#¡ Ãs	#Á/Ë�Á�Å(Ã ¡ Ó�Â½Ä$�WÄòÂ Ö 	�Ë½Á	Æ�ÃÅWÊ �tÄ Â�& £ ÄÔÓ%�TÁ ¢ Â½Ä ¢�Õ Á Õ Ó �WÁ�Å�=-�TÄÅ ¢ Â½ÓxÄÔÓ
Ó�Â Õ�£ ÄÅ £ ���8ÁõË½Å"� Õ ÄË�Å(Ê�Å ¢ Â½Ó ¡ Æ#Á Õ Â8Â�&�Å�Ã Á�� ¡ Â�ÄÁ ¢ Á��eÂ%&�Å�Ä ¢ Â½ÅWË�� ¡ �WÅ ¡ Ë½Å7	#Á-ÓGÅ £ � ÄòÂ�ÄÓ �Ä ¢ � Å ¢ ÅWË ¡ Ã �>¢ Á>Â ¡ ÃÄ �	¢ Å £ �tÄòÂ%&õÂ�&�Å � Ë�Ä £�� ��� �1� Õ Ë ¡ Â�Å ��¢ Ä Â�Å�#	Á	Ã Õ Ê�Å £ ÄÓ%�TË½ÅTÂ½Ä � ¡ Â�ÄÁ ¢ ÄÔÓ
£ ÅWË½Ä #/Å £ �-� ¡ Ë½ÄÁ Õ Ó ¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ Ã�Å���	�ÅWË½Ä Ê�Å ¢ Â6Óc�¿Á/Ë¥Â%&�Å �TÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½Ó�Ä Æ�ÃÅ ¡	¢�£ Ä ¢ �WÁ	Ês	�Ë½Å(Ó½Ó�Ç
Ä Æ�ÃÅm� ¡ Ó�Å(Ó ¡ Ë�Å 	�ÅWË��¿Á	Ë½Ê�Å £ Ä ¢ Á	Ë £ ÅWË
Â½Á�Ó�Â Õ�£�Ö�¢�Õ Ê�ÅWË½Ä$� ¡ ÃÃ Ö Â�&�Å]�TÁ ¢ #/ÅWË � Å ¢ �TÅ�Ë ¡ Â�Å8Á��
Â�&�Å £ ÅWË½Ä$#	Å £ Ó��'&�Å(Ê�Åm�¿Á/Ë~# ¡ Ë½ÄÁ Õ ÓH�TÁ/ÊÒÆ�Ä ¢�¡ Â½Ä Á ¢ Ó�Á��3Â�&�Å £ ÄÔÓ%�TÁ ¢ Â½Ä ¢�Õ Á Õ Ó~�WÁ�Å�=-�TÄÅ ¢ Â½Ó(�

� ¢ Â%&�ÅÒÅ	��ÄÓGÂ�Ä ¢)� 	 Õ Æ�Ã Äb� ¡ Â�ÄÁ ¢ Ó ¢ Á £ ÄÓ%� Õ Ó�Ó�Ä Á ¢ ÓtÁ ¢ Â%&�ÅÒÁ/Ë £ ÅWËtÁ��c�WÁ ¢ #	Å(Ë � Å ¢ �WÅ+Á��
Â�&�ÅúÓ%�'&�Å(Ê�Å;Ó �¿Á	Ë�Ó Õ �'& 	�Ë½Á	Æ�Ã Å(Ê�Óe� ¡ Ó �¿Á Õ�¢#£|�e¡	¢�£ Â�&�Å-	 ¡ 	�ÅWË�ÄÔÓ � ÃÃÄ ¢)� Â%&�ÄÔÓ �/¡ 	3�
� ¢�£ ÄÔÓ��WË�ÅWÂ�Å

L2
¢ Á/Ë�Ê ��Å�Á	Æ#ÓGÅ(Ë�#/ÅÒÓGÅ��TÁ ¢�£ Á	Ë £ ÅWË��TÁ ¢ #/ÅWË � Å ¢ �TÅ �¿Á/Ë"Æ ¡ ÓGÄb�e# ¡ Ë½Ä ¡ Æ�ÃÅ(Ó

� 	�Ë½Å(Ó½Ó Õ Ë�Å ¡>¢�£ £ ÄÓ�	�Ã ¡ �WÅWÊ�Å ¢ Â½Ó ���
¡ ÓP��ÅWÃÃ ¡ Ó`�¿Á	Ë ��Õ ��Å;Ó � #	Å(Ã Á��TÄ Â Ö¼¡>¢#£ ÓGÂ�Ë½Å(Ó½Ó � �e� ¢Â�&�Å�Ê ¡ ��ÄÊ Õ Ê ¢ Á/Ë�Ê �� Ë6Ó�Â Á	Ë £ ÅWËX�TÁ ¢ #	ÅWË � Å ¢ �TÅ;�¿Á	ËX#	Å(Ã Á��TÄ Â Ö ÄÓ�Á/Æ�ÓGÅ(Ë�#/Å £|� � &�ÄÃ Å ¡ ÃÃ
Á>Â�&�ÅWË�# ¡ Ë�Ä ¡ Æ�Ã Å;Ó]�WÁ ¢ #	Å(Ë � Åe�tÄòÂ%&�Ó�Å"�WÁ ¢�£ Á	Ë £ ÅWË � Ä ¢�£ Å"	#Å ¢�£ Å ¢ Â½Ã Ö Á���Â�&�Å�ÃÁ�� ¡ Â½Ä Á ¢ Á��
Â�&�ÅDÄ ¢ Â�ÅWË�� ¡ �WÅ	�

+�4�� ; :�� � 3��
	 ��36; 0".
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