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µ	´ Ö º 5�Ó ¿�µ	×	´ Ó º¡¹ Ô Õ Ó(Ô º�²	» 6 ²	º Ó ´/º�¹µ	¸
A

µ	» ÓQ6 µN»6µN¸¸ Ó ¸vº�²�º 5�Ó
z
®Ìµ�	�¹Ø+µN´ Ö

¹ ´ Ö�Ó�6�Ó ´ Ö�Ó ´-º8²98
z.

4,5 ¶�ØÑº 5�ÓG6 »�²�@�¸ Ó ¿k¹ ØÊº�¼Ñ²N® Ö ¹¿ Ó ´�Ø¡¹ ²/´�µN¸

J = IzJ(x, y, t), A = IzA(x, y, t) .

� Ø�ØE¶�¿�¹´�×·º 5 µNºB¿�µ	×	´ Ó º¡¹ Ô ¹ ´ Ö ¶ Ô º�¹ Õ Ó�Ô µ 6 µ Ô ¹ º�Þ�¹Øê×/¹ Õ Ó ´ @-Þ
µ0

µ	´ ÖnÔ ²	´ Ö ¶ Ô º�¹ Õ�¹ º�Þ
@-Þ

γ,
º 5�Ó ¿ªµN×/´ Ó º�¹ Ô Õ Ó:Ô º�²	» 6 ²	º Ó ´/º�¹µ	¸3Ø¡µNº¡¹ Ø O�Ó Ø>À

∆2
A = lz∆

2A(x, y, t) =

{

−µ0lzJ(x, y, t)
¹´�Ø¡¹ Ö�Ó º 5�ÓsÔ ²	´ Ö ¶ Ô º¡²/»

,

0
²	¶�º6ØE¹ Ö�Ó º 5�Ó Ô ²	´ Ö ¶ Ô º�²	» |

4,5�Ó ØE²/¸ ¶�º¡¹²	´·²98vº 5 ¹ Ø Ó;: ¶�µNº¡¹²	´ 5 µ	ØÑº 5�Ó 8¨²	¸¸ ²�¼�¹´�×�8¨²	»�¿



ÚN¬/Ú ������� �	�>�«�

A(x, y, t) =
µ0

2π

∫

S

J(x′, y′, t) ln
1

r
dx′dy′ ,

¼ 5�Ó » Ó
r =

√

(x − x′)2 + (y − y′)2

¹Ø8µ Ö ¹ ØEº�µN´ ÔTÓ @ Ó º�¼ Ó(Ó ´�º 5�Ó Ø¡²	¶�» Ô>Ó.O ¸µ	¿ Ó ´-º
(x′, y′)

µN´ Ö º 5�Ó7O�Ó ¸ ÖK6 ²/¹ ´-º
(x, y).4,5�ÓêÓ ¸ Ó(Ô º�»¡¹ Ô ¹ ´-º Ó ´�Ø¡¹õº�Þ�¹Ø Ô ²	´�Õ Ó ´�¹ Ó ´-º¡¸Þ�8¨²	¶�´ Ö 8¨»�²	¿ À

E = −
∂A

∂t
− grad V.

<«½ | Û ?

I�²	»"Ú�T Ô µ/Ø Ó�Ó;: ¶�µNº¡¹²	´ <«½ | Û ? » Ó(Ö ¶ ÔTÓ ØÑº¡²

E = −
∂A

∂t
.

4,5�Ó ´�º 5�Ó µ9@�²�Õ Ó.6 »�²�@�¸ Ó ¿ ¸ Ó µ Ö Ø�º¡²�ØEÞ�ØEº Ó ¿ ²�8v¹´/º Ó ×/»¡²	® Ö ¹SE Ó » Ó ´-º¡¹ µN¸ Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø7<«Ø Ó>Ó
& ° ( ? Ù�¼ 5 ¹ ÔB5 µ 8�º Ó » Ö ¹ Ø Ô » Ó º¡¹³(µNº¡¹²	´ ×	¹Õ Ó ØÊº 5�Ó µ 626 »¡²
	�¹¿�µNº ÓBÖ ¹ Ø�º�»¡¹ @�¶�º�¹ ²/´�²98¤º 5�Ó Ô ¶�»¡®
» Ó ´/º Ö�Ó ´�Ø¡¹õº�Þ |

� ´ Id¹×	¶�» Ó ß�´�¶�¿ Ó »�¹ Ô µN¸}» Ó Ø¡¶�¸ º�Ø 8¨²	»¦º 5�Ó�Ö ¹ØEº¡»�¹S@�¶�º¡¹²	´�²�8�º 5�Ó·Ô ¶�»�» Ó ´-º Ö�Ó ´#ØE¹ º�Þ
µ�º�º¡¹¿ Ó

t = 0.01 s
µ	» ÓG6 » Ó Ø Ó ´-º Ó(Ö |*4,5�Ó » Ó ¿�µ	¹ ´�¹ ´�× 6 µN»6µN¿ Ó º Ó »6ØÊ²98�º 5�Ó ¿�² Ö�Ó ¸dµN» Ó

º 5�Ó 8¨²	¸¸²�¼�¹ ´�×#À�º 5�Ó ØE¹³ Ó ²�8}º 5�ÓªÔ ²	´ Ö ¶ Ô º¡²/»ê¹Ø
1cm × 1cm

Ù�º 5�Ó�Ô ²	´ Ö ¶ Ô º�¹ Õ�¹ º�Þ
γ =

56MS/m
µN´ Ö º 5�ÓêÔ ¶�»�» Ó ´-º

i(t) = 100t
|&4,5�Ó ´�¶�¿�@ Ó »�²�83» Ó:Ô º6µN´�×/¶�¸µ	»%Ø¡¶2@�Ø Ó(Ô º�¹ ²/´�Ø

∆S
¼Êµ	Ø Ó;: ¶�µ	¸pº¡²â¬-Ú	° Ó ¸ Ó ¿ Ó ´-º�Ø

(Nx = Ny = 25).

�������*�����
	�A D C ø/GIîÌô�ë�GIð-í	ô�GIì:F�ì>ópô�D C ?6í	ë�ë C F�ô%ø C F/î�Gúô��¦ó ì>ë%ô�� @ ý @:@ O"î6ý

�"�>©��N���� � 4,5�Ó µ9@�²�Õ Ó 6 »�²�@�¸ Ó ¿ Ô µN´K@ ÓBÓ 	�º Ó ´ Ö�Ó(Ö 8¨²	»,8 Ó ¼ Ô ²	´ Ö ¶ Ô º�²	»6Ø |
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�A"�� � '&�"��� � '21 / ����� )D+ ����! 1 % '&�"� ����� '	��
 ) %.+�-./0'J1	) % � �"� ) (��

4,5�Ó.6 »¡²C@�¸ Ó ¿ªØ%²�83º 5�Ó75�Ó µ�º Ô ²/´ Ö ¶ Ô º¡¹²	´ªº 5�Ó ²/»¡Þâµ	´ ÖâÖ ¹SE�¶#ØE¹²	´�º 5�Ó ²	»�ÞªµN» Ó ²98d×	» Ó µ�º
¹ ¿ 6 ²	»¡º�µN´ ÔTÓ ¹ ´ º Ó:ÔB5 ´�²/¸ ²/×	Þ�µN´ Ö�Ó ´�×	¹´ Ó>Ó »¡¹´�× Ø Ô ¹ Ó ´ ÔTÓ Ø | 4,5�Ó Ø�µN¿ Ó ¿ªµ�º 5�Ó ¿ªµ�º�¹ Ô µN¸
¿þ² Ö�Ó ¸VÙ ¹ | Ó	| º 5�Ó�6 µN»6µ9@�²	¸¹ Ô ¹´�¹õº�¹µ	¸õ® @�²	¶�´ Ö µN»�Þ�Õ�µ	¸ ¶ Ó 6 »¡²C@�¸ Ó ¿ Ù Ö�Ó Ø Ô »�¹S@ Ó Ø7@�²Nº 5 º 5�Ó
625�Ó ´�²	¿ Ó ´�µ |� ´�¸ Þ�µG8 Ó ¼ ²98vØ¡²	¸¶�º¡¹²	´�Ø�²98 º 5 ²/Ø ÓA6 »�²�@�¸ Ó ¿�Ø�¼ Ó » Ó 8¨²	¶�´ Ö ¹ ´�µN´ Ó 	�µ Ô º
8¨²	»�¿ | � ´þµN´�µ	¸ Þ-º�¹ Ô µN¸/Ø¡²	¸¶�º�¹ ²/´ Ô µ	´Q@ Ó ²�@�º�µN¹´ Ó:Ö ²	´�¸Þ.8¨²	»�´�²Nº¤Õ Ó »¡Þ Ô ²/¿ 6 ¸ Ó 	7@�²	¶�´ Ö ®
µN»�Þ Ô ²/´ Ö ¹ º¡¹²	´�Ø+µN´ Ö 8¨²	»�@�² Ö ¹ Ó Ø+²98}ØE¹¿ 6 ¸ Ó Ø 5 µ 6�Ó Ø"¸ ¹ N Ó » Ó(Ô º�µ	´�×	¸ Ó Ù Ô ¹ » Ô ¸ Ó Ù Ô Þ�¸¹ ´ Ö�Ó »
Ó º Ô	|*4,5�Ó Ø¡²	¸¶�º¡¹²	´#ØÊ²98U@#²	º 5 5�Ó µNº Ô ²/´ Ö ¶ Ô º¡¹²	´�µN´ Ö·Ö ¹SE�¶#ØE¹²	´ 6 »�²�@�¸ Ó ¿ªØ8µ	» Ó ´�²	º"ØE²
Ó µ	Ø¡Þ�º�² O ´ Ö 8¨²	» @�² Ö ¹ Ó Ø¦²�8�¿þ²/» ÓâÔ ²	¿ 6 ¸ Ó 	�Ø 5 µ 6�Ó Ø | � ´mº 5 ²/Ø Ó�Ô µ/Ø Ó Øêº 5�Ó ´-¶�¿ Ó »¡¹ ®
Ô µN¸�²	»êµ 6*6 »¡²
	�¹¿ªµ�º Ó ¿ Ó º 5 ² Ö Ø 5 µ�Õ Ó º�² @ Ó µ 626 ¸¹ Ó(Ö | � ´�º 5 ¹ Ø 6 µ 6�Ó »�¼ Ó » Ó Ø�º�»¡¹ Ô º+º¡²
µ�¿ Ó º 5 ² Ö ²�8+¹´-º Ó ×/»�µ	¸ Ó : ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø>Ù¤¼ 5 ¹ ÔB5 ²�8�º Ó ´ ¹ Ø�¶�Ø Ó(Ö ¹´ º 5�Ó Ó ¸ Ó(Ô º¡»�²	¿ªµN×/´ Ó º�¹ Ô
º 5�Ó ²	»�Þ | I�²	»"º 5�Ó Ø�µ9N Ó ²98%Ø¡¹ ¿ 6 ¸¹ Ô ¹õº�Þ�²/´�¸Þ 5�Ó µ�º Ô ²/´ Ö ¶ Ô º¡¹²	´�º 5�Ó ²/»¡Þ·¹Ø Ô ²	´�Ø¡¹ Ö�Ó » Ó(Ö Ù
@ Ó:Ô µN¶#Ø Ó ¹ º+¹ Ø+» Ó:Ö ¶ ÔTÓ:Ö º¡²�º 5�Ó Ø 6�Ó(Ô ¹µ	¸ Ô ¸µ/Ø¡Ø�²�8}¹ ´-º Ó ×	»6µN¸ Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø8¹´�Ø 6 µ Ô>Ó ®�º¡¹¿ Ó Ù
Ô µN¸¸ Ó(Ö H
²	¸ º Ó »¡»6µ�®�I�» Ó(Ö25 ²	¸¿ ¹ ´-º Ó ×	»6µN¸ Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø &úÚ�Ù�½�ÙvÛ ( | � ´mº 5 ¹ Ø Ø Ó(Ô º¡¹²	´�¼ Ó ¼�¹ ¸¸
6 » Ó Ø Ó ´-º Ô>Ó »¡º�µ	¹ ´·¿ªµ�º 5�Ó ¿ªµ�º�¹ Ô µN¸3¿�² Ö�Ó ¸ ØÊ¹´�º 5�ÓQ5�Ó µ�º Ô ²/´ Ö ¶ Ô º¡¹²	´ ¸ Ó µ Ö ¹ ´�×þº�²�º 5�Ó Ø Ó
¹ ´-º Ó ×	»6µN¸ Ó;: ¶�µNº¡¹²	´�Ø & � ( |

� è
	#è� �¨å�ã>ä���(�då�� �-å�� ã��då��#á�)
�	� � � ���æ�äªç �(������çNä�� � � ä!�����å%�
~8Ó µNº Ô ²/´ Ö ¶ Ô º¡¹²	´ Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´�¹ Ø Ö�Ó�O ´ Ó(Ö @�Þ

∆T −
1

a2

∂T

∂t
= 0,

<«Û | ß ?

¼ 5�Ó » Ó
∆ =

m
∑

j=1

∂2

∂x2
j

Ù
a

¹ØÑµ Ô>Ó »¡º�µ	¹ ´ 625 Þ�ØE¹ Ô µ	¸ Ô ²	´�ØEº�µ	´/º:Ù
T

¿ Ó µ	´�Ø
º Ó ¿ 6�Ó »6µ�º¡¶�» Ó µ�º
º¡¹¿ Ó

t
¹´ 6 ²	¹´/º

x = (x1, x2, . . . , xm), m ≥ 2
²�8¤º 5�Ó Ô ²	´�Ø¡¹ Ö�Ó » Ó(Ö·Ö ²	¿ªµ	¹ ´

D
¼�¹ º 5

@#²/» Ö�Ó »
S

@ Ó ¹´�× Ô ¸ ²-Ø Ó:Ö Ø¡¶�» 8«µ ÔTÓ ²98�º 5�Ó¦Ô ¸ µ	Ø�Ø
C2.{3Ó º�¶�Ø8´�²Nº�¹ Ô>Ó º 5 µ�º"µ�8¨¶�´ Ô º¡¹²	´

w(x, t) = a2(4a2πt)−
m

2 exp

(

−
|x|2

4a2t

)

Ö�ÓPO ´ Ó(Ö 8¨²	»
t > 0

¹ Ø�µ 8¨¶�´ Ö µN¿ Ó ´/º6µN¸vØ¡²	¸¶�º�¹ ²/´�²�8 Ó : ¶#µ�º¡¹²	´ <¨Û | ß ?�|
4,5�Ó#O »6Ø�º3¹´-º Ó »¡´�µ	¸�I�²/¶�»�¹ Ó » � Ø 6 »�²�@�¸ Ó ¿[¹ Øpº¡² O ´ Ö 8¨¶�´ Ô º¡¹²	´

T
Ø�µ�º¡¹ Ø	8¨Þ-¹´�× Ó : ¶#µ�º¡¹²	´

<¨Û | ß ? µ	´ Ö º 5�Ó 8¨²/¸ ¸²�¼�¹ ´�×÷¹´�¹ º¡¹ µN¸ ®�@�²	¶�´ Ö µN»�Þ Ô ²/´ Ö ¹ º¡¹²	´�ØÊ¹´ Ö ²	¿ªµN¹´
Di

Ti(ξ, t) = Ψ(ξ, t),

lim
t→0+

T (x, t) = ϕ(x),

¼ 5�Ó » Ó
Ψ, ϕ

µ	» Ó ×	¹Õ Ó ´ @�²	¶�´ Ö�Ó(Ö µN´ Ö·Ô ²/´/º�¹ ´�¶�²/¶�Ø�8¨¶�´ Ô º¡¹²	´�ØÊ²/´
Di

µN´ Ö
S,

» Ó Ø 6#Ó:Ô ®
º¡¹Õ Ó ¸Þ |

4,5�Ó ´�º 5�Ó º Ó ¿ 6�Ó »6µ�º¡¶�» Ó
T

¹Ø�×/¹ Õ Ó ´ @-Þ 8¨²	»�¿ ¶�¸ µ

T (x, t) =
1

a2

∫

Di

ϕ(y)w(x−y, t) dy+

t
∫

0

∫

S

f(η, τ)
∂

∂nη
w(x−η, t−τ) dSηdτ,

<«Û | Ú ?
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¼ 5�Ó » Ó º 5�Ó¦Ö�Ó ´�Ø¡¹õº�Þ 8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´
f

¹ Ø�µþØ¡²	¸¶�º�¹ ²/´�²�8dº 5�Ó ¹ ´-º Ó ×	»6µN¸ Ó : ¶#µ�º¡¹²	´

f(ξ, t) +

t
∫

0

∫

S

N(ξ, t, η, τ)f(η, τ) dSηdτ = g(ξ, t)

¼�¹õº 5 µ N Ó »�´ Ó ¸
N

²98�º 5�Ó 8¨²/»¡¿

N(ξ, t, η, τ) = 2
∂

∂nη
w(ξ−η, t−τ) =

|ξ − η| cos(ξ − η, ηη)

a2(t − τ)
w(ξ−η, t−τ),

<¨Û | ½ ?

¼ 5�Ó » Ó
ξ − η

¿ Ó µN´�Ø�µþÕ Ó(Ô º�²	»�ØEº�µN»¡º¡¹´�×�µ�ºÊº 5�ÓG6 ²/¹ ´-º
η

µN´ Ö O ´�¹Ø 5 ¹´�×ªµ�ºÊº 5�ÓG6 ²	¹´-º
ξ

µ	´ Ö 8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´
g

¹ ØÊ×	¹Õ Ó ´ @�Þ

g(ξ, t) = 2Ψ(ξ, t) −
2

a2

∫

Di

ϕ(y)w(ξ − y, t) dy.

4,5�Ó�O »�ØEº Ó 	-º Ó »�´�µN¸�I�²/¶�»�¹ Ó » � Ø 6 »¡²C@�¸ Ó ¿ ¸ Ó µ Ö Ø�º¡²þØE²/¸ Õ Ó"Ó : ¶#µ�º¡¹²	´ <¨Û | ß ? ¼�¹ º 5 º 5�Ó
8¨²	¸¸ ²�¼�¹´�× Ô ²	´ Ö ¹õº�¹ ²/´�Ø

Te(ξ, t) = Ψ(ξ, t) t > 0, ξ ∈ S,

lim
t→0+

T (x, t) = ϕ(x),

¼ 5�Ó » Ó
Ψ, ϕ

µ	» Ó º 5�Ó ×/¹ Õ Ó ´ @#²/¶�´ Ö�Ó:Ö µ	´ Ö Ô ²	´-º¡¹´�¶�²	¶#Ø�8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Øê²	´
De

µN´ Ö
S ×

(0,∞)
Ù�» Ó Ø 6�Ó(Ô º¡¹Õ Ó ¸ Þ |

4,5�Ó ´]µ Ø¡²	¸¶�º¡¹²	´a²98þº 5 ¹Ø 6 »¡²C@�¸ Ó ¿ ¹ Ø�×/¹ Õ Ó ´ @-Þ 8¨²	»�¿ ¶�¸ µ <¨Û | Ú ? Ù"¼ 5�Ó » Ó º 5�Ó
Ö�Ó ´�Ø¡¹ º�Þ/®�8¨¶�´ Ô º¡¹²	´·¹Ø Ô µN¸ Ô ¶�¸µNº Ó(Ö 8¨»�²	¿ º 5�Ó 8¨²	¸¸ ²�¼�¹´�×�¹´/º Ó ×/»�µ	¸ Ó : ¶�µ�º�¹ ²/´

f(ξ, t) −

t
∫

0

∫

S

N(ξ, t, η, τ)f(η, τ) dSηdτ = g̃(ξ, t)

¼�¹õº 5
g̃(ξ, t) = −2Ψ(ξ, t) −

2

a2

∫

De

ϕ(y)w(ξ − y, t) dy

µN´ Ö º 5�Ó N Ó »�´ Ó ¸
N

¹ Ø Ö�ÓPO ´ Ó(Ö @�Þ 8¨²	»�¿ ¶�¸µ <¨Û | ½ ?�|

� è�� è�� ��ç�� ���  � �vå�� �-å�� ã���å���á ) ��� � � ä��� ���æ�äªç�� ������çNä!�
�(� ä�����#å%�

��Ó(Ô ²	´ Ö ¹ ´-º Ó »¡¹²	»#I�²	¶�»�¹ Ó » � Ø 6 »¡²C@�¸ Ó ¿ 8¨²	» Ó : ¶#µ�º¡¹²	´K<¨Û | ß ? ¹ Ø Ö�ÓPO ´ Ó(Ö @�Þêº 5�Ó 8¨²	¸¸²�¼�¹ ´�×
@#²/¶�´ Ö µ	»¡Þ-®Ì¹ ´�¹ º¡¹ µN¸ Ô ²	´ Ö ¹õº�¹ ²/´�Ø

(

∂T

∂nξ

)

i

(ξ, t) = Ψ(ξ, t) t > 0, ξ ∈ S,

lim
t→0+

T (x, t) = ϕ(x),
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¼ 5�Ó » Ó
ϕ, Ψ

µN» Ó º 5�Ó ×/¹ Õ Ó ´ @�²	¶�´ Ö�Ó(Ö µN´ Ö�Ô ²	´-º�¹ ´�¶�²/¶�Ø#8¨¶�´ Ô º¡¹²	´#Ø�²/´
Di

Ù
S

Ù�» Ó Ø 6#Ó:Ô ®
º¡¹Õ Ó ¸Þ | � º8¸ Ó µ Ö ØÑº¡²�º 5�Ó 8¨²	¸¸²�¼�¹ ´�×�Ø¡²	¸¶�º¡¹²	´

T (x, t) =
1

a2

∫

De

ϕ(y)w(x − y, t)dy +

t
∫

0

∫

S

f(η, τ)w(x − η, t − τ) dSηdτ.
<«Û | Û ?

4,5�ÓBÖ�Ó ´�Ø¡¹ º�Þ/®�8¨¶�´ Ô º¡¹²	´
f

¹ Ø�µªØ¡²	¸¶�º¡¹²	´·²98dº 5�Ó ¹´-º Ó ×/»�µ	¸ Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´

f(ξ, t) −

t
∫

0

∫

S

N∗(ξ, t, η, τ)f(η, τ) dSηdτ = k(ξ, t)

¼�¹õº 5

N∗(ξ, t, η, τ) = 2
∂

∂nξ
w(ξ − η, t − τ) =

|ξ − η| cos(η − ξ, ηξ)

a2(t − τ)
w(ξ − η, t − τ),

<«Û | ° ?
µN´ Ö

k(ξ, t) = −2Ψ(ξ, t) +
2

a2

∫

De

ϕ(y)
∂

∂nξ
w(ξ − y, t) dy.

4,5�Ó Ø Ó(Ô ²	´ ÖêÓ 	-º Ó »�´�µN¸�I�²/¶�»�¹ Ó » � Ø 6 »�²�@�¸ Ó ¿ Ô ²	´�Ø¡¹ØEº�Øvº¡² O ´ Ö º 5�Ó ØE²/¸ ¶�º�¹ ²/´B²98 Ó : ¶�µ�®
º¡¹²	´ <¨Û | ß ? ¼�¹ º 5 º 5�Ó @#²/¶�´ Ö µ	»¡Þ-®Ì¹ ´�¹õº�¹µ	¸ Ô ²	´ Ö ¹õº�¹ ²/´�ØÊ¹ ´ Ö ²/¿ªµN¹´

De

(

∂T

∂nξ

)

e

(ξ, t) = Ψ(ξ, t) t > 0,

lim
t→0+

T (x, t) = ϕ(x),

¼ 5�Ó » Ó
ϕ, Ψ

µN» Ó N�´�²�¼�´÷×	¹Õ Ó ´Q8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Ø | 4,5�Ó ´�µ+Ø¡²	¸¶�º¡¹²	´ ²98�º 5 ¹ØU@�²	¶�´ Ö µN»�Þ-®�¹´�¹ º¡¹ µN¸
Õ�µ	¸ ¶ Ó�6 »�²�@�¸ Ó ¿ ¹ Ø Ö�ÓPO ´ Ó(Ö @�Þ�8¨²	»�¿ ¶�¸µ <«Û | Û ? ¼�¹õº 5 º 5�Ó�Ö�Ó ´�Ø¡¹õº�Þ-®�8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Ø�µ�º¡¹ Ø	8¨Þ-¹´�×
º 5�Ó ¹´-º Ó ×/»�µ	¸ Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´

f(ξ, t) +

t
∫

0

∫

S

N∗(ξ, t, η, τ)f(η, τ) dSηdτ = k̃(ξ, t)

¼�¹õº 5
k̃(ξ, t) = 2Ψ(ξ, t) −

1

a2

∫

De

ϕ(y)
∂

∂nξ
w(ξ − y, t) dy

µN´ Ö º 5�Ó N Ó »�´ Ó ¸
N∗

¹Ø Ö�ÓPO ´ Ó:Ö @-Þ <¨Û | ° ?T|

�,"�� - � � ( 1	/ � � � � '���)D+ # ) ( $&% '���� ( � �����,- � '213) % 1 %
	�
 �#/ � � � 1 � �

4,5�Ó}Ô ¶�»�» Ó ´-º Ö�Ó ´#ØE¹ º�Þ 6 »�²�@�¸ Ó ¿�Ø3¼ Ó » Ó » Ó(Ö ¶ Ô>Ó(Ö º¡²Êº 5�Ó Ø¡Þ�Ø�º Ó ¿P²�8-¹´-º Ó ×	»�²N® Ö ¹FE Ó » Ó ´-º�¹µ	¸
Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø�²98�º 5�Ó I�» Ó:ÖJ5 ²	¸¿wº�Þ 6#Ó Ù3¼ 5 ¹ ÔB5 µ98�º Ó » Ö ¹Ø Ô » Ó º�¹ ³:µ�º¡¹²	´n¹´�º�¹ ¿ Ó ×	¹Õ Ó Ø"º 5�Ó



ÚN¬	¬ ������� �	�>�«�

ØEÞ�ØEº Ó ¿_²988µ	¸ × Ó @�»6µN¹ ÔþÓ;: ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø &ú° ( | � º÷¹Ø 6 ²-Ø¡Ø¡¹S@�¸ Ó º�²�» Ó(Ö ¶ Ô>Ó º 5�Ó ¿ªµ�º 5�Ó ¿ªµ�º�¹ Ô µN¸
¿þ² Ö�Ó ¸p¹ ´�º 5�ÓêÔ ¶�»�» Ó ´-º Ö�Ó ´�Ø¡¹õº�Þþº¡²÷º 5�Ó 8¨²/¸ ¸²�¼�¹ ´�×¦¹ ´-º Ó ×	»6µN¸ Ó;: ¶�µNº¡¹²	´�Ø%¹ ´·Ø 6 µ ÔTÓ ®Vº�¹ ¿ Ó

u(x, t) = f(x, t) +

t
∫

0

∫

M

k(x, t, y, s)u(y, s) dyds.

4,5 ¹Ø Ó;: ¶�µNº¡¹²	´ µ	»¡¹ Ø Ó µN¸ ØE²�¹´�º 5�Ó ¿ªµNº 5�Ó ¿�µNº¡¹ Ô µ	¸%¿�² Ö�Ó ¸Ñ²98�º 5�Ó 5�Ó µ�º¡® Ô ²	´ Ö ¶ Ô º�¹ ²/´
º 5�Ó ²	»�Þ |

� ´�º 5 ¹ØêØ Ó(Ô º�¹ ²/´�¼ Ó÷Ô ²/´�Ø¡¹ Ö�Ó »"º 5 µ�ºê¹´/º Ó ×/»�µ	¸ Ó;: ¶�µNº¡¹²	´ ¹ ´nØ 6 µ ÔTÓ ®Vº�¹ ¿ Ó Ù�¼ 5�Ó » Ó
f¹Øªµn×	¹Õ Ó ´ 8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´ ¹´ Ö ²	¿ªµN¹´

D = M × [0, T ]
<
M

¹ Øªµ Ô ²	¿ 6 µ Ô ºªØE¶*@�Ø Ó ºâ²98
m

® Ö ¹¿ Ó ´�Ø¡¹ ²/´�µN¸ ¾ ¶ Ô ¸¹ Ö�Ó µN´�Ø 6 µ ÔTÓ ? µN´ Ö
u

¹ Ø8¶�´2N�´�²�¼�´ 8¨¶�´ Ô º¡¹²	´�¹´
D

| 4,5�Ó ×	¹Õ Ó ´
N Ó »�´ Ó ¸

k
¹ Ø Ö�Ó�O ´ Ó(Ö ¹´ Ö ²	¿ªµN¹´

Ω = {(x, t, y, s) : x, y ∈ M, 0 ≤ s ≤ t ≤ T}.

� ¶�¿ Ó »�¹ Ô µN¸ ¿ Ó º 5 ² Ö Ø 8¨²/»Êº 5�Ó Ø ÓBÓ : ¶#µ�º¡¹²	´#Ø�¼ Ó » Ó76 » Ó Ø Ó ´-º Ó:Ö ¹´ 6 µ 6�Ó »6Ø & Ú�Ù#½�Ù�Û ( |
� ´�º 5�Ó ´ Ó 	-º8Ø Ó(Ô º¡¹²	´ ¼ Ó76 »�² 6 ²/Ø Ó µ÷´ Ó ¼[´-¶�¿ Ó »¡¹ Ô µ	¸ ¿ Ó º 5 ² Ö 8¨²/» Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´

u = f + Ku,

¼ 5�Ó » Ó

(Ku)(x, t) =

t
∫

0

b
∫

a

k(x, t, y, s)u(y, s) dyds.

� è
	#è��êå%��ã����pä(æ�ä�� � � ����ä��� � �/ä��� �
I�»�²	¿*µ·´�¶�¿ Ó »�¹ Ô µN¸ 6 ²	¹´/º¦²�8�Õ�¹ Ó ¼sº 5�Ó ¿ Ó º 5 ² Ö ²�8ÊØ¡¶ Ô(ÔTÓ Ø�Ø¡¹ Õ Ó µ 626 »�²
	�¹¿ªµ�º�¹ ²/´�Ø"¹ Ø
´�²Nº Ó��âÔ ¹ Ó ´/º |*4,5�Ó ´·¼ ÓBÔ µ	´�¹´-º¡»�² Ö ¶ ÔTÓ Ø¡²	¿ Ó�Ô ²	»�» Ó:Ô º�¹ ²/´�Ø�º¡²�²�@�º6µN¹´�º 5�Ó 8¨²	¸¸²�¼�¹ ´�×
¿ Ó º 5 ² Ö

uk = f + K(uk−1 + cn),
¼ 5�Ó » Ó

cn
Ô µN´K@ Ó¦Ö�ÓPO ´ Ó:Ö ¹ ´ Õ�µN»�¹ ²/¶�ØÑ¼Ñµ�Þ�Ø |

L Ó » Ó ØEº¡»�¹ Ô ºÑ²/¶�» 6 » Ó Ø Ó ´-º�µNº¡¹²	´�º¡²�º 5�Ó 8¨²	¸¸ ²�¼�¹´�×þ¹ ´-º Ó ×	»6µN¸ Ó : ¶#µ�º¡¹²	´

u(x, t) = f(x, t) +

t
∫

0

b
∫

0

k(x, t, y, s)u(y, s) dyds,
<�° | ß ?

¼ 5�Ó » Ó º 5�Ó ×	¹Õ Ó ´ 8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Ø
f

µN´ Ö
k

µ	» Ó�Ö�Ó�O ´ Ó(Ö ¹´ Ö ²	¿ªµN¹´�Ø
D = [a, b] × [0, T ]µN´ Ö

Ω = {(x, t, y, s) : a ≤ x, y ≤ b, 0 ≤ s ≤ t ≤ T}.
L Ó Ø Ó>Ó N�µ 626 »¡²
	�¹¿�µNº Ó ØE²/¸ ¶�º¡¹²	´·²98 Ó : ¶�µ�º�¹ ²/´ <�° | ß ? ¹´�º 5�Ó 8¨²	¸¸ ²�¼�¹´�× 8¨²	»�¿

uk(x, t) = f(x, t) +

t
∫

0

b
∫

0

k(x, t, y, s)
[

uk−1(y, s) + pn
k (y, s)

]

dyds, k = 1, 2, 3, . . .

<�° | Ú ?
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¼ 5�Ó » Ó

pn
k (x, t) =

n
∑

j=0

ajk(t)ϕj(x),
<�° | ½ ?

u0
¹ ØâµN´�Þ 8¨¶�´ Ô º¡¹²	´ Ö�Ó�O ´ Ó:Ö ²/´ ¹´-º Ó »¡Õ�µN¸

[a, b] × [0, T ]
µN´ Ö

ϕj
µN» Ó ØE²/¿ Ó @�µ/ØE¹ Ø

8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Ø |�� ´2N�´�²�¼�´ Ô ² Ó �ªÔ ¹ Ó ´-º�Ø
ajk

Ø¡µNº¡¹ Ø38¨Þ�º 5�Ó 8¨²/¸ ¸²�¼�¹ ´�× Ô ²	´ Ö ¹ º¡¹²	´#Ø>À

pn
k (xj , t) = ∆uk(xj , t), k = 1, 2, . . . ,

<V° | Û ?
¼ 5�Ó » Ó

∆uk(xj , t) = uk(xj , t) − uk−1(xj , t), j = 0, 1, . . . , n,
µN´ Ö

xj
µN» ÓêÔ ²	¸¸² Ô µ�º�¹ ²/´ 6 ²	¹´/º6Ø8Ø¡¶ ÔB5 º 5 µ�º

ϕi(xj) =

{

1,
8
or i = j,

0,
8
or i 6= j.

VÑµ/ØE¹ Ø 8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Ø
ϕi, i = 0, 1, . . . , n

Ô µN´ @ Ó�Ö�Ó�O ´ Ó(Ö µ	Ø { µ	×	»6µN´�× Ó 8¨¶�´ Ö µ	¿ Ó ´-º�µ	¸
6 ²/¸ Þ�´�²/¿þ¹ µN¸ Ø

li(x) =
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

I�»�²	¿ <�° | ½ ? µN´ Ö <�° | Û ? ¼ Ó × Ó º

pn
k (xj , t) = ajk(t).

4,5�Ó ´

pn
k (x, t) =

n
∑

j=0

pn
k (xj , t)ϕj(x)

¹Ø¦µ Ô ²	¸¸² Ô µ�º�¹ ²/´ 6 ²	¸Þ�´�²	¿�¹ µN¸}²�8�º 5�Ó�{ µ	×	»6µN´�× Ó º�Þ 6�Ó ¼�¹ º 5 » Ó Ø 6#Ó:Ô ºBº¡²�Õ�µ	»¡¹ µ9@�¸ Ó
x8¨²	»8µN¸¿�²/ØEº Ó Õ Ó »¡Þ

t ∈ [0, T ].
I�»�²	¿ <�° | ½ ? Ù <�° | Û ? µ	´ Ö <�° | ß ? ¼ Ó × Ó º

ajk(t) = gjk(t) +

t
∫

0

b
∫

a

k(xj , t, y, s)pn
k (y, s) dyds,

¼ 5�Ó » Ó

gjk(t) =

t
∫

0

b
∫

a

k(xj , t, y, s)
[

uk−1(y, s) − uk−2(y, s) − pn
k−1(y, s)

]

dyds.

� ´/º�»¡² Ö ¶ Ô ¹´�×þº 5�Ó ´�²	º�µNº¡¹²	´

cij(t, s) =

b
∫

a

k(xj , t, y, s)ϕi(y) dy

¼ Ó ²�@�º6µN¹´�º 5�Ó ØEÞ�ØEº Ó ¿g²�8}¸ ¹´ Ó µN»�¹ ´-º Ó ×	»6µN¸ Ó;: ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø8²�8
º 5�Ó H
²	¸ º Ó »¡»6µ�º�Þ 6�Ó ²98
º 5�Ó
Ø Ó:Ô ²	´ Ö N�¹´ Ö



ÚN¬ � ������� �	�>�«�

ajk(t) = gjk(t) +

n
∑

i=0

t
∫

0

cij(t, s)aik(s) ds
<V° | ° ?

¼�¹õº 5 ¶�´2N�´�²�¼�´ 8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Ø
a0k, a1k, a2k, . . . , ank

µ	´ Ö ×/¹ Õ Ó ´
g0k, g1k, g2k, . . . , gnk,

cij , i, j = 0, 1, . . . , n.
{vÓ º8¶�Ø�¹´-º¡»�² Ö ¶ ÔTÓ ´�²	º�µNº¡¹²	´3À

kn(x, t, y, s) =

n
∑

j=0

k(xj , t, y, s)ϕj(x),

¼ 5�Ó » Ó76 ²/¹ ´-º�Ø
xj (j = 0, 1, . . . , n)

µ	» Ó ³ Ó »¡²-ØÊ²98¤ØE²/¿ Ó ²/»Eº 5 ²	×/²	´�µ	¸ 6 ²	¸Þ�´�²	¿�¹ µN¸ Ø |
{3Ó º

R
@ Ó µ�Ø 6 µ Ô>Ó ²�8vº 5�Ó¦Ò ¹ Ó ¿ªµN´�´ ¹´-º Ó ×/»�µ�@�¸ Ó 8¨¶�´ Ô º¡¹²	´#Ø�²	´

D
¼�¹ º 5 µþ´�²/»¡¿

‖u‖R = sup
(x,t)∈D

{|u(x, t)|}.

{3Ó º
w(x)

@ Ó µ�@�²	¶�´ Ö�Ó(Ö µN´ Ö 6 ²-ØE¹ º¡¹Õ Ó ¼ Ó ¹× 5 ºE®�8¨¶�´ Ô º¡¹²	´3Ù-º 5�Ó ´
L2

w

Ù
L2 µN» Ó Ø 6 µ Ô>Ó Ø

6 »¡²�Õ�¹ Ö�Ó(Ö ¼�¹õº 5 º 5�Ó ´�²	»�¿�Ø

‖u‖L2
w

=





T
∫

0

b
∫

a

|u(x, t)|2w(x) dxdt





1/2

, ‖u‖L2 =





T
∫

0

b
∫

a

|u(x, t)|2 dxdt





1/2

.

�"�>©��N����� � & Ú ( � ´/º Ó ×/»�µ	¸ Ó : ¶�µ�º�¹ ²/´ <V° | ß ?�5 µ	Ø�µ÷¶�´�¹ : ¶ Ó ØE²/¸ ¶�º�¹ ²/´ 8¨²/»
g ∈ R(D)

µ	´ Ö
k ∈ C(Ω)

²98�º 5�Ó 8¨²/»¡¿

u(x, t) = g(x, t) +

t
∫

0

b
∫

a

r(x, t, y, s)g(y, s) dyds,

r(x, t, y, s) =

∞
∑

n=1

k(n)(x, t, y, s),

¼ 5�Ó » Ó ¹õº Ó »6µ�º Ó:Ö N Ó »�´ Ó ¸ Ø�µN» ÓêÖ�ÓPO ´ Ó(Ö ¹ ´·º 5�Ó 8¨²	¸¸ ²�¼�¹´�×þ¼Ñµ�ÞpÀ

k(n)(x, t, y, s) =

t
∫

0

b
∫

a

k(x, t, z, w)k(n−1)(z, w, y, s) dzdw,
8
or n = 2, 3, . . .

k(1)(x, t, y, s) = k(x, t, y, s).

� ��� � æ 	�è & � ( £¨�
u(x) ∈ R[a, b],

�����T�

‖pnu − u‖ =
[

b
∫

a

|pnu(x) − u(x)|2w(x)dx
]1/2

→ 0
�T���

n → ∞,

� ���>�¡�
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pnu(x) =
n

∑

i=0

u(xi)ϕi(x)

� �n���[�������T������������«�������N�I�����N©÷�«�N�¦�����¨��� � �> 	�¡�N�- -��������� � �����`����� ���p���V�
xi, i =

0, 1, . . . , n � �T���� +�:�>�¡���8�����>��©ª�"�N�������¡ -���p���������I���p��©þ�«���ú� � ���¨�þ�¨��� � �T�õ ������I�6¥����>�V�«�N�
w(x)

���
[a, b]

���� � �> 	�¡���� /� � ����� �}�6¥����>�V�«�N���
ϕi(x).

������#å��	� 	#è � �>�%�¨�����T����� � � ���- �������¥�©������«�����
�	�
���N�����V�

xj(i = 0, 1, 2, . . . , n)
�N�¡���:�T�¡���������N�[�����¨���� -�����N�������õ������©þ�«���I� � �����

� �T�õ ������I�6¥����>���«���
w(x)

���
[a, b],

� � ∆uk
� � � �+�«�T©ª���#���������Ì N�¡� � ��%�6¥��p�T���«��� ���

D
���¡�¦�>����� ��Ñ� � � �p���>�

‖pn
k − ∆uk‖L2

w
→ 0 if n → ∞,

� ���>�¡�

pn
k (x, t) =

n
∑

i=0

∆uk(xi, t)ϕi(x)

� �¦�N�����#�Ì�>�����N� �����«���������I���p��©þ�«���}���ê�¨��� � �( N�����- -�÷�V����� � �������¡�T�����6�T���Ì�â���N���«� � � � x
� ¥����I�����������
�N���N�«�

xi
��� �ª�¨��� � ����� �}�6¥����>�V�«�N���

li(x), i = 0, 1, 2, . . . , n.

�Ñ�¡�:��� � VÑÞâ¸ Ó ¿�¿ªµ÷¼ Ó ²�@�º�µN¹´

‖pn
k (·, t) − ∆uk(·, t)‖ → 0 if n → ∞

8¨²	»8µ	¸ ¿�²/ØEº Ó Õ Ó »�Þ
t ∈ [0, T ].

� ´/º�»¡² Ö ¶ Ô ¹´�×þº 5�Ó ´�²	º�µNº¡¹²	´

‖pn
k (·, t) − ∆uk(·, t)‖2 = W 2

n(t),

¼ Ó × Ó º

W 2
n(t) =

b
∫

a

|pn
k (x, t) − ∆uk(x, t)|2w(x) dx → 0,

¹S8
n → ∞

4,5�Ó ´ <«Ø Ó>Ó & � ( ?

T
∫

0

W 2
n(t) dt =

T
∫

0

b
∫

a

|pn
k (x, t) − ∆uk(x, t)|2w(x) dxdt → 0,

µN´ Ö
‖Wn‖

2
L2 = ‖pn

k − ∆uk‖
2
L2

w

→ ∞ for n → ∞.
~8Ó ´ ÔTÓ

‖pn
k − ∆uk‖

2
L2

w

→ 0 if n → ∞.

�
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������#å��	� � è £¨�
u ∈ R(D)

�N��

C = sup
(x,t)∈D

t
∫

0

b
∫

a

|k(x, t, y, s)|2

w(y)
dyds < ∞,

�����T�
qn =

KnM

1 − MKn

n→∞
−−−−→ 0,

� ���>�¡�
M = 1 + N

��� �

N =

T
∫

0

b
∫

a

t
∫

0

b
∫

a

|r(x, t, y, s)|2

w(y)
w(x) dydsdxdt,

Kn =

T
∫

0

b
∫

a

t
∫

0

b
∫

a

|kn(x, t, y, s) − k(x, t, y, s)|2

w(y)
w(x) dydsdxdt,

���� �¨�����>���T¥��>���6�
{uk}

�/� �%��� � � �þ�T����©þ¥�� ����� �  �n�Ì�>����â�Ì��¥������>¥����>���I¥����«���`���
���>¥������«������� � �	�	�%©ª�������N���>�6¢%�¨�����T����� � � ���- ��T���V��©ª�������

a) ‖uk − u‖R ≤ Cqk−1
n ‖V1‖L2

w
, b) ‖uk − u‖L2

w
≤ Lqk−1

n ‖V1‖L2
w

����� ��¢ � ���T���

L =

T
∫

0

b
∫

a

t
∫

0

b
∫

a

|k(x, t, y, s)|2

w(y)
w(x) dydsdxdt.

��
 �/ä:ç% ���8ä!�� �då�� � ��è I�»�²	¿ º 5�ÓG6 » Ó Ø Ó ´-º Ó:Ö ¿ Ó º 5 ² Ö ¼ Ó × Ó º

pn
k (x, t) =

t
∫

0

b
∫

a

kn(x, t, y, s)
[

uk−1(y, s)−uk−2(y, s)+pn
k (y, s)−pn

k−1(y, s)
]

dyds.

� 8�º Ó »"Ø¡²	¿ ÓBÔ µN¸ Ô ¶�¸µNº¡¹²	´�ØÑ¼ Ó¦Ô µN´ 6 »�²�Õ Ó º 5 µNº
Vk

Ö�Ó�O ´ Ó(Ö @�Þâº 5�Ó 8¨²	»�¿ ¶�¸ µ

Vk(y, s) = u(y, s) − uk−1(y, s) − pn
k (y, s), k = 1, 2, . . .

<V° | ¬ ?

Ø¡µNº¡¹ Ø O�Ó ØÑº 5�Ó H
²/¸õº Ó »�»�µN® I�» Ó:ÖJ5 ²/¸ ¿ ¹´/º Ó ×/»�µ	¸ Ó : ¶�µ�º�¹ ²/´

Vk(x, t) = gk(x, t) +

t
∫

0

b
∫

a

k(x, t, y, s)Vk(y, s) dyds,

¼ 5�Ó » Ó
gk

¹ Ø�×	¹Õ Ó ´ @�Þâº 5�Ó 8¨²	»�¿ ¶�¸µ

gk(x, t) =

t
∫

0

b
∫

a

[

kn(x, t, y, s) − k(x, t, y, s)
] [

Vk(y, s) − Vk−1(y, s)
]

dyds.
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V�Þ Ò�Ó ¿ªµN» Nþ½¦º 5�Ó ØE²/¸ ¶�º¡¹²	´â²�8 º 5�Ó µ9@�²�Õ Ó8Ó : ¶�µ�º�¹ ²/´ Ô µN´ @ ÓêÖ�Ó Ø Ô »�¹ @ Ó:Ö ¹ ´âº 5�Ó 8¨²	»�¿

Vk(x, t) = gk(x, t) +

t
∫

0

b
∫

a

r(x, t, y, s)gk(y, s) dyds,

º 5�Ó ´
‖Vk‖L2

w
≤ ‖gk‖L2

w
(1 + N).

~8Ó ´ ÔTÓ ¼ Ó × Ó ºÊº 5�Ó 8¨²	¸¸ ²�¼�¹´�× Ó ØEº¡¹¿ªµ�º Ó Ø

‖gk‖L2
w
≤

(

‖Vk‖L2
w

+ ‖Vk−1‖L2
w

)

Kn, ‖Vk‖L2
w
≤ qn‖Vk−1‖L2

w
.

V�Þâº 5�Ó ¿ªµ�º 5�Ó ¿ªµNº¡¹ Ô µN¸ ¹´ Ö ¶ Ô º¡¹²	´ ¼ Ó ²�@�º6µN¹´

‖Vk‖L2
w
≤ qk−1

n ‖V1‖L2
w
.

<�° | � ?
4,5�Ó¦Ô ²/´-Õ Ó »�× Ó ´ ÔTÓ ²98vº 5�Ó ¿ Ó º 5 ² Ö 8¨²/¸ ¸²�¼8Ø 8¨»�²	¿ 4,5�Ó ²	» Ó ¿lß/ÙJ@ Ó:Ô µ	¶�Ø Ó

‖kn − k‖L2

n→∞
−−−−→ 0.

L Ó × Ó ºBº 5�Ó�Ó Ø�º�¹ ¿ªµNº Ó Ø÷µ ? ÙM@ ? @�ÞmØE¶*@�º¡»6µ Ô º¡¹²	´ <V° | ß ? µN´ Ö <�° | Ú ? µ	´ Ö ¶�Ø¡¹ ´�× <V° | ¬ ?�|
4,5�Ó ´

|uk(x, t) − u(x, t)| =
∣

∣

∣

t
∫

0

b
∫

a

k(x, t, y, s)Vk(y, s) dyds
∣

∣

∣.

I�»�²	¿ º 5�Ó VÑ¶�´�¹ µ9N	²�¼8Ø N�¹ 	 ��ÔB5 ¼Ñµ	»¡³�¹´ Ó : ¶#µN¸¹õº�Þâ¼ Ó ²�@�º6µN¹´

‖uk − u‖R ≤ C‖Vk‖L2
w
, ‖uk − u‖L2

w
≤ L‖Vk‖L2

w
.

V�Þ <V° | � ? ¼ Ó75 µ�Õ Ó�Ó ØEº¡¹¿ªµ�º Ó Ø�µ ? µ	´ Ö @ ? Ù�» Ó Ø 6�Ó(Ô º�¹ Õ Ó ¸Þ |

�," � - � � (*1	/ � ����� 
 � ( 1 � �M%�' !

� ´÷º 5�Ó,6 » Ó Ø Ó ´-º Ó:Ö ¿ Ó º 5 ² Ö º 5�Ó�Ô ²/»¡» Ó(Ô º¡¹²	´�Ø
pn

k

µN» Ó�Ö�Ó º Ó »�¿�¹ ´ Ó:Ö 8¨»�²	¿ º 5�Ó Ø¡Þ�Ø�º Ó ¿ ²�8
H
²	¸ º Ó »�»6µ¦¹´/º Ó ×/»�µ	¸ Ó : ¶�µ�º�¹ ²/´�Ø.<�° | ° ?T| � ´âº 5�ÓêÔ ²	¸¸ ² Ô µ�º¡¹²	´�®�¹ º Ó »�µNº¡¹Õ Ó ¿ Ó º 5 ² Ö <VØ Ó(Ó & Û ( ?
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δ
²98vº 5�Ó Ø¡²	¸¶�º¡¹²	´ µ�º 6 ²	¹´-º�Ø

tj
µN´ Ö

xj
À

δ =
∣

∣

∣

uk(xi, tj) − u(xi, tj)

u(xi, tj)

∣

∣

∣.

~8Ó » Ó
n+1

¿ Ó µN´#Ø%µB´�¶�¿�@ Ó »%²98 @�µ/ØE¹ Ø#8¨¶�´ Ô º�¹ ²/´�Ø�µ	´ Ö
k

¹Ø�µB´�¶�¿ @ Ó »�²983¹ º Ó »�µNº¡¹²	´�Ø |
I�¶�´ Ö µN¿ Ó ´-º�µ	¸ { µ	×	»6µN´�× Ó�6 ²	¸Þ�´�²	¿�¹ µN¸ ØÑµ	» Ó ¶�Ø Ó(Ö µ	Ø,@#µ	Ø¡¹Ø 8¨¶�´ Ô º¡¹²	´#Ø |
������©���� � � �

u(x, t) = sin

(

tπ

2

) [

ex − sin

(

tπ

2

)]

+

t
∫

0

1
∫

−1

π

2
e−y cos

(sπ

2

)

u(y, s) dyds,

n = 5, k = 10.
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