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β(x)
∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂t

t∫

0

n(x, t − τ)u(x, τ) dτ =
∂

∂x

(
λ(x)ux(x, t)

)

− ∂

∂x

t∫

0

m(x, t − τ)ux(x, τ) dτ + r(x, t), x ∈ (0, 1), t > 0,
n Ù � Ç q
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x ∈ (0, 1)

¿
Î¸ÀÃ½�Â�Î=m � jVÂrjVÏ�Ï	Ä � ¿ ��� ÀÜÂ �	��� t ∈ R
¿
Î ÀÜ½�Â�ÀÃ¿
Ø Â'��
�Â<ÄÃÂ
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¿
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ÀÃ½�Â�ÀÜÂµØ�m#Â<Ä � À�e�ÄÜÂlÏ$iÛÀÃ½�Â z � Ä Æ kÖ½�¿yj6½ ¿ Î � ÎÜÎ�e�Ø�Â � ÀÃÏ z�Â+/µÂµÄÜÏ�i³Ï	Ä
t < 0 Æ e

¿
Î�ÀÜ½�Â
¿ � ÀÃÂ<Ä �#�PÍ Â � Â<Ä�p;h �P��� r

¿
Î¸ÀÜ½�Â/½�Â � À�Î�eCmCm Í h	����Ï	ÄÜÂµÏ@f	Â<Ä Æ β �	��� λ
ÎGÀ �	��� i³Ï	Ä ÀÜ½�Â

½�Â � À j � m � jV¿ À+h �	��� ÀÃ½�Â�½�Â � À jµÏ ��� e#j�ÀÜ¿ Ï � jµÏ�Â���jV¿
Â � À Æ ÄÃÂBÎ=m�Â�jVÀÃ¿�f	Â Í h	� Ì ½�Â�Ø�Ï � Â ÍjVÏ � À � ¿ � ÎDÀ+kêÏ Ø Â<Ø�Ï	Ä	h ×'ÂµÄ � Â Í Î n �P��� m Æ z�Âµ¿ � p ÀÃ½�Â/ÄÜÂ Í �@s�� ÀÜ¿ Ï � ×	ÂµÄ � Â Í Î¸Ï$i�ÀÜ½�Â
¿ � ÀÃÂ�p	Ä �PÍ Â � ÂµÄ	p&h �	��� ÀÜ½�Â`½�Â � À0�#e s�Æ ÄÜÂ<Î�m#Â-j�ÀÜ¿gf'Â Í h	�

Ì ½�Âui�e � j�ÀÜ¿ Ï � u(x, t)
¿ Î � ÎÜÎ�e�Ø�Â � ÀÃÏlÎ � ÀÃ¿ Î+i�h ÀÃ½�Â`¿ � ¿ ÀÃ¿ �PÍ jµÏ ��� ¿ ÀÃ¿
Ï � Î
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u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, 1)
n Ù � Ù q

�P��� ÀÃ½�Â(z�Ï&e ����� Ä	h jµÏ ��� ¿ ÀÃ¿
Ï � Î8Ï$iÚÀÃ½�ÂYÀÜ½�¿ Ä � ×,¿ ���

−q(0, t) = α1

(
u(0, t) − f1(t)

)
, q(1, t) = α2

(
u(1, t) − f2(t)

)
, t > 0,

kÖ¿ÕÀÜ½ p	¿�f	Â � i�e � jVÀÃ¿
Ï � Î
ϕ

Ï � [0, 1] �P�#� fj , j = 1, 2
Ï � [0,∞)

��
�Â<ÄÃÂ
q(x, t)

¿ Î �½�Â � À��|e s p'¿gf'Â � z:h

q(x, t) = −λ(x)ux(x, t) +

t∫

0

m(x, t − τ)ux(x, τ) dτ.

� � f�¿
Â�k]Ï$iÚÀÃ½�¿ ÎÖÂ.�:e �	Í ¿ À+h�ÀÃ½�Â(z#Ï;e ����� Ä�h jµÏ ��� ¿ÕÀÜ¿ Ï � Î2j �	� z�Â(kÖÄÃ¿ ÀGÀÜÂ ��� Î

λ(0)ux(0, t) −
t∫
0

m(0, t − τ)ux(0, τ) dτ = α1

(
u(0, t) − f1(t)

)
,

−λ(1)ux(1, t) +
t∫
0

m(1, t − τ)ux(1, τ) dτ = α2

(
u(1, t) − f2(t)

)
.

n Ù � v q

� �:e � ÀÜ¿ Ï � n Ù � Ç q�kÖ¿ ÀÃ½�ÀÜ½�ÂNjVÏ ��� ¿ ÀÃ¿
Ï � ÎNn Ù � Ù q �	��� n Ù � v q�i³Ï	ÄÜØ ÀÃ½�Â � ¿ ÄÜÂ�jVÀUm�ÄÜÏ&z Í ÂµØ i³Ï	Ä
ÀÃ½�ÂYÀÜÂµØ�m#Â<Ä � À�e�ÄÜÂ

u
�

� �D�P� ¿ � f'ÂµÄ6ÎGÂ8m�ÄÃÏ;z Í Â<Ø kêÂ¾ÎÃÂµÂµ×ai³Ï	Ä ÀÃ½�ÂÛ×	Â<Ä � Â Í Î n �	��� m
� * Â%ÄÜÂ<ÎGÀÃÄÜ¿�jVÀ Ï&e�Ä6ÎÃÂ Í f	Â<Î

ÀÃÏ ÀÃ½�Â j � ÎÃÂYÏ$iÚÀÃ½�Â`×'ÂµÄ � Â Í Îê¿ � ÀÃ½�Âli³Ï Í
Í Ï@kÖ¿ � p � Â�p'Â � Â<Ä � ÀÃÂai³Ï	ÄÜØ�Î

n(x, t) =

N1∑

j=1

νj(x)nj(t), m(x, t) =

N2∑

k=1

µk(x)mk(t) ,
n Ù � ~:q

kÖ½�ÂµÄÜÂ
νj , j = 1, . . . , N1, µk, k = 1, . . . , N2

� ÄÜÂxp'¿gf'Â � x
Ý � Â�m�Â ��� Â � Àui�e � j�ÀÜ¿ Ï � Î

�P��� nj , j = 1, . . . , N1
Æ mk, k = 1, . . . , N2

� ÄÜÂ e � × � Ï@k � ÀÃ¿
Ø ÂµÝ � Â�m�Â ��� Â � À(jµÏPÝ
Â���jV¿
Â � ÀÜÎ<��,�Ï'ÄÃØ>e Í � Îrn Ù � ~PqD½�Ï Í
�2Æ i³Ï	Äl¿ � Î¯À �P� jµÂ Æ kÖ½�Â � ÀÜ½�Â/Ø�Â � ¿�e�Ø ¿ Î�m�¿
Â�jµÂ�kÖ¿ ÎGÂ
jVÏ � ÀÜ¿ � e�Ï;e�Î Æ kÖ½�Â<ÄÃÂ

nj
�	��� mk

� ÄÜÂuj6½ � Ä � j�ÀÜÂµÄÜ¿
ÎGÀÃ¿yj2i�e � j�ÀÜ¿ Ï � Î8Ï	ÄÖÎÃØ Ï�Ï	ÀÃ½ � mCm�ÄÜÏ s ¿ÕÝ
Ø � ÀÃ¿
Ï � Î%Ï$i�j6½ � Ä � j�ÀÃÂ<ÄÃ¿ ÎGÀÃ¿yj?i�e � j�ÀÜ¿ Ï � ÎÛÏ$izÀÃ½�Â�Î=e#z � Ï'Ø � ¿ � Î¾Ï&iz½�Ï	Ø�Ï&p'Â � Â<¿ÕÀ+h'�	� � p	Â � Ý
ÂµÄ �PÍ j � ÎGÂ�n Ù � ~Pq[j �P� z#ÂY¿ � ÀÃÂµÄ	m�ÄÜÂVÀÜÂ ��� Î[{ � ¿ ÀÃÂµÝ � ¿
Ø�Â � ÎÃ¿
Ï ���	Í2� mCm�ÄÜÏ s ¿ Ø � ÀÃ¿
Ï � Î%Ï$i ÀÜ½�Â
� j�À	e �PÍ ×'ÂµÄ � Â Í Î<�

* Â � ÄÜÂ p	Ï'¿ � p�ÀÃÏ ÄÃÂ-jVÏ@f	Â<Ä`ÀÃ½�Â�e � × � Ï@k � Î
nj

�	��� mk

zPh ÀÃ½�Â�Ø�Â � Î=e�ÄÜÂµØ�Â � À
Ï$i`ÀÃ½�Â�ÀÜÂµØ�m#Â<Ä � À�e�ÄÜÂ�¿ � N = N1 + N2

� ¿F}zÂµÄÜÂ � À/¿ � ÀÃÂ<ÄÃ¿
Ï	Ä�m#Ï'¿ � À6Î
xi ∈ (0, 1) Æ

i = 1, . . . , N Æ ¿W� Â	� Æ zPhlÀÜ½�Â �	��� ¿ÕÀÜ¿ Ï ���PÍ jµÏ ��� ¿ ÀÃ¿
Ï � Î

u(xi, t) = hi(t), i = 1, . . . , N, t > 0,
n Ù � Å q

kÖ½�ÂµÄÜÂ
hi

� ÄÃÂup	¿�f	Â � i�e � jVÀÃ¿
Ï � Î<�#�Pe�Ø Ø�¿ � p�eCm Æ ÀÜ½�ÂYÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï � Îln Ù � Ç q�	 n Ù � Å q8i³Ï'ÄÃØ�ÀÜ½�Â
¿ � f	Â<ÄÜÎÃÂum�ÄÃÏ;z Í ÂµØ i³Ï'Ä

n �	��� m
�


_W���
�
! �c=b "�ZCc+]�Y ]�$�Z�� (���"�
� #"8b (��>\�"�Y�� $	]�\��
�omCm Í h�¿ � p¸ÀÜ½�Â�� � m Í � jVÂ*ÀÃÄ �P� Î+i³Ï'ÄÃØ�ÀÜÏ�Â.�:e � ÀÜ¿ Ï � n Ù � Ç q?kÖ¿ ÀÃ½�¿ � ¿ ÀÃ¿ �PÍ jVÏ �#� ¿ÕÀÜ¿ Ï � n Ù � Ù q
�P��� À � ×,¿ � p�¿ � jµÏ � ÎÃ¿ � ÂµÄ � ÀÜ¿ Ï � n Ù � ~Pq[kÛÂ`Ï;z�À � ¿ �
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β(x)
[
pU(x, p) − ϕ(x)

]
+ p

N1∑

j=1

Nj(p)νj(x)U(x, p)

=
∂

∂x

(
λ(x)Ux(x, p)

)
−

N2∑

k=1

Mk(p)
∂

∂x

(
µk(x)Ux(x, p)

)
+ R(x, p),

kÖ½�ÂµÄÜÂ
Nj = Lnj , Mk = Lmk, R = Lr Æ

U(x, p) = Lu(x, t) =

∞∫

0

e−ptu(x, t) dt.

Ì ½�Â(z#Ï;e ����� Ä�h�jµÏ ��� ¿ÕÀÜ¿ Ï � Î(n Ù � v q � ÄÜÂ"ÀÜÄ �	� Î+i³Ï'ÄÃØ�Â � ÀÜÏ

λ(0)Ux(0, p) = α1

[
U(0, p) − F1(p)

]
+

N2∑
k=1

µk(0)Mk(p)Ux(0, p),

−λ(1)Ux(1, p) = α2

[
U(1, p) − F2(p)

]
−

N2∑
k=1

µk(1)Mk(p)Ux(1, p),

n v � Ç q

kÖ½�ÂµÄÜÂ
Fj = Lfj , j = 1, 2. Ì ½�Â �	��� ¿ÕÀÜ¿ Ï ���PÍ jµÏ ��� ¿ÕÀÜ¿ Ï � Î(n Ù � Å q�p'ÂVÀ8ÀÃ½�Âli³Ï	ÄÜØ

U(xi, p) = Hi(p), i = 1, . . . , N = N1 + N2
n v � Ù q

kÖ¿ÕÀÜ½
Hi(p) = Lhi

�
Ì ½�ÂUp	Ï �PÍ Ï&i�ÀÃ½�¿ Î�ÎÃÂ�jVÀÃ¿
Ï � ¿ Î2ÀÜÏ�ÄÃÂ�kÖÄÃ¿ ÀÃÂÒÀÜ½�Â�m�ÄÃÏ;z Í Â<Ø i³Ï'Ä

U
¿ �D� i³Ï	ÄÜØ Ï$i � Î�h�ÎGÀÃÂ<Ø

Ï$iÒ¿ � ÀÃÂ�p	Ä �PÍ Â.�:e � ÀÃ¿
Ï � Î<� Ì Ï¸ÀÜ½�¿ ÎÖÂ ��� kêÂ`¿ � ÀÃÄÜÏ � e#jµÂ*ÀÜ½�Â � ¿g}�Â<ÄÃÂ � ÀÃ¿ �PÍ Ï&m�ÂµÄ � ÀÜÏ	Ä
(
LU

)
(x, p) =

∂

∂x

(
λ(x)Ux(x, p)

)
− β(x)pU(x, p), x ∈ (0, 1).

�P��� ÄÃÂ�m�ÄÜÂ<ÎÃÂ � ÀÖÂ.�:e � ÀÜ¿ Ï � n Ù � Ç qÛ¿ � ÀÜ½�Âli³Ï	ÄÜØ

(
LU

)
(x, p) = p

N1∑

j=1

Nj(p)νj(x)U(x, p)
n v � v q

+

N2∑

k=1

Mk(p)
∂

∂x

(
µk(x)Ux(x, p)

)
− R(x, p) − β(x)ϕ(x).

�2ÂVÀae�Î � Â � ÏPÀÜÂ zPh
G(x, y, p)

ÀÜ½�Â ��ÄÜÂµÂ � i�e � j�ÀÃ¿
Ï � Ï&i
Ï&m�ÂµÄ � ÀÃÏ'Ä
L

kÖ¿ ÀÃ½�½�Ï'Ø�Ï&p	ÂµÝ
� ÂµÏ;e�ÎêÀÃ½�¿
Ä � ×�¿ ��� z#Ï;e ����� Ä�h�jµÏ ��� ¿ÕÀÜ¿ Ï � Î Æ ¿©� Â	�




LyG(x, y, p) = δ(x, y), x ∈ (0, 1), y ∈ (0, 1),

λ(0)Gy(x, 1, p)=α1G(x, 0, p), −λ(1)Gy(x, 0, p)=α2G(x, 1, p), x ∈ (0, 1).

Ì ½�Â � ÀÃ½�ÂDÎGÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � Ï&i n v � v qÛ¿ Î_p	¿�f	Â � zPh

U(x, p) = p

N1∑

j=1

Nj(p)

1∫

0

G(x, y, p)νj(y)U(y, p) dy
n v � ~Pq

+

N2∑

k=1

Mk(p)

1∫

0

G(x, y, p)
∂

∂y

(
µk(y)Uy(y, p)

)
dy − F (x, p),
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kÖ½�ÂµÄÜÂ

F (x, p) =

1∫

0

G(x, y, p)
[
β(y)ϕ(y) + R(y, p)

]
dy + G(x, 1, p)

×
[
λ(1)Ux(1, p) + α2U(1, p)

]
− G(x, 0, p)

[
λ(0)Ux(0, p) − α1U(0, p)

]
.

� e�ÂYÀÜÏLn v � Ç q¾ÀÜ½�Â Í � ÀGÀÜÂµÄ_i³Ï'ÄÃØ>e Í
� j �P� z#Â`ÄÜÂ�kÖÄÜ¿ÕÀÃÀÃÂ � ¿ � ÀÃ½�Âli³Ï'ÄÃØ

F (x, p) =

1∫

0

G(x, y, p)
[
β(y)ϕ(y) + R(y, p)

]
dy

+
(
α1F1(p) −

N2∑

k=1

µk(0)Mk(p)Ux(0, p)
)
G(0, x, p)

+
(
α2F2(p) +

N2∑

k=1

µk(1)Mk(p)Ux(1, p)
)
G(1, x, p).

n v � Å q

� � ÀÜÂ�p'Ä � ÀÃ¿ � p�ÀÃ½�Â ¿ � ÀÃÂ�p	Ä �PÍ ÎY¿ � ÀÜ½�Â ÎÃÂ�jVÏ ��� Î=e�Ø�Ï$i n v � ~:qlzPh m � ÄÃÀÜÎ �	��� e�ÎÃ¿ � p/ÀÜ½�Â
Î=h�Ø�Ø�ÂVÀÃÄ	h ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï � Î

G(x, 1, p) = G(1, x, p) Æ G(x, 0, p) = G(0, x, p) Æ kêÂ�Ï;z�À � ¿ �

U(x, p) =

N1∑

j=1

pNj(p)

1∫

0

G(x, y, p)νj(y)U(y, p) dy

−
N2∑

k=1

Mk(p)

1∫

0

Gy(x, y, p)µk(y)Uy(y, p) dy − Q(x, p),
n v � Ë q

kÖ½�ÂµÄÜÂ

Q(x, p) =

1∫

0

G(x, y, p)
[
β(y)ϕ(y) + R(y, p)

]
dy

+ α1F1(p)G(0, x, p) + α2F2(p)G(1, x, p).
n v � 	 q

,Ce�ÄÃÀÃ½�Â<Ä Æ,� ¿g}�Â<ÄÃÂ � ÀÜ¿ � ÀÃ¿ � p�n v � ~:q�kÖ¿ ÀÃ½ ÄÃÂBÎ=m�Â�jVÀ¾ÀÃÏ
x
kÛÂ�Ï;z�À � ¿ � ÀÜ½�Â"Â �:e � ÀÜ¿ Ï � i³Ï	Ä

Ux(x, p)

Ux(x, p) =

N1∑

j=1

pNj(p)

1∫

0

Gx(x, y, p)νj(y)U(y, p) dy

+

N2∑

k=1

Mk(p)

1∫

0

Gx(x, y, p)
∂

∂y

(
µk(y)Uy(y, p)

)
dy − Fx(x, p).

n v � Ê q

* ÂlÎ�m Í ¿ À`ÀÃ½�Â�ÎÃÂ�jµÏ ��� ¿ � ÀÜÂ�p	Ä �PÍ ¿ � n v � Ê q*¿ � ÀÜÏ À+kêÏ�m � ÄÃÀÜÎ Æ i³ÄÃÏ'Ø
0

ÀÃÏ
x �	��� i³ÄÃÏ'Ø

x
ÀÜÏ

1 Æ¾�P��� ¿ � ÀÜÂ�p'Ä � ÀÃÂ�ÀÃ½�Â<Ø zPh m � ÄÃÀÜÎ<� Ì�� ×,¿ � pt¿ � ÀÜÏ jVÏ � ÎG¿ � ÂµÄ � ÀÜ¿ Ï � ÀÜ½�Â Á e�Ø�m
ÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï � n·ÎÃÂµÂ�t Ç�Ù-w q
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Gx(x, x − 0, p) − Gx(x, x + 0, p) =
1

λ(x)
, 0 < x < 1

kÛÂlp	ÂµÀ

Ux(x, p) =
1

λ(x)

N2∑

k=1

Mk(p)µk(x)Ux(x, p) +

N1∑

j=1

pNj(p)

1∫

0

Gx(x, y, p)

× νj(y)U(y, p) dy −
N2∑

k=1

Mk(p)
( 1∫

0

(Gxy(x, y, p)µk(y)Uy(y, p) dy

− µk(1)Ux(1, p)Gx(x, 1, p) + µk(0)Ux(0, p)Gx(x, 0, p)
)
− Fx(x, p).

Ì ½:e#Î Æ zPh n v � Å q �	��� n v � 	 q?kêÂY½ � f	Â*ÀÃ½�Âli³Ï Í Í Ï@kÖ¿ � p�Â.�:e � ÀÜ¿ Ï � i³Ï'Ä
Ux(x, p) Þ

Ux(x, p) =
1

λ(x)

N2∑

k=1

Mk(p)µk(x)Ux(x, p)

+

N1∑

j=1

pNj(p)

1∫

0

Gx(x, y, p)νj(y)U(y, p) dy

−
N2∑

k=1

Mk(p)

1∫

0

Gxy(x, y, p)µk(y)Uy(y, p) dy − Qx(x, p)
n v � È q

kÖ¿ÕÀÜ½
Q
p'¿gf'Â � zPh n v � 	 q����Pe�Ø�Ø�¿ � p�eCm Æ n v � Ë q �	��� n v � È q[i³Ï'ÄÃØ � Î�h�Î¯ÀÜÂµØ�Ï&iÚ¿ � ÀÃÂ�p	Ä �PÍÂ.�:e � ÀÜ¿ Ï � Î?i³Ï	Ä_i�e � j�ÀÜ¿ Ï � Î

U(x, p) �P�#� Ux(x, p)
�

�oW���c���(0^�� %�][c=Y[Z���� �;Z�(�� � $�]U\ X:Y�	 (�\ � ( "8YN^�
 c=\
(0b�Z % \#]�'! )(�� �

� � ÀÃ½�¿ Î�ÎGÂ-j�ÀÃ¿
Ï � kÛÂ � Â � e|jVÂ � { s Â � Ý m#Ï'¿ � À/Î=h�ÎGÀÃÂµØ i³Ï'Ä ÀÃ½�Â ¿ � f	ÂµÄ6ÎÃÂ m�ÄÃÏ;z Í ÂµØ ¿ �ÀÃ½�Â � � m Í
� jVÂ � Ï'Ø � ¿ ���P��� ÀÜÄ �	� Î+i³Ï'ÄÃØ�i�e�ÄÃÀÃ½�Â<Ä­ÀÜ½�Â Î�h�Î¯ÀÜÂµØ�i³Ï	Ä
U �P��� Ux

�-,�ÄÃÏ'Ø
Â.�:e � ÀÜ¿ Ï � n v � Ë q �P�#� n v � Ù q[kêÂ�Ï;z�À � ¿ �

N1∑

j=1

pNj(p)

1∫

0

pG(xi, y, p)νj(y)pU(y, p) dy −
N2∑

k=1

√
pMk(p)

√
p

n ~�� Ç q

×
1∫

0

Gy(xi, y, p)µk(y)pUy(y, p) dy = p2[Hi(p) + Q(xi, p)]

i³Ï	Ä
i = 1, . . . , N Æ kÖ½�ÂµÄÜÂ

Q Æ p'¿gf'Â � zPh n v � 	 q ÆÚ� Â�m�Â �#� ÎDÏ ��Í h Ï � ÀÃ½�Â ��� À � Ï$iêÀÃ½�Â
m�ÄÃÏ;z Í ÂµØ/�

,�¿
Ä6Î¯À Í h Æ�Í ÂµÀNe�Î�ÎGÀ�e � h ÀÜ½�Â z�Âµ½ � f�¿
Ï&e�ÄÖÏ&i�ÀÜ½�¿ Î�Â.�:e � ÀÃ¿
Ï � ¿ � ÀÜ½�Â m�ÄÜÏ jVÂBÎÃÎ
Rep →

∞ �#�Pe#mCm#Ï,ÎGÂ � m�ÄÃ¿
Ï	ÄÜ¿zÀÃ½ � À�ÀÜ½�ÂD¿ � f'ÂµÄ6ÎGÂum�ÄÜÏ&z Í ÂµØp½ � Î � ÎGÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � nk, ml

kÖ¿ ÀÃ½/ÀÜ½�Â
i³Ï Í
Í Ï@kÖ¿ � p m�ÄÃÏ;m#Â<ÄGÀÜ¿ ÂBÎ



¢�£���ªµÔ6¤µª��êÔÜ¬	Óµº ªV´�¥�¬�� ªV¥�ªVÔ�´ ¦§£�ª�� ª��,ªµ£�ªµÔÃ±:¥�ªY°�ªµ´�¬PÔ�Ñ���ªVÔ�£zªVº ¤ ~ v&v
Ç �

nk
� ÄÜÂ � ¿g}zÂµÄÜÂ � ÀÃ¿ � z Í Â Æ ¿
Ø�m Í h,¿ � p pNk(p) → nk(0) � Î

Rep → ∞ �
Ù � √

pMl(p) → 0 � Î
Rep → ∞ �

v �Ö�nÎGÏ Í e�ÀÃ¿
Ï � Ï&i ÀÜ½�Â � ¿ ÄÜÂ�jVÀ2m�ÄÃÏ;z Í ÂµØ
u
jVÏ'ÄÃÄÜÂ<Î�m�Ï ��� ¿ � p­ÀÃÏ ÀÃ½�ÂBÎGÂ

nk, ml

Î � ÀÃ¿ Î={�Â<Î
ÀÃ½�Â`ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï �

∂

∂t
u(·, t) ∈ C1[0, 1], t > 0.

Ì ½�Â � i³ÄÜÏ	Ø�¿ ÀÃÂ<Ø v��P��� ¿ � ¿ ÀÃ¿ �PÍ jVÏ ��� ¿ ÀÃ¿
Ï � n Ù � Ç q[kÛÂY½ � f'Â

pU(x, p) → ϕ(x), pUx(x, p) → ϕ′(x) as Rep → ∞.

�"ÎÃ¿ � p�ÀÃ½�ÂBÎGÂ � Î�h�Ø m�ÀÃÏPÀÜ¿�j ÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï � Î Æ ÀÜ½�Â ¿ ÀÃÂ<ØlÎ Ç'ÆÒÙ�� z�Ï@f	Â �	��� � ÎÜÎÃÂµÄÃÀÃ¿
Ï � Î�n Å � Å q
�P��� n Å � Ê qêÏ$i-� ÂµØ�Ø � Î Ç`�P�#�/Ù z�Â Í Ï@k kêÂYÏ&z�À � ¿ � i³ÄÜÏ	Ø�n�~�� Ç q%ÀÜ½�Â`Â.�:e �	Í ¿ ÀÃ¿
Â<Î

−
N1∑

k=1

nk(0)
1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi) = lim

Rep→∞
p2

[
Hi(p) + Q(xi, p)

]
,

n ~�� Ù q

i³Ï	Ä
i = 1, . . . , N = N1 + N2

� Ì ½�Â�hLi³Ï'ÄÃØ � Î�h�Î¯ÀÜÂµØ i³Ï'Ä`¿ � ¿ÕÀÜ¿ �	Í f �PÍ e�Â<Î
nk(0)

Ï$i
ÀÃ½�Â(e � × � Ï@k � Î

nk
Æ kÖ½�¿yj6½/½ � Î � e � ¿ �:e�ÂDÎÃÏ Í e�ÀÃ¿
Ï � m�ÄÜÏ@f,¿ � Â �

Ä �	� × (( 1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi)

)
k=1,...,N1

, lim
Rep→∞

p2 [Hi(p) + Q(xi, p)]
)
i=1,...,N

=
Ä �P� × ( 1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi)

)
k=1,...,N1
i=1,...,N

= N1 .
n ~�� v q


�ÂµÄÜÂ�ÀÃ½�Â � Ä	p&e�Ø�Â � À`Ï&iÛÀÜ½�Â Ä �P� ×,Ý i�e � j�ÀÜ¿ Ï � ¿
Î � Ø � ÀÃÄÜ¿ s�Æ i³Ï'ÄÃØ�Â � zPh m Í
� jV¿ � p�À+kÛÏ
� Ä	p&e�Ø�Â � ÀÃÝ©Ø � ÀÜÄÃ¿yjVÂBÎ Í Â�i§À­ÀÃÏ/ÄÃ¿�p	½,ÀB� Ì ½:e#Î Æ n ~�� v q*¿ Î ��� Â�jµÂ<ÎÜÎ � Ä�hLjµÏ ��� ¿ ÀÃ¿
Ï � i³Ï	ÄYÀÜ½�Â
¿ � f	Â<ÄÜÎÃÂum�ÄÃÏ;z Í ÂµØ�ÀÜÏl½ � f	Â � e � ¿ �;e�ÂDÎGÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � kÖ¿ ÀÃ½�ÀÜ½�Â(m�ÄÜÏ&m�ÂµÄÃÀÃ¿
Â<Î Ç 	 v �

* Â`Ï;z�ÎGÂ<Ä�f'Â�ÀÜ½ � ÀÖÀÜ½�Âli � jVÀÃÏ	Ä6Î

1∫

0

p G(xi, y, p)νj(y)pU(y, p) dy,
√

p

1∫

0

Gy(xi, y, p)µk(y)pUy(y, p) dy

Ï$i�ÀÜ½�ÂêÀÃÂµÄÜØlÎ
pNj(p) �	��� √

pMk(p) Æ ÄÜÂ<Î�m#Â-j�ÀÃ¿�f	Â Í h Æ ¿ �¸Í Â�i§ÀGÝ«½ �P��� ÎG¿ � ÂêÏ$i�ÀÜ½�ÂÖÎ=h�ÎGÀÃÂ<Ø
n�~�� Ç q � ÄÃÂlz�Ï&e ��� Â � Ï � Rep > σ � e�Â*ÀÜÏ �2Â<Ø Ø ��Ç z#Â Í Ï@k �P��� ÀÜ½�Â`ÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï � Î

pU(y, p) → ϕ(y), pUy(y, p) → ϕ′(y) as Rep → ∞.

Ì ½�¿
ÎYÎ�eCp&p'Â<ÎGÀÜÎ�ÀÃ½ � À*ÀÜ½�Â¸×'ÂµÄ � Â Í Î nk
�P��� ml

j �P� z#Â � ÂµÀÃÂµÄÜØ�¿ � Â � ÎÃ¿
Øxe Í À �	� ÂµÏ;e�Î Í hkÖ¿ÕÀÜ½D½�¿�p	½�Â<ÄÚÎÃØ�Ï,Ï	ÀÃ½ � Â<ÎÜÎ2¿ � nk

ÀÃ½ �P� ¿ � ml
Æ z�Â�j � e�ÎÃÂ
ÀÜ½�Â%Â s m�Ï � Â � À�Ï&i

p
¿ Î � À

Nj(p)½�¿gp'½�ÂµÄ*ÀÃ½ �P��� À
Mk(9)

� Ì ½�Â<ÄÃÂ�i³Ï	ÄÜÂ kÛÂ � Â�{ � Â­ÀÜ½�Â e � × � Ï@k � Î
Z = (Z1, . . . , ZN) ÆkÖ½�ÂµÄÜÂ

Zk(p) =

{
pNk − nk(0), k = 1, . . . , N1,

Mk−N1(p), k = N1 + 1, . . . , N,

n ~�� ~:q

�P����� Â<ÄÃ¿�f	Â � { s Â � m�Ï	¿ � ÀÛÎ=h�ÎGÀÃÂ<Ø i³Ï	Ä
Z

� Ì ÏYÀÃ½�¿ Î¾Â ��� kÛÂÖÄÜÂ�kÖÄÜ¿ ÀÃÂ(n�~#� Ç qÚ¿ � ÀÃ½�Â2i³Ï	ÄÜØ
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N1∑

k=1

Zk(p)
1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi) +

N∑

k=N1+1

Zk(p)
1

β(xi)
(µk−N1(x)ϕ′(x))

′
∣∣∣
x=xi

=

N1∑

k=1

Zk(p)
[ 1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y) [pU(y, p) − ϕ(y)] dy

+

1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)ϕ(y) dy +
1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi)

]

−
N∑

k=N1+1

Zk(p)
[ 1∫

0

pGy(xi, y, p)µk−N1(y) [pUy(y, p) − ϕ′(y)] dy

−
1∫

0

pG(xi, y, p) (µk−N1(y)ϕ′(y))
′
dy − 1

β(xi)
(µk−N1(x)ϕ′(x))

′
∣∣∣
x=xi

+ µk−N1(0)ϕ′(0)pG(xi, 0, p) − µk−N1(1)ϕ′(1)pG(xi, 1, p)
]

+

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y) [pU(y, p) − ϕ(y)] dy

− p2 [Hi(p) + Q(xi, p)] + lim
Req→∞

q2 [Hi(q) + Q(xi, q)] , i = 1,. . . ,N.
n�~#� Å q

� ��� ÂµÂ ��Æ Ï;m#Â � ¿ � p¸ÀÜ½�Â(z�Ä � j6×'ÂVÀÜÎê¿ � n�~�� Å q Æ ¿ � ÀÜÂ�p	Ä � ÀÜ¿ � p>zPh�m � ÄGÀ6ÎêÀÃ½�Â`¿ � ÀÃÂ�p	Ä �PÍ
1∫
0

pG(xi, y, p) (µk−N1(y)ϕ′(y))
′
dy Æ ÎÃ¿
Ø m Í ¿gi�h�¿ � p Æ��P�#� Ï;z�ÎGÂ<Ä�f�¿ � p n�~#� Ù q Æ n�~#� ~PqÛ¿ÕÀ�¿ Î

� ÏPÀ � ¿g��j�e Í ÀÖÀÃÏlÎÃÂµÂYÀÜ½ � À n�~#� Å qê¿
Î8Â �:e�¿gf �	Í Â � À8ÀÜÏLn�~�� Ç qV�
� � f�¿ Â�k�Ï$i � ÎÜÎGÂ<ÄGÀÜ¿ Ï � n Å � Ê q­Ï&i!�2Â<Ø�Ø �tÙ z#Â Í Ï@k �	��� ÀÜ½�Â/ÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï � pU → ϕ� Î
Rep → ∞ ÀÃ½�Â Í Â�i§ÀÃÝ©½ �	��� ÎG¿ � Â�Ï$i�n�~#� Å q�¿ Î�ÀÃ½�Â�m�ÄÜ¿ � jV¿�m �PÍ m � ÄGÀYÏ$iÛÀÃ½�¿ Î`Î�h�ÎGÀÃÂ<Ø/�

Ì ½�ÂµÄÜÂ�i³Ï'ÄÃÂukÛÂ�¿ � ÀÜÄÃÏ � e|jVÂ*ÀÃ½�Â`Ø � ÀÜÄÃ¿ s Γ = (γik)i,k=1,...,N

ÄÃÂ Í
� ÀÃÂ � ÀÃÏ ÀÜ½�¿
Î_m�ÄÃ¿ � jV¿ Ý
m �PÍ m � ÄGÀ Æ kÖ½�ÂµÄÜÂ

γik =





1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi), k = 1, . . . , N1,

1

β(xi)
(µk−N1(y)ϕ′(y))

′
∣∣∣
y=xi

, k = N1 + 1, . . . , N

n ~�� Ë q

�P����� ÎÜÎ=e�Ø Â
det Γ 6= 0

�
,Ce�ÄÃÀÃ½�Â<Ä Æ kêÂY¿ � ÀÜÄÃÏ � e#jµÂlf �	� ¿ ÎG½�¿ � p�kÖ¿ ÀÃ½

Rep → ∞ i�e � j�ÀÜ¿ Ï � Î

B0[Z](x, p) = pU [Z](x, p)− ϕ(x), B1[Z](x, p) = pUx[Z](x, p) − ϕ′(x),
n ~�� 	 q

kÖ½�ÂµÄÜÂ
U [Z](x, p)

¿ ÎêÀÃ½�Â � � m Í � jµÂ"ÀÜÄ �	� Î=i³Ï	ÄÜØwÏ&i ÀÜ½�Â
Z

Ý � Â�m�Â �#� Â � ÀÖÎGÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � Ï&i2ÀÃ½�Â
� ¿ ÄÜÂ�jVÀ2m�ÄÃÏ;z Í ÂµØ/�� �Ï@k Î=h�ÎGÀÃÂ<Ø�n�~#� Å q[j �P� z#Â(kÖÄÜ¿ ÀGÀÃÂ � ¿ � ÀÃ½�Âl{ s Â � Ý m#Ï'¿ � À_i³Ï	ÄÜØ

Z = Γ−1F(Z) ,
n ~�� Ê q
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kÖ½�ÂµÄÜÂ F(Z) = (F1(Z), . . . ,FN(Z)) Æ

Fi[Z](p) =

N1∑

k=1

Zk(p)
[ 1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)B0[Z](y, p) dy

+

1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)ϕ(y) dy +
1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi)

]

+

N∑

k=N1+1

Zk(p)
[
−

1∫

0

pGy(xi, y, p)µk−N1(y)B1[Z](y, p) dy

+

1∫

0

pG(xi, y, p)
(
µk−N1(y)ϕ′(y)

)′
dy +

1

β(xi)
(µk−N1(x)ϕ′(x))

′
∣∣∣
x=xi

+ µk−N1(0)ϕ′(0)pG(xi, 0, p) − µk−N1(1)ϕ′(1)pG(xi, 1, p)
]

+

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)B0[Z](y, p)dy+Ψ̂i(p), i = 1,. . ., N,
n�~#� È q

Ψ̂i(p) =

N1∑

k=1

nk(0)
[ 1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)ϕ(y) dy +
1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi)

]

− p2 [Hi(p) + Q(xi, p)] + lim
Req→∞

q2 [Hi(q) + Q(xi, q)] .
n�~#� ÇBÉ q

,�Ï	Ä[i�e�À	e�ÄÃÂ �	���PÍ h�ÎG¿ Î�kêÂ � ÂµÂ � � m�ÄÜÏ&m�ÂµÄ?{ s Â � Ý m�Ï	¿ � ÀÖÎ�h�ÎGÀÃÂ<Ø i³Ï	ÄêÀÃ½�Â �:e �	� ÀÃ¿ ÀÃ¿
Â<Î
B0[Z] �P��� B1[Z] Æ ÀÃÏ�Ï#� ,�ÄÃÏ'Ø n v � Ë q�¿ � f�¿
Â�k Ï&i¾ÀÃ½�Â � Â�{ � ¿ ÀÃ¿
Ï � Î*Ï&i

Z �P��� B0[Z]kÛÂY½ � f'Â

B0[Z](x, p) =

N1∑

k=1

Zk(p)

1∫

0

G(x, y, p)νk(y)
[
B0[Z](y, p) + ϕ(y)

]
dy

−
N∑

k=N1+1

Zk(p)

1∫

0

Gy(x, y, p)µk−N1(y)
[
B1[Z](y, p) + ϕ′(y)

]
dy

+

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

G(x, y, p)νk(y)B0[Z](y, p) dy + Φ0(x, p)
n�~#� Ç'Ç q

kÖ¿ÕÀÜ½

Φ0(x, p) =

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

G(x, y, p)νk(y)ϕ(y) dy − pQ(x, p) − ϕ(x).
n�~#� Ç�Ù q

,�ÄÜÏ	Ø�n v � È q[kÛÂ`Ï;z�À � ¿ �
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B1[Z](x, p) =

N1∑

k=1

Zk(p)

1∫

0

Gx(x, y, p)νk(y)
[
B0[Z](y, p) + ϕ(y)

]
dy

+

N∑

k=N1+1

Zk(p)
[µk−N1(x)

λ(x)
B1[Z](x, p) −

1∫

0

Gxy(x, y, p)µk−N1(y)

×
[
B1[Z](y, p)+ϕ′(y)

]]
+

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

Gx(x, y, p)νk(y)B0[Z](y, p)dy

+

N∑

k=N1+1

Zk(p)
µk−N1(x)ϕ′(x)

λ(x)
+ Φ1(x, p)

n�~#� Ç-v q

kÖ¿ÕÀÜ½

Φ1(x, p) =

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

Gx(x, y, p)νk(y)ϕ(y) dy − pQx(x, p)−ϕ′(x).
n�~#� Ç ~:q

,�Ï	ÄÒÀÜ½�Â_i�e � jVÀÃ¿
Ï � B0[Z] Æ kÖ½�¿yj6½ ¿ � jVÏ � ÀÜÄ � Î¯ÀÚÀÃÏ
B1[Z] � Ï,ÂBÎ ��� À�jµÏ � À � ¿ ��� Î=m � jVÂ

� ÂµÄÜ¿gf � ÀÃ¿�f	Â­Ï&i
U Æ kêÂ � Â<Â � � jµÂµÄÃÀ � ¿ � ½�¿�p	½�ÂµÄYÄÃÂ�p&e Í � ÄÜ¿ À+h ¿ � ÀÜ½�Â­ÀÜ¿ Ø�Â�f � ÄÜ¿ � z Í Â	� Ì Ï

ÀÃ½�¿ ÎÖÂ �#� kêÂlkÖ¿ Í
Í � ÎÃÎ�e�Ø�Â"ÀÜ½ � ÀÖÀÜ½�Âli³ÄÜÂµÂYÀÃÂ<ÄÃØ
Φ0 j �P� z�Â � Â�jµÏ	Ø�m#Ï,ÎGÂ � � Î?i³Ï Í
Í Ï@k�Î

Φ0(x, p) = B̃0(x, p) + Φ̃0(x, p) ,
n�~#� Ç�Å q

kÖ½�ÂµÄÜÂ |B̃0(x, p)| ≤ Const

|p|
�P��� |Φ̃0(x, p)| ≤ Const

|p|α
kÖ¿ ÀÃ½/ÎÃÏ	Ø�Â

α > 1
i³Ï	Ä

Rep >

σ0
Æ x ∈ [0, 1] �P�#� Î�m Í ¿ÕÀ B0[Z]

¿ � ÀÃÏ ÀÃ½�ÂDÎ�e�Ø

B0[Z](x, p) = B̃0(x, p) + B̂0[Z](x, p) ,
n�~#� ÇBË q

kÖ½�ÂµÄÜÂ i³Ï	Ä
B̂0 kêÂ kÖ¿ Í
Í ÄÜÂ.�:e�¿
ÄÃÂ/ÀÜ½ � À |B̂0[Z](x, p)| ≤ Const

|p|α
i³Ï	Ä

Rep > σ0
Æ

x ∈ [0, 1].
,�ÄÜÏ	Ø n�~#� Ç'Ç q �P��� n�~#� Ç�Ù qÖ¿ � f,¿
Â�ksÏ$i�n�~�� ÇBÅ q Æ n�~#� ÇBË q �P��� ÀÃ½�Â � Â�{ � ¿ ÀÃ¿
Ï � ÎYÏ&i

Z�P��� B1[Z]
kêÂ � Â � e#jVÂ�ÀÃ½�Â2i³Ï Í Í Ï@kÖ¿ � pl{ s Â � Ý m�Ï	¿ � À¾Â �:e � ÀÜ¿ Ï � i³Ï'Ä
ÀÃ½�Âof	Â-j�ÀÃÏ'Ä

B[Z] =

(B̂0[Z], B1[Z]) Þ
B[Z] = A[Z]B[Z] + b[Z] ,

n ~�� Ç 	 q
kÖ½�ÂµÄÜÂ

A[Z] = (A0[Z], A1[Z])
¿ Î­ÀÃ½�Â

Z
Ý � Â�m�Â �#� Â � À Í ¿ � Â � Ä­Ï&m�ÂµÄ � ÀÜÏ	ÄDÏ&i

B
kÖ¿ ÀÃ½

ÀÃ½�Â jµÏ	Ø�m#Ï � Â � À6Î

(
A0[Z]B

)
(x, p) =

N1∑

k=1

(
Zk(p) + nk(0)

) 1∫

0

G(x, y, p)νk(y)B̂0(y, p) dy

−
N∑

k=N1+1

Zk(p)

1∫

0

Gy(x, y, p)µk−N1(y)B1(y, p) dy,
n�~�� Ç<Ê q
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(
A1[Z]B

)
(x, p) =

N1∑

k=1

(
Zk(p) + nk(0)

) 1∫

0

Gx(x, y, p)νk(y)B̂0(y, p) dy

+

N∑

k=N1+1

Zk(p)
[µk−N1(x)

λ(x)
B1(x, p)−

1∫

0

Gxy(x, y, p)µk−N1(y)B1(y, p) dy
] n�~#� ÇBÈ q

�P��� b[Z] = (b0[Z], b1[Z])
¿ Î ÀÜ½�Â

Z
Ý � Â�m#Â ��� Â � À

B
Ý i³ÄÜÂµÂêÀÃÂ<ÄÃØ kÖ¿ ÀÃ½¸ÀÃ½�Â_jµÏ	Ø�m�Ï � Â � À6Î

b0[Z](x, p) =

N1∑

k=1

Zk(p)

1∫

0

G(x, y, p)νk(y)
[
B̃0(y, p) + ϕ(y)

]
dy

−
N∑

k=N1+1

Zk(p)

1∫

0

Gy(x, y, p)µk−N1(y)ϕ′(y) dy + Φ̂0(x, p),
n�~#� Ù	É q

b1[Z](x, p) =

N1∑

k=1

Zk(p)

1∫

0

Gx(x, y, p)νk(y)
[
B̃0(y, p) + ϕ(y)

]
dy +

N∑

k=N1+1

Zk(p)

×
[µk−N1(x)ϕ′(x)

λ(x)
−

1∫

0

Gxy(x, y, p)µk−N1(y)ϕ′(y) dy
]

+ Φ̂1(x, p)
n�~#� Ù�Ç q

�P���

Φ̂0(x, p) =

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

G(x, y, p)νk(y)B̃0(y, p) dy + Φ̃0(x, p),
n�~#� Ù'Ù q

Φ̂1(x, p) =

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

Gx(x, y, p)νk(y)
[
B̃0(y, p) + ϕ(y)

]
dy

n�~#� Ù&v q

− pQx(x, p) − ϕ′(x).

�_W��N`NYNb�ZCc=]�Y "  � 
�"8b ( � "8YN^�� �;ZCc)� "�Z c=]�Y ]�$�� \�(�(0Y �o`aYNb�ZCc+]�Y

Ì Ï �P�#�PÍ h�ÎÃÂ�ÀÃ½�Â � ¿
ÄÜÂ�j�À �	��� ¿ � f	Â<ÄÜÎÃÂum�ÄÃÏ;z Í ÂµØlÎ_kÛÂ � Â�{ � ÂYÀÜ½�ÂDÎ=m � jVÂBÎ

Aγ,σ = {V : V (p) is holomorphic on Rep > σ, ‖V ‖γ,σ < ∞} ,

kÖ½�ÂµÄÜÂ
‖V ‖γ,σ = sup

Rep>σ

|p|γ |V (p)|

�P���
(
Aγ,σ

)N

=
{

V = (V1, . . . , VN ) : Vk(p) ∈ Aγ,σ, k = 1, . . . , N
}
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kÖ¿ÕÀÜ½ ÀÜ½�Â � Ï'ÄÃØ

‖V ‖γ,σ =
N∑

k=1

‖Vk‖γ,σ , V ∈ (Aγ,σ)N .

* Â � Ï	ÀÃÂ¸ÀÃ½ � À Aγ,σ ⊂ Aγ,σ′ Æ (Aγ,σ)
N ⊂ (Aγ,σ′)

N �	��� ‖ · ‖γ,σ′ ≤ ‖ · ‖γ,σ

¿Fi
σ′ > σ

�
�2ÂVÀ

α
z�Â � ÄÜÂ �	Í�� e�Øxz�ÂµÄ�Î�e#j6½ ÀÃ½ � À

1 < α <
3

2
.

n Å � Ç q
��Ï	ÄÜÂµÏ@f'ÂµÄ Æ'Í ÂVÀ

c = (c1, . . . , cN)
z�Â � p	¿�f	Â � f'Â�jVÀÃÏ	ÄB��* Â(kÖ¿ Í
Í ÎÃÂ � Ä�j6½ ÀÃ½�ÂDÎÃÏ Í e�ÀÃ¿
Ï �

Z = (Z1, . . . , ZN )
Ï$i n ~�� Ç<É q�i³ÄÜÏ	Ø�ÀÜ½�ÂDÎ�m � jµÂ

Mc,σ =
{
Z : Z =

c

p
+ V (p), V ∈

(
Aα,σ

)N}
.

,Ce�ÄÃÀÃ½�Â<ÄÃØ�Ï'ÄÃÂ Æ kêÂY¿ � ÀÜÄÃÏ � e#jµÂ�ÀÃ½�ÂDÎ�m � jµÂ<Î8Ï&i
x

Ý �P��� p
Ý � Â�m�Â �#� Â � À_i�e � jVÀÃ¿
Ï � Î

Bγ,σ =
{

F (x, p) : F (x, ·) ∈ Aγ,σ for x ∈ [0, 1],
n Å � Ù q

F (·, p) ∈ C[0, 1] for Rep > σ
}

kÖ¿ÕÀÜ½ ÀÜ½�Â � Ï'ÄÃØlÎ
‖F‖γ,σ = max

0≤x≤1
sup

Rep>σ

|p|γ |F (x, p)|.

* Â � ÄÜÂ(p	Ï	¿ � p�ÀÜÏ ÎÃÏ Í f	ÂYÀÃ½�ÂDÂ.�:e � ÀÃ¿
Ï � n�~#� Ç 	 q?i³Ï'Ä�ÀÜ½�Â m � ¿ Ä
B =

(
B̂0, B1

) ¿ � ÀÜ½�Â
Î=m � jVÂ Bσ = Bα,σ × Bα− 1

2 ,σ

kÖ¿ ÀÃ½�ÀÃ½�Â � Ï	ÄÜØ

‖B‖σ = ‖B̂0‖α,σ + ‖B1‖α− 1
2 ,σ .

,�Ï	ÄÖÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÃ¿ � p ÀÃ½�Â ��ÄÜÂµÂ � i�e � j�ÀÃ¿
Ï � kêÂle�ÎGÂYÀÜ½�Âli³Ï Í
Í Ï@kÖ¿ � p Í ÂµØ�Ø � Î<�
�������  ���%	� ªV¥ λ, β ∈ C2[0, 1] ±:£	
 λ, β > 0 in [0, 1] �Û¹z²�ªV£

K1 = sup
0≤x≤1
Rep>0

|p|
1∫

0

|G(x, y, p)| dy < ∞,
n Å � v q

K2 = sup
0≤x≤1
Rep>0

√
|p|

1∫

0

|Gx(x, y, p)| dy < ∞ ,
n Å � ~Pq

K3 = sup
0≤x≤1
Rep>0

√
|p|

1∫

0

|Gy(x, y, p)| dy < ∞ ,
n Å � Å q

K4 = sup
0≤x≤1
Rep>0

1∫

0

|Gxy(x, y, p)| dy < ∞ .
n Å � Ë q
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°�¬PÔÃª6¬ �:ªVÔ6¼

√
|p| |G(x, 0, p)| ≤ C̄1e

−C̄2

√
|p|x ∀x ∈ [0, 1] , Rep > 0 ,

n Å � 	 q
√
|p| |G(x, 1, p)| ≤ C̄3e

−C̄4

√
|p|(1−x) ∀x ∈ [0, 1] , Rep > 0 ,

n Å � Ê q
� ²�ªµÔÃª C̄1

¼ C̄2
¼ C̄2

¼ C̄2
±:ÔÃª ¶6ªVÔ�¥�±:¦§£���¬:¤�¦§¥W¦ �:ª�¶Ü¬P£�¤�¥�±:£�¥W¤ �

�êÔÃ¬B¬¯® � Ì ½�Â � ÎÜÎGÂ<ÄGÀÜ¿ Ï � Îon Å � v q�	 n Å � Ë q�kêÂµÄÜÂom�ÄÜÏ@f	Â � ¿ � t ~ w � Ì Ï>m�ÄÃÏ@f'Â n Å � 	 q Æ n Å � Ê qUkÛÂ
e�ÎGÂ�ÀÜ½�Âli³Ï Í
Í Ï@kÖ¿ � p�ÄÜÂ�m�ÄÜÂ<ÎÃÂ � À � ÀÃ¿
Ï � i³Ï	Ä

G
n·ÎÃÂµÂ�t ~ w q Þ

G(x, y; p) =
1

C0(p)

1

a(x)a(y)

{
ch(sz) ch(s(1 − w)) + O1,

i³Ï'Ä
x ≤ y

ch(sw) ch(s(1 − z)) + O2,
i³Ï'Ä

y ≤ x.


�ÂµÄÜÂ
s = l

√
p Æ C0(p) = −s

l
sh(s) + O3

Æ a(x) = 4
√

β(x)λ(x) Æ

z =
1

l

∫ x

0

√
β(η)

λ(η)
dη , w =

1

l

∫ y

0

√
β(η)

λ(η)
dη , l =

∫ 1

0

√
β(η)

λ(η)
dη

�P���

O1 = O
(

es(1−w+z)

s

)
, O2 = O

(
es(w+1−z)

s

)
, O3 = O (es)

i³Ï	Ä
Rep → +∞ ½�Ï Í
� ¿ � p(e � ¿Fi³Ï'ÄÃØ Í h­¿ � x �P�#� y

i³ÄÃÏ'Ø
[0, 1] �P�#� Imp ∈ R

�'�2j�jVÏ	Ä � Ý
¿ � p ÀÜÏ�ÀÃ½�¿ ÎÖÄÜÂ�m�ÄÜÂ<ÎÃÂ � À � ÀÃ¿
Ï � kêÂ`½ � f'Â

G(x, 0, p) = − l

s a(x)a(0)

ch(s(1 − z)) + O
(

es(1−z)

s

)

sh(s) + O
(

es

s

) i³Ï	Ä
Rep → ∞,

kÖ½�ÂµÄÜÂ/ÀÃ½�Â O Ý©ÀÃÂµÄÜØlÎ � ÄÜÂre � ¿gi³Ï	ÄÜØ ¿ � z �P��� Imp
�Û��¿ � jµÂ |s| = l

√
|p| → ∞ � Î

Rep → ∞ i³ÄÜÏ	ØkÀÃ½�¿ Î`ÄÜÂ Í � ÀÃ¿
Ï �t�P�#� ÀÜ½�Â Í Ï j �PÍ z�Ï&e ��� Â ��� ÂBÎÃÎYÏ&i
G
kêÂ Ï;z�À � ¿ � ÀÃ½�Â

Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÃÂ
|G(x, 0, p)| ≤ C̄5|s|−1|e−sz |, for Rep > 0, x ∈ [0, 1]

kÖ¿ÕÀÜ½�ÎÃÏ	Ø�Â � Ï ��� Â�p � ÀÃ¿�f	Â�jVÏ � Î¯À �P� À
C̄5

��,Ce�ÄÃÀÃ½�Â<Ä Æ e�ÎÃ¿ � p�ÀÜ½�Â � Â�{ � ¿ÕÀÜ¿ Ï � Ï&i
z �P���

ÀÃ½�Â�ÄÜÂ Í � ÀÃ¿
Ï � Res = lRe
√

p > l√
2

√
|p| =

1√
2
|s| Æ kÖ½�¿�j6½ ½�Ï Í � Îai³Ï	Ä

Rep > 0 Æ kêÂ
� Â � e|jVÂ

|G(x, 0, p)| ≤ C̄5|
e−sz

|s| | = C̄5
e−Resz

|s| < C̄5
e
− |s|√

2
z

|s| ≤ C̄4
e−C̄2

√
|p|x

l
√
|p|

kÖ¿ÕÀÜ½�ÎÃÏ	Ø�ÂrjVÏ � Î¯À �P� À
C̄2 > 0

� Ì ½�¿
Î�¿
Ø�m Í ¿ ÂBÎ�n Å � 	 qV� Ì ½�Â�ÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÃÂ n Å � Ê q>j �	� z�Â
m�ÄÃÏ@f'Â � ¿ ��� ÎG¿
Ø�¿ Í � ÄÖØ �	��� ÂµÄB�

�



~&~ É ������±:¦ ¤6¼�������±:£�£z¬
�������  ���%	� ªV¥ λ, β ∈ C2[0, 1], λ, β > 0 in [0, 1] ±P£	
 v ∈ C1[0, 1] �8¹z²�ªV£

sup
Rep>0

∣∣∣
√
|p|

( 1∫

0

pG(x, y, p)v(y) dy +
v(x)

β(x)

)∣∣∣ ≤ K5‖v‖C1[0,1]
n Å � È q

®V¬:Ôl±:º§º x ∈ (0, 1) ¼ � ²�ªµÔÃª K5
¦ ¤­¦§£	
'ª ��ªV£ 
	ªµ£�¥"¬G® x ¦§£ ª ��ªµÔ�Ñ�¶µº ¬:¤Vª 
 ¤�¨�Óµ¦§£�¥�ªVÔ �:±:º

¬¯® (0, 1) �

�2ÂµØ�Ø �lÙ k � Î_m�ÄÃÏ@f'Â � ¿ � t ~ w �

�_W�� Y�"  � �Pc � ]�$ 
 c+\
(�b�Z % \C]�'� #(��
�2ÂVÀoe#Î � ÎÜÎ=e�Ø�Â

λ, β ∈ C2[0, 1], λ, β > 0;

Φ0 p	¿�f	Â � zPh n�~#� Ç�Ù q �	� Ø�¿ ÀÜÎ�ÀÃ½�Â � Â-jVÏ'Ø m�Ï'ÎÃ¿ ÀÃ¿
Ï � n ~�� ÇBÅ q , kÖ½�ÂµÄÜÂ

B̃0 ∈ B1,σ0
�P��� Φ̃0 ∈ Bα,σ0

kÖ¿ ÀÃ½|ÎGÏ'Ø�Â
σ0 ≥ 1 �	��� α

Î � ÀÃ¿ Î+i�h�¿ � pLn Å � Ç q ;
Φ1 p'¿gf'Â � zPh n ~�� Ç ~Pq�z�Â Í Ï � p,Î ÀÜÏ Bα− 1

2 ,σ0
, ϕ ∈ C1[0, 1];

νk ∈ C[0, 1], k = 1, . . . , N1, µl ∈ C[0, 1], l = 1, . . . , N2.





n Ë � Ç q

�������  ��0%	� ªV¥*¥§²�ª ±:¤Ü¤�¨�´ ��¥©¦·¬:£�¤ n Ë � Ç q ²�¬Pº 
 �Û¢³® Z =
c

p
+ V ∈ Mc,σ

¥³²�ªµ£ ¥§²�ª
��ª6¶µ¥«¬PÔ�®6¨�£�¶µ¥W¦·¬P£ b[Z] = (b0[Z], b1[Z]) ¼ �	¦ �:ªV£ ÓVÑ n�~#� Ù	É q ¼ n ~�� Ù�Ç q ¼"ÓÜªµº ¬P£ �P¤�¥�¬ Bσ0±:£	
l¤µ±:¥©¦ ¤��êª�¤`¥³²�ª ª�¤�¥©¦§´�±P¥«ª

‖b[Z]‖σ ≤ C1

[
1 +

1

σ
3
2−α

(
|c| + ‖V ‖α,σ

σα−1

)] n Ë � Ù q

� ¦§¥§² ±:£#Ñ σ ≥ σ0
¼ � ²�ªµÔÃª C1

¦ ¤8±Y¶6¬:£�¤�¥�±:£#¥�±P£	
 |c| =
N∑

k=1

|ck|. °�¬:ÔÃª6¬ ��ªµÔ6¼P®V¬:ÔÖª �:ªVÔ�Ñ

σ ≥ σ0
±P£	
 Z1 =

c

p
+ V 1, Z2 =

c

p
+ V 2 ∈ Mc,σ

¥³²�ª 
P¦ �"ªVÔÜªV£z¶Üª b
[
Z1

]
− b

[
Z2

]

®6¨�º �¾º§º ¤`¥³²�ª ª�¤�¥©¦§´�±P¥«ª
∥∥b[Z1] − b[Z2]

∥∥
σ
≤ C2

1√
σ

∥∥V 1 − V 2
∥∥

α,σ

n Ë � v q

� ¦§¥§²�± ¶6¬:£�¤6¥�±:£#¥ C2
�

�������  	��%	� ªV¥*¥§²�ª ±:¤Ü¤�¨�´ ��¥©¦·¬:£�¤ n Ë � Ç q ²�¬Pº 
 �Û¢³® Z =
c

p
+ V ∈ Mc,σ

¥³²�ªµ£ ¥§²�ª
ºK¦§£�ª6±:ÔY¬ ��ªVÔÜ±:¥�¬:Ô A[Z] = (A0[Z], A1[Z]) ¼ 
'ª
�%£�ª 
 ÓVÑ n�~#� ÇBÊ q ¼ n�~�� Ç<È q ¼ ¦ ¤*Ó6¬P¨�£	
	ª 
­¦§£
Bσ

±P£	
l¤V±P¥W¦ ¤��êª�¤`¥³²�ª ª�¤�¥©¦§´�±P¥«ª

‖A[Z]‖
L (Bσ) ≤ C3

[
1 + |c|

σ
+

‖V ‖α,σ

σα

] n Ë � ~:q



¢�£���ªµÔ6¤µª��êÔÜ¬	Óµº ªV´�¥�¬�� ªV¥�ªVÔ�´ ¦§£�ª�� ª��,ªµ£�ªµÔÃ±:¥�ªY°�ªµ´�¬PÔ�Ñ���ªVÔ�£zªVº ¤ ~&~ Ç
®V¬:Ô�±P£�Ñ σ ≥ σ0

� ¦§¥³²�±t¶6¬:£�¤�¥«±P£�¥ C3
�ê°�¬PÔÃª6¬ �:ªVÔ6¼`¥�±��P¦§£ � Z1 =

c

p
+ V 1, Z2 =

c

p
+ V 2 ∈ Mc,σ, ¥§²�ª¸ªV¤�¥W¦§´l±:¥�ª%®V¬PÔ 
:¦ �*ªVÔÃªµ£�¶6ª

∥∥(
A[Z1] − A[Z2]

)∥∥
L (Bσ)

≤ C4

σα

∥∥V 1 − V 2
∥∥

α,σ

n Ë � Å q

²�¬:º 
�¤%®V¬:Ô ±:£�Ñ σ ≥ σ0
� ¦§¥³²�±�¶6¬:£�¤�¥�±:£#¥ C4

�

�¾ÄÃÏ�Ï&i·Î8Ï$i-� ÂµØ�Ø � Î v��P�#� ~ � ÄÃÂYÎG½�¿Fi§ÀÜÂ � ÀÃÏ ÀÜ½�Â � mCm�Â �#� ¿ s Ï$i�ÀÃ½�Â(m � m#Â<Ä<�
� e�Â ÀÜÏ � ÂµØ�Ø � Î v�Æ ~ �P��� ÀÃ½�Â�jµÏ � ÀÃÄ � jVÀÃ¿
Ï � m�ÄÃ¿ � jV¿�m Í Â¸Â �:e � ÀÜ¿ Ï � n�~#� Ç 	 q"½ � Î �

e � ¿ �;e�Â ÎGÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � B = B[Z] ∈ Bσ

m�ÄÜÏ@f�¿ � Â � Z =
c

p
+ V ∈ Mc,σ

�P�#� σ ≥ σ0Î � ÀÃ¿ Î+i�hlÀÜ½�Â`ÄÜÂ Í � ÀÃ¿
Ï �

η(Z, σ) :=
1 + |c|

σ
+

‖V ‖α,σ

σα
≤ 1

2C3
.

n Ë � Ë q

,Ce�ÄÃÀÃ½�Â<ÄÃØ�Ï'ÄÃÂ Æ i³ÄÃÏ'Ø�n�~#� Ç 	 q�kÛÂ`½ � f'Â

‖B[Z]‖σ ≤
(
1 − ‖A[Z]‖L (Bσ)

)−1 ‖b[Z]‖σ.

Ì ½�¿
Î�¿ � f�¿ Â�k]Ï&i(n Ë � Ù q Æ n Ë � ~:q �	��� n Ë � Ë q[h�¿
Â Í � ÎêÀÃ½�Â`ÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÃÂ

‖B[Z]‖σ ≤ 2C1

[
1 +

1

σ
3
2−α

(
|c| + ‖V ‖α,σ

σα−1

)] n Ë � 	 q

i³Ï	Ä8ÀÃ½�ÂDÎGÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � Ï&i n�~�� Ç 	 q��
 �Â s À Í ÂµÀ e�Î { ���)�	� ÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÜÂ i³Ï'Ä

B[Z1] − B[Z2]
� � ÂVÀ

σ ≥ σ0
�P���

Z1 =
c

p
+ V 1, Z2 =

c

p
+ V 2 z#Â�Î�e#j6½/ÀÃ½ � À n Ë � Ë qÖ¿ Îof �	Í ¿ � i³Ï	Ä

V
ÄÜÂ�m Í � jµÂ � zPh

V 1

�P��� V 2 Æ ¿W� Â	�
η(Zj , σ) ≤ 1

2C3
, j = 1, 2

���PeCz�ÀÜÄ � j�ÀÜ¿ � plÂ �:e � ÀÜ¿ Ï � n ~�� Ç 	 qUi³Ï	Ä
Z = Z2

i³ÄÃÏ'Ø�ÀÃ½�Â jµÏ	ÄÜÄÃÂBÎ=m�Ï �#� ¿ � p¸Â �;e � ÀÃ¿
Ï � i³Ï	Ä
Z = Z1 kÛÂY½ � f'Â

B[Z1] − B[Z2] = A[Z2]
(
B[Z1] − B[Z2]

)
+

(
A[Z1] − A[Z2]

)
B[Z1]

+ b[Z1] − b[Z2].

Ì ½�¿
Î�¿ Ø�m Í ¿ ÂBÎ

‖B[Z1] − B[Z2]‖σ ≤
(
1 − ‖A[Z2]‖L (Bσ)

)−1

×
[
‖A[Z1] − A[Z2]‖L (Bσ)‖B[Z1]‖σ + ‖b[Z1] − b[Z2]‖σ

]
.

�"ÎÃ¿ � p�¿ � ÀÃ½�¿ ÎÖÄÜÂ Í � ÀÃ¿
Ï � ÀÃ½�Â`Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÃÂBÎ(n Ë � v q 	Sn Ë � 	 q�kÛÂYÏ&z�À � ¿ �
∥∥B[Z1] − B[Z2]

∥∥
σ
≤ 2

{2C1C4

σα

[
1 +

1

σ
3

2−α

(
|c| + ‖V 1‖α,σ

σα−1

)]
+

C2√
σ

}

×
∥∥V 1 − V 2

∥∥
α,σ

.
n Ë � Ê q

�Pe�Ø�Ø�¿ � p�e#m Æ kêÂ�½ � f	Âum�ÄÃÏ@f'Â � ÀÃ½�Âli³Ï Í Í Ï@kÖ¿ � p¸ÀÜ½�ÂµÏ'ÄÃÂ<Ø/�



~&~ Ù ������±:¦ ¤6¼�������±:£�£z¬
��� ��� � � � �|% � ªµ¥ ¥³²�ª ±:¤Ü¤�¨�´ ��¥©¦·¬:£�¤ n Ë � Ç q ²�¬:º 
 � ¹z²�ªV£�®V¬:Ô ±:£#Ñ σ ≥ σ0

±P£	

Z =

c

p
+ V ∈ Mc,σ

¼/¤µ±:¥©¦ ¤³®6Ñ:¦§£ � ¥§²�ª�¦§£�ª��µ¨�±:ºK¦§¥©Ñ n Ë � Ë q ¼�ª��µ¨�±:¥©¦·¬:£ n ~�� Ç 	 q ²�±�¤i±
¨�£�¦��µ¨�ª8¤µ¬:ºK¨�¥©¦·¬:£ B[Z] =

(
B̂0[Z], B1[Z]

) ¦§£ Bσ
�
¹z²�¦ ¤Ö¤µ¬PºK¨�¥W¦·¬P£l¤µ±:¥©¦ ¤��ÛªV¤ÖªV¤�¥W¦§´l±:¥�ª

n Ë � 	 q �8°�¬:ÔÜªÜ¬ ��ªµÔ6¼¾®V¬:Ô�ª �:ªµÔ�Ñ σ ≥ σ0
±P£	
 Z1 =

c

p
+ V 1 ¼ Z2 =

c

p
+ V 2 ∈ Mc,σ

¤6¨�¶6² ¥³²�±:¥ η(Zj , σ) ≤ 1
2C3

¼ j = 1, 2 ¼8¥§²�ª 
:¦ �*ªVÔÃªµ£�¶6ª B[Z1] − B[Z2] ®6¨�º �%º§º ¤ ª�¤�¥©¦	�
´�±P¥«ª n Ë � Ê q �


 W � �oc �;Z�(0Yab ( "8YN^�� Yac�
_` (�Y ( � � $�]U\ X:Y 	�(�\ � ( % \C]�'� #(��
� � ÀÃ½�¿ Î�ÎGÂ-j�ÀÜ¿ Ï � kÛÂ�Î¯À	e � h ÀÃ½�Â ¿ � f'ÂµÄ6ÎGÂ�m�ÄÃÏ;z Í Â<Øe¿ � ÀÜ½�Â�{ s Â � Ý m#Ï'¿ � Àxi³Ï'ÄÃØ n�~#� ÇBÉ q¿ � ÀÃ½�Â � � m Í
� jVÂ � Ï	Ø � ¿ �t�P��� ÀÃ½�ÂµÄÜÂ�eCm�Ï � ¿ � i³ÂµÄ � ÄÜÂ<Î�e Í Àui³Ï'ÄYÀÃ½�Âl¿ � f	Â<ÄÜÎÃÂ>m�ÄÃÏ;z Í Â<Ø
n Ù � Ç q 	Sn Ù � Å q%¿ � ÀÃ½�ÂYÀÃ¿
Ø Â � Ï	Ø � ¿ � �

� e�Â*ÀÃÏ¸ÀÃ½�Â � Â�jVÏ'Ø�m#Ï,ÎG¿ ÀÃ¿
Ï � n ~�� Ç<Ë qÒÀÃ½�Âai�e Í Í Z
Ý3i³ÄÜÂµÂ"ÀÃÂµÄÜØ�Ï$i ÀÃ½�ÂYÏ&m�ÂµÄ � ÀÜÏ	Ä F =

(F1, . . . ,FN)
p	¿�f	Â � zPh n ~�� È qê¿ Î

Ψ = (Ψ1, . . . , ΨN ) Æ kÖ½�ÂµÄÜÂ

Ψi(p) = Ψ̂i(p) +

N1∑

k=1

nk(0)

∫ 1

0

pG(xi, y, p)νk(y)B̃0(y, p) dy
n 	 � Ç q

�P��� Ψ̂i

¿ Î � Â�{ � Â � ¿ � n ~�� Ç<É q��
��� ��� � � � � %�� ¤6¤�¨�´�ªY¥³²�±P¥ n Ë � Ç q ²�¬Pº 
�¤¸±P£	


νk ∈ C1[0, 1], k = 1, . . . , N1, µl ∈ C2[0, 1], l = 1, . . . , N2; ϕ ∈ C3[0, 1].
n 	 � Ù q

°�¬PÔÃª6¬ �:ªVÔ6¼êº ªµ¥ det Γ 6= 0 ®V¬PÔ Γ ¼ �	¦ ��ªµ£ ÓµÑ n�~�� Ë q ¼Û±:£ 


Ψ =
d

p
+ Y ∈ Md,σ0

n 	 � v q

� ¦§¥§²�¤µ¬:´lª d ∈ R
N �"¹z²�ªV£ ¥§²�ªVÔÜª¸ª��'¦ ¤6¥W¤ σ1 ≥ σ0

¤�¨�¶6²�¥³²�±P¥8ª��µ¨�±:¥©¦·¬:£ n�~#� Ê q ²�±�¤¸±
¨�£�¦��µ¨�ªY¤µ¬:ºK¨�¥©¦·¬:£ Z =

c

p
+ V ∈ Mc,σ1

¼Ú²�ªµÔÃª c = Γ−1d �

�êÔÃ¬B¬¯® � ��ÂµÀGÀÃ¿ � p c = Γ−1d �	��� Ï;z�ÎÃÂµÄ	f,¿ � p n 	 � Ç q Æ n 	 � v q Æ m�ÄÜÏ&z Í ÂµØ n ~�� Ê qoi³Ï	Ä
Z =

c

p
+ V

¿ � Mc,σ

¿
Î8Â �;e�¿gf �PÍ Â � ÀÖÀÜÏ¸ÀÜ½�Âli³Ï Í
Í Ï@kÖ¿ � p Â.�:e � ÀÃ¿
Ï � i³Ï	Ä
V

¿ � (Aα,σ)
N Þ

V = F (V ) ,
n 	 � ~:q

kÖ½�ÂµÄÜÂ
F = Γ−1F1

Æ

F1(V ) = L0

( c

p
+ V , B[Z]

)
+L1

( c

p
+ V

)
+L2(B[Z]) + Y,

n 	 � Å q

L0
¿
ÎÖÀÃ½�Âli³Ï Í Í Ï@kÖ¿ � p>z�¿ Í ¿ � Â � ÄÖÏ;m#Â<Ä � ÀÃÏ	Ä8Ï&i

Z ∈ Mc,σ
Æ B = (B̂0, B1) ∈ Bσ

Þ



¢�£���ªµÔ6¤µª��êÔÜ¬	Óµº ªV´�¥�¬�� ªV¥�ªVÔ�´ ¦§£�ª�� ª��,ªµ£�ªµÔÃ±:¥�ªY°�ªµ´�¬PÔ�Ñ���ªVÔ�£zªVº ¤ ~&~ v

(L0(Z, B))i(p) =

N1∑

k=1

Zk(p)

1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)B̂0(y, p)dy

−
N∑

k=N1+1

Zk(p)

1∫

0

pGy(xi, y, p)µk−N1(y)B1(y, p)dy, i = 1, . . . , N
n 	 � Ë q

�P��� L1
�P��� L2

� ÄÜÂ*ÀÃ½�Â Í ¿ � Â � Ä8Ï&m�ÂµÄ � ÀÜÏ	Ä6Î%Ï&i
Z ∈ Mc,σ

�P�#� B = (B̂0, B1) ∈ Bσ
Æp	¿�f	Â � zPhlÀÃ½�Âli³Ï	ÄÜØxe Í � Â

(L1(Z))i(p) =

N1∑

k=1

Zk(p)
{ 1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)B̃0(y, p)dy

+

1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)ϕ(y) dy +
1

β(xi)
νk(xi)ϕ(xi)

}
+

N∑

k=N1+1

Zk(p)

×
{ 1∫

0

pG(xi, y, p)
(
µk−N1(y)ϕ′(y)

)′
dy +

1

β(xi)
(µk−N1(x)ϕ′(x))

′
∣∣∣
x=xi

+ µk−N1(0)ϕ′(0)pG(xi, 0, p) − µk−N1(1)ϕ′(1)pG(xi, 1, p)
}

, i = 1, . . . , N,n 	 � 	 q
�P���

(L2(B))i(p) =

N1∑

k=1

nk(0)

1∫

0

pG(xi, y, p)νk(y)B̂0(y, p) dy, i = 1, . . . , N,
n 	 � Ê q

ÄÃÂBÎ=m�Â�jVÀÃ¿�f	Â Í h	��* Â kÖ¿ Í
Í m�ÄÜÏ@f	Â�ÀÃ½�Â � ÎÜÎGÂ<ÄGÀÜ¿ Ï � Ï&iÚÀÜ½�ÂµÏ'ÄÃÂ<Ø e�ÎÃ¿ � p�ÀÃ½�Â { s Â � Ý m#Ï'¿ � À � ÄGÝ
p&e�Ø�Â � ÀÖ¿ � ÀÜ½�Âli³Ï Í
Í Ï@kÖ¿ � p�z �	Í Í Î Þ

Dα,σ(ρ) =
{

V ∈ (Aα,σ)
N

: ‖V ‖α,σ ≤ ρ
}

.

Ì Ï¸ÀÃ½�¿ ÎêÂ ��� kÛÂa{�Ä6Î¯À � Â � e#jVÂYÎÃÏ	Ø�Â*ÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÃÂ<Î�i³Ï	Ä
L0, L1

�	��� L2
�
� e Í ÀÃ¿�m Í h�¿ � p zPh

|p|α ¿ � n 	 � Ë q �	��� ÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÃ¿ � p�kÛÂY½ � f'Â

|p|α
∣∣(L0

( c

p
+ V, B

))
i
(p)

∣∣ ≤
N1∑

k=1

( |ck|
|p| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α

)
|p|

1∫

0

∣∣∣G(xi, y, p)
∣∣∣dy × ‖νk(y)‖C[0,1] |p|α max

0≤y≤1

∣∣∣B̂0(y, p)
∣∣∣

+

N∑

k=N1+1

(
|ck| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α−1

) √
|p|

1∫

0

|Gy(xi, y, p)| dy

× ‖µk−N1‖C[0,1] |p|α− 1
2 max

0≤y≤1

∣∣B1(y, p)
∣∣ , i = 1, . . . , N.
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�"ÎÃ¿ � pDÀÃ½�Â � ÎÜÎ=e�Ø�m�ÀÜ¿ Ï � ÎNn Ë � Ç q Æ n 	 � Ù q Æ ÀÃ½�Â � ÎÜÎGÂ<ÄGÀÜ¿ Ï � Îon Å � v q Æ n Å � Å q
Ï$i��2Â<Ø�Ø � Ç"�P���ÀÃ½�Â � Â�{ � ¿ ÀÃ¿
Ï � Ï$i�ÀÃ½�Â � Ï	ÄÜØ ‖ · ‖γ,σ

kÛÂYÏ&z�À � ¿ �

|p|α
∣∣(L0

( c

p
+ V, B

))
i
(p)

∣∣ ≤
N1∑

k=1

( |ck|
|p| +

‖Vk‖α,σ

|p|α
)

K1 ‖νk(y)‖C[0,1] ‖B̂0‖α,σ

+
N∑

k=N1+1

(
|ck| +

‖Vk‖α,σ

|p|α−1

)
K3 ‖µk−N1‖C[0,1] ‖B1‖α− 1

2 ,σ , i = 1, . . . , N,

i³Ï	Ä
Rep > σ, σ ≥ σ0, x ∈ [0, 1]

� ÌÚ� ×�¿ � p�¿ � ÀÜ½�¿ ÎDÄÜÂ Í � ÀÃ¿
Ï � ÀÜ½�Â Î�eCm�ÄÜÂµØ>e�Ø�Ï@f'ÂµÄ
Rep > σ, x ∈ [0, 1] Æ Ï;z�ÎGÂ<Ä�f�¿ � p ÀÃ½�Â�ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï � |p|γ > σγ

i³Ï	Ä
Rep > σ Æ kÖ½�¿yj6½

½�Ï Í � Î¾¿ � ÀÜ½�Âaj � ÎÃÂ<Î
γ = 1, α, α−1 � e�Â�ÀÃÏDÀÃ½�Â � ÎÜÎ=e�Ø�Â � ¿ � Â �:e �PÍ ¿ÕÀ+h n Å � Ç q �	��� ÀÃ½�Â

¿ � Â �:e �PÍ ¿ÕÀ+h 1/σ ≤ 1 Æ kÖ½�¿�j6½/½�Ï Í
� Î � e�ÂYÀÃÏ
σ ≥ σ0 ≥ 1 Æ kêÂup'ÂVÀ

∥∥∥L0

( c

p
+ V, B

)∥∥∥
α,σ

≤ C6

(
|c| + ‖V ‖α,σ

σα−1

)
‖B‖σ , σ ≥ σ0 ,

n 	 � È q

kÖ½�ÂµÄÜÂ
C6

¿
Î � jµÏ � ÎGÀ �	� ÀB����¿ Ø�¿ Í
� Ä Í h Æ i³ÄÃÏ'Ø n 	 � 	 q�zPh Ø�Â �P� Î%Ï$i2ÀÜ½�Â � ÎÃÎÃÂµÄÃÀÃ¿
Ï � Îan Å � v q Æn Å � 	 q Æ n Å � Ê q �P��� n Å � È q%Ï&i Í ÂµØ�Ø � Î Ç`�	����Ù kêÂ � Â � e#jVÂ

|p|α
∣∣(L1

( c

p
+ V

))
i
(p)

∣∣ ≤
N1∑

k=1

( |ck|
|p| 32−α

+
‖Vk‖α,σ√

|p|

)( K1√
|p|

‖νk‖C[0,1] ‖B̃0‖1,σ0

+ K5 ‖νkϕ‖C1[0,1]

)
+

N∑

k=N1+1

( |ck|
|p| 32−α

+
‖Vk‖α,σ√

|p|

)

×
(
K5‖ (µk−N1ϕ

′)
′ ‖C1[0,1] + C̄1|µk−N1(0)ϕ′(0)| |p| 32 e−C̄2

√
|p|xi

+ C̄3|µk−N1(1)ϕ′(1)| |p| 32 e−C̄4

√
|p|(1−xi)

)
, i = 1, . . .N,

n 	 � ÇBÉ q

i³Ï	Ä
Rep > σ, σ ≥ σ0, x ∈ [0, 1]

���2ÂVÀue�Î � Â�{ � Â
κ = min

i=1,...,N
{C̄2xi; C̄4(1 − xi)}

�
��¿ � jVÂ

xi ∈ (0, 1), i = 1, . . . , N Æ kêÂ"½ � f'Â
κ > 0

� Ì ½Pe�Î Æ ÀÃ½�Â<ÄÃÂ�Â s ¿
ÎGÀÜÎ
σ̄0 ≥ σ0

Î=e#j6½
ÀÃ½ � À�ÀÃ½�Âli�e � j�ÀÜ¿ Ï � χ(σ) = σ

3
2 e−κ

√
σ

¿ Î � Â-jVÄÜÂ � ÎG¿ � p i³Ï	Ä
σ ≥ σ̄0

� ÌÚ� ×�¿ � p�¿ � n 	 � ÇBÉ qÀÃ½�Â­Î�eCm�ÄÜÂµØ>e�Ø�Ï@f	ÂµÄ
Rep > σ, x ∈ [0, 1] Æ kÖ½�ÂµÄÜÂ

σ ≥ σ̄0
Æ Ï&z�ÎÃÂµÄ	f�¿ � p ÀÜ½�Â­ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï �

|p|γ > σγ
i³Ï	Ä

Rep > σ Æ kÖ½�¿�j6½�½�Ï Í
� ÎÖ¿ � ÀÜ½�Âxj � ÎÃÂ<Î
γ = 3/2 − α, 1

2
� e�Â`ÀÜÏ n Å � Ç q Æ

�P��� ÀÃ½�Â`Ø�Ï � ÏPÀÜÏ � ¿yjV¿ À+h Ï$i
χ(σ)

kÛÂYÏ&z�À � ¿ �
∥∥L1

( c

p
+ V

)∥∥
α,σ

≤ C7

( |c|
σ

3
2−α

+
‖V ‖α,σ√

σ

)
, σ ≥ σ̄0 ,

n 	 � Ç'Ç q

kÖ½�ÂµÄÜÂ
C7

¿ Î � jVÏ � ÎGÀ �P� ÀB�
,�¿ ���	Í Í h Æ i³ÄÜÏ	Ø n 	 � Ê qÛ¿ � f,¿
Â�k]Ï$i n Å � v q[kÛÂ � Â � e#jVÂ

‖L2(B)‖α,σ ≤ C8‖B‖σ , σ ≥ σ0,
n 	 � Ç�Ù q

kÖ¿ÕÀÜ½ � jµÏ � ÎGÀ �	� À
C8

�
�2ÂVÀae�Î�ÄÜÂVÀ	e�Ä � ÀÜÏ ÀÜ½�ÂDÂ.�:e � ÀÃ¿
Ï � n 	 � ~:q_kÖ¿ ÀÃ½�ÀÜ½�Â­Ï;m#Â<Ä � ÀÃÏ'Ä

F = Γ−1F1
Æ kÖ½�Â<ÄÃÂ

F1
¿ Î2p	¿�f	Â � zPh n 	 � Å qV���?h Ø�Â �	� Î8Ï$i n 	 � È q Æ n 	 � Ç	Ç q Æ n 	 � Ç�Ù q[kÛÂYÏ;z�À � ¿ �
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‖F1(V )‖α,σ ≤ C9

(
1 +

‖V ‖α,σ

σα−1

)(
‖B[Z]‖σ +

1

σ
3
2−α

)
+ ‖Y ‖σ0 , σ ≥ σ̄0,

n 	 � Ç-v q

kÖ¿ÕÀÜ½ � jVÏ � Î¯À �P� À
C9

�
,Ce�ÄGÀÜ½�ÂµÄ Æ�Í ÂµÀ_e#ÎÖÎ=eCm#m#Ï,ÎGÂ*ÀÃ½ � À
V ∈ Dα,σ(ρ) Æ kÖ½�ÂµÄÜÂ

σ ≥ σ̄0�P��� σ Æ ρ
Î � ÀÃ¿ Î=i�hlÀÃ½�Â`ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï �

η0(ρ, σ) :=
1 + |c|

σ
+

ρ

σα
≤ 1

2C3
.

n 	 � Ç ~:q

Ì ½�Â � n Ë � Ë q2½�Ï Í � Î Æ ½�Â � jVÂ[kÛÂ[j �P�¸� mCm Í hYÂ<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÃÂun Ë � 	 q�Ï$i Ì ½�ÂµÏ	ÄÜÂµØ Ç i³Ï'Ä ‖B[Z]‖σ

�
� Í e#p&p	¿ � p n Ë � 	 q ¿ � ÀÜÏ n 	 � Ç�v q �P��� Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÃ¿ � p ‖V ‖α,σ

zPh
ρ �	��� Ï&z�ÎÃÂµÄ	f�¿ � p ÀÃ½ � À

1/σ
3
2−α ≤ const

i³Ï	Ä
σ ≥ σ̄0

kêÂY½ � f	Â

‖F1(V )‖α,σ ≤ C10

(
1 +

ρ

σα−1

)2

+ ‖Y ‖σ0

n 	 � Ç�Å q

kÖ¿ÕÀÜ½ � jµÏ � ÎGÀ �	� À
C10

� ,�ÄÃÏ'Ø n 	 � Ç<É q � e�Â"ÀÃÏDÀÜ½�Â"Â �:e �PÍ ¿ÕÀ+h F = Γ−1F1
�	��� ÀÃ½�Â*ÄÜÂVÝ

Í
� ÀÃ¿
Ï � α > 1
kêÂÛÎÃÂµÂÛÀÃ½ � À�i³Ï	ÄÚÂ�f	Â<Ä�h

ρ > ρ0 :=
∣∣Γ−1

∣∣ (C10+‖Y ‖α,σ0
)

ÀÜ½�ÂµÄÜÂ%Â s ¿ ÎGÀÜÎ
σ2 = σ2(ρ) ≥ σ̄0

Î�e#j6½/ÀÃ½ � À"ÀÜ½�Â­¿ � Â �;e �PÍ ¿ÕÀÜ¿ ÂBÎ
η0(ρ, σ) ≤ 1

2C3

�	��� ‖FV ‖α,σ ≤ ρ½�Ï Í � i³Ï'Ä �P� h σ ≥ σ2(ρ)
� d Ï � ÎÃÂ.�:e�Â � À Í h Æ

F : Dα,σ(ρ) → Dα,σ(ρ) for ρ > ρ0 and σ ≥ σ2(ρ).
n 	 � ÇBË q

 �Â s À Æ kÛÂlm�ÄÜÏ@f	Â*ÀÃ½ � À
F

¿ Î � jµÏ � ÀÃÄ � jVÀÃ¿
Ï � ��,�ÄÃÏ'Ø�n 	 � Å q?kÛÂY½ � f'Â

F1(V ) − F1(Ṽ ) = L0(V − Ṽ , B[Z]) + L0

( c

p
+ Ṽ , B[Z] − B[Z̃]

)

+ L1(V − Ṽ ) + L2(B[Z] − B[Z̃])

kÖ½�ÂµÄÜÂ
Z =

c

p
+ V, Z̃ =

c

p
+ Ṽ

� �"ÎÃ¿ � pl½�ÂµÄÜÂ�n 	 � È q Æ n 	 � Ç	Ç q Æ n 	 � ÇBÙ q �	��� Ï&z�ÎÃÂµÄ	f�¿ � p
ÀÃ½�Â�¿ � Â �;e �PÍ ¿ÕÀ+h 1/

√
σ ≤ 1/σα−1 ÀÜ½ � À%½�Ï Í � Î � e�ÂÖÀÃÏ

σ ≥ σ̄0 ≥ 1 �	��� n Å � Ç q Æ kÛÂ2p'ÂVÀ

‖F1(V ) − F1(Ṽ )‖α,σ ≤ C11

{ 1

σα−1
(1 + ‖B[Z]‖σ)‖V − Ṽ ‖α,σ

+
(
1 +

‖Ṽ ‖α,σ

σα−1

)
‖B[Z] − B[Z̃]‖σ

}
, σ ≥ σ̄0,

n 	 � Ç 	 q

kÖ¿ÕÀÜ½ � jVÏ � Î¯À �P� À
C11

� � ÂVÀNe#Î"Î�eCmCm�Ï'ÎÃÂYÀÃ½ � À
V, Ṽ ∈ Dα,σ(ρ)

kÖ½�ÂµÄÜÂ
σ ≥ σ̄0

�P���
ρ Æ σ

Î � ÀÜ¿
Î=i�h n 	 � Ç ~Pq�� Ì ½�Â � kÛÂ j �P� Ø � ×'Â(e�ÎGÂ­Ï$iÚÀÃ½�ÂDÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÃÂ<Î>n Ë � 	 q �P��� n Ë � Ê q8Ï$i
Ì ½�ÂµÏ'ÄÃÂ<Ø Ç`�P��� kÛÂY½ � f'Â

‖F1(V ) − F1(Ṽ )‖α,σ ≤ C12

{ 1

σα−1

(
1 +

1

σ
3
2−α

(
1 +

ρ

σα−1

))

+
(
1 +

ρ

σα−1

)[ 1

σα

(
1 +

1

σ
3
2−α

(
1 +

ρ

σα−1

))
+

1√
σ

}
‖V − Ṽ ‖α,σ.

� � f,¿
Â�k�Ï&i*ÀÜ½�Â�ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï � Î
1 < α < 3

2

ÀÜ½�Â jµÏ�Â���jV¿
Â � À Ï$i ‖V − Ṽ ‖α,σ

Ï � ÀÜ½�Â
ÄÃ¿�p	½,ÀGÝ«½ �	��� ÎÃ¿ � ÂDÏ$iÚÀÃ½�¿
Î"Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÃÂ � mCm�ÄÜÏ � j6½�Â<Î�/µÂ<ÄÃÏ � Î

σ → ∞ i³Ï'Ä � { s Â � ρ > 0
�


�Â � jVÂ Æ i³Ï	Ä�Â�f	ÂµÄ	h
ρ > 0

ÀÃ½�Â<ÄÃÂ`Â s ¿
ÎGÀÜÎ
σ3 = σ3(ρ) ≥ σ̄0

Æ Î=e|j6½ ÀÜ½ � ÀÖÀÜ½�Â`¿ � Â.�:e �	Í ¿ À+h
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η0(ρ, σ) ≤ 1/2C3
½�Ï Í
� Î �	��� F = Γ−1F1

¿
Î � jµÏ � ÀÃÄ � jVÀÃ¿
Ï � ¿ � ÀÜ½�Â�z �PÍ
Í Dα,σ(ρ)i³Ï	Ä
ρ > 0 �P�#� σ ≥ σ3(ρ)

� Ì ½�¿ ÎlÀÜÏ&p	ÂµÀÃ½�Â<Ä kÖ¿ ÀÃ½ n 	 � Ç<Ë q�ÎG½�Ï@k�Î ÀÃ½ � À Â.�:e � ÀÃ¿
Ï �n 	 � ~:q*½ � Î � e � ¿��:e�Â ÎÃÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � V
¿ � Â�f	ÂµÄ	h z �	Í Í Dα,σ(ρ) Æ kÖ½�ÂµÄÜÂ

ρ > ρ0
�	��� σ ≥

σ4(ρ) = max{σ2(ρ); σ3(ρ)} � Ì ½�¿ Î�m�ÄÜÏ@f	ÂBÎDÀÜ½�Â/Â s ¿
ÎGÀÃÂ � jVÂ � ÎÃÎÃÂµÄÃÀÃ¿
Ï � Ï&i"ÀÜ½�ÂµÏ'ÄÃÂ<Ø
kÖ¿ÕÀÜ½

σ1 = σ4(2ρ0)
�

�«ÀêÄÜÂµØ � ¿ � ÎÛÀÃÏ m�ÄÜÏ@f	ÂÖÀÜ½ � À8ÀÜ½�Â�ÎÃÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � Ï$i(n 	 � ~Pq¾¿ Î?e � ¿ �:e�Â*¿ � ÀÃ½�ÂlkÖ½�Ï Í Â�Î=m � jVÂ
(Aα,σ1 )

N ���PeCmCm�Ï'ÎÃÂ`ÀÃ½ � À�n 	 � ~:qÖ½ � Î�À+kÛÏ ÎÃÏ Í e�ÀÜ¿ Ï � Î
V 1 �P�#� V 2 ¿ � (Aα,σ1)

N ��� ÂVÀ
e�Î � Â�{ � Â

ρ̄ := max(2ρ0;
∥∥V 1

∥∥
α,σ1

;
∥∥V 2

∥∥
α,σ1

) �P��� σ̄ := max(σ1; σ4(ρ̄))
� Ì ½�Â �

kÛÂ`½ � f'Â ‖V j‖α,σ1 ≤ ρ̄ Æ j = 1, 2.
��¿ � jµÂ`ÀÃ½�Â � Ï	ÄÜØ ‖.‖α,σ

¿ Î � Ï � Ý«¿ � jµÄÃÂ � ÎÃ¿ � p>kÖ¿ ÀÃ½
ÄÃÂBÎ=m�Â�jVÀêÀÜÏ

σ �	��� σ̄ ≥ σ1
Æ i³ÄÜÏ	Ø�ÀÜ½�¿
Î�ÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï � kêÂ � Â<ÄÃ¿�f	Â

‖V j‖α,σ̄ ≤ ρ̄ =⇒ V j ∈ Dα,σ̄(ρ̄) , j = 1, 2.

�[e�À � e�Â ÀÃÏ
ρ̄ > ρ0

�P�#� σ̄ ≥ σ4(ρ̄) Æ ÀÃ½�Â e � ¿��:e�Â � Â<ÎÜÎY¿ � ÀÃ½�Â�z �PÍ
Í Dα,σ̄(ρ̄)
½ � Î

�PÍ ÄÃÂ �	� h�z�ÂµÂ � ÎÃ½�Ï@k � � Ì ½Pe�Î Æ V 1 = V 2 � Ì ½�ÂµÏ'ÄÃÂ<Ø Ù ¿
Î_m�ÄÃÏ@f'Â � �
�

,�¿ ���	Í Í h Æ�� mCm Í h,¿ � p�ÀÃ½�Â kêÂ Í
Í Ý©× � Ï@k � ÄÜÂ<Î�e Í ÀÜÎ � z#Ï;e�À/ÀÃ½�Ât¿ � f'ÂµÄÃÀ � z�¿ Í ¿ À+h�Ï$i­ÀÜ½�Â
� � m Í
� jVÂ�ÀÃÄ �P� Î=i³Ï	ÄÜØ t v!w kêÂ � Â � e#jµÂYÀÃ½�Âli³Ï Í Í Ï@kÖ¿ � p jµÏ	ÄÜÏ Í
Í
� Ä�h i³ÄÜÏ	Ø Ì ½�ÂµÏ'ÄÃÂ<Ø Ù �

Ð
¬PÔÃ¬:º§º
±:Ô�Ñ�� � �2ÂµÀojVÏ �#� ¿ÕÀÜ¿ Ï � Î(n�~#� v qÛ½�Ï Í � h�¿
Â Í � ¿ � p ÀÃ½�Â(e � ¿��:e�ÂY¿ � ¿ÕÀÜ¿ �	Í f �PÍ e�Â<Î
nj(0)i³Ï	Ä�ÀÃ½�Â e � × � Ï@k � Î

nj , k = 1, . . . , N1
i³ÄÃÏ'Ø Î=h�ÎGÀÃÂ<Ø n�~�� Ù qV����Ï	ÄÜÂµÏ@f'ÂµÄ Æ¾Í ÂµÀ ÀÜ½�Â

� ÎÜÎ=e�Ø�m�ÀÜ¿ Ï � ÎDÏ&i Ù z�Â Î � ÀÜ¿
Î={�Â � i³Ï	ÄDÀÜ½�Â�i�e � j�ÀÜ¿ Ï � Î
λk, µl, ϕ �P��� ÀÜ½�Â �:e �	� ÀÃ¿ ÀÃ¿
Â<Î

Φ0, Φ1, Ψ
p	¿�f	Â � zPh�i³Ï'ÄÃØ>e Í � Î n�~�� ÇBÙ q Æ n�~�� Ç ~Pq Æ n 	 � Ç q2kÖ¿ ÀÃ½ n ~�� Ç<É q Æ n ~�� Ç ~Pq8¿ � ÀÃÂ<ÄÃØlÎ

Ï$i2ÀÜ½�Â�� � m Í � jµÂÖÀÃÄ �P� Î+i³Ï'ÄÃØlÎ
R, F1, F2, Hi

Ï&i2ÀÃ½�Â ��� À � Ï$i ¿ � f	ÂµÄ6ÎÃÂom�ÄÜÏ&z Í ÂµØ n Ù � Ç q�	n Ù � Å qV� Ì ½�Â � ¿ � f	Â<ÄÜÎÃÂ�m�ÄÃÏ;z Í ÂµØ n Ù � Ç q�	 n Ù � Å q"½ � ÎYÀÜ½�Â�e � ¿ �:e�Â ÎGÏ Í e�ÀÃ¿
Ï � (n, m)
kÖ¿ ÀÃ½

jVÏ�Â���jV¿
Â � À6Î
nj

�	��� mk

Ï$iÚÀÃ½�Âli³Ï'ÄÃØ

nj(t) = nj(0) + cjt +
1

2πi

∫ t

0

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
eτpZj(p) dp dτ , k = 1, . . .N1 ,

mk(t) = ck+N1 +
1

2πi

∫ ξ+i∞

ξ−i∞
etpZk+N1(p) dp , k = 1, . . .N2 ,

kÖ½�ÂµÄÜÂ
c = (c1, . . . , cN ) ∈ R

N , Z = (Z1, . . . , ZN ) ∈ (Aα,σ1 )
N , N = N1 + N2

�
Ì ½�Â�i�e � j�ÀÃ¿
Ï � Î

nj
� ÄÃÂ jµÏ � ÀÃ¿ � e�Ï&e#Î Í h � ¿g}zÂµÄÜÂ � ÀÃ¿ � z Í Â �	��� mk

� ÄÜÂ�jVÏ � ÀÃ¿ � e�Ï&e�Î i³Ï	Ä
t ≥ 0

� ��Ï	ÄÜÂµÏ@f'ÂµÄ Æ n′
j(0) = cj , j = 1, . . . , N1

�P��� mk(0) = ck+N1 , k = 1, . . . , N2
�

�_W���
�
 (0YN^ac �

�êÔÃ¬B¬¯®"¬G®Ö¥§²�ª � ªµ´¸´l±xv � ÂVÀ8e�Î¾ÎGÀ � ÄGÀ8kÖ¿ ÀÃ½ ÀÃ½�ÂêÂBÎ¯ÀÜ¿ Ø � ÀÃ¿
Ï � Ï$i
b0[Z]

�	�PeCz#Î¯ÀÜ¿ÕÀ	e�ÀÃ¿ � p
c

p
+ V

i³Ï	Ä
Z

¿ � n�~#� Ù	É q Æ Ø>e Í ÀÃ¿�m Í h�¿ � p�zPh |p|α �P��� Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÜ¿ � p�kêÂY½ � f	Â

|p|α
∣∣b0[Z](x, p)

∣∣ ≤
N1∑

k=1

(
|ck| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α−1

)
|p|

1∫

0

∣∣G(x, y, p)
∣∣ dy
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× ‖νk‖C[0,1]

[
1

|p|3−α
|p| max

0≤y≤1
|B̃0(y, p)| + ‖ϕ‖C[0,1]

|p|2−α

]

+
N∑

k=N1+1

(
|ck| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α−1

) √
|p|

×
1∫

0

|Gy(x, y, p)| dy‖µk−N1‖C[0,1]

‖ϕ′‖C[0,1]

|p| 32−α
+ |p|α

∣∣∣Φ̂0(x, p)
∣∣∣ .

n Ê � Ç q

 �ÏPÀÜÂêÀÃ½ � ÀNn Ë � Ç q ¿
Ø m Í ¿
Â<Î
Φ̂0 ∈ Bα,σ0

i³Ï	ÄÒÀÜ½�Â?i�e � jVÀÃ¿
Ï � Φ̂0 � Â�{ � Â � ¿ � n�~#� Ù'Ù qV� �*ÎG¿ � pÀÃ½�¿ Î8ÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï �2Æ ÀÃ½�Â � ÎÃÎÃÂµÄÃÀÃ¿
Ï � Îun Å � v q Æ n Å � Å q¾Ï&i �2Â<Ø�Ø � Ç*�	��� ÀÜ½�Â � Â�{ � ¿ÕÀÜ¿ Ï � ÎêÏ$i2ÀÜ½�Â
� Ï	ÄÜØlÎ ‖ · ‖γ,σ

Æ ‖ · ‖σ

kêÂ�Ï;z�À � ¿ � i³ÄÜÏ	Ø�n Ê � Ç q

|p|α
∣∣b0[Z](x, p)

∣∣ ≤
N1∑

k=1

(
|ck| +

‖Vk‖α,σ

|p|α−1

)
K1‖νk‖C[0,1]

[‖B̃0‖1,σ

|p|3−α
+

‖ϕ‖C[0,1]

|p|2−α

]

+

N∑

k=N1+1

(
|ck| +

‖Vk‖α,σ

|p|α−1

)
K3‖µk−N1‖C[0,1]

‖ϕ′‖C[0,1]

|p| 32−α
+

∥∥∥Φ̂0
∥∥∥

α,σ0

i³Ï	Ä
Rep > σ, σ ≥ σ0, x ∈ [0, 1]

� Ì�� ×,¿ � p ½�ÂµÄÜÂ�ÀÃ½�ÂDÎ�eCm�ÄÜÂµØ>e�Ø�Ï@f'ÂµÄ
Rep > σ, x ∈

[0, 1] �	��� Ï&z�ÎÃÂµÄ	f�¿ � p ÀÜ½�Â ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï � |p|γ > σγ
i³Ï'Ä

Rep > σ Æ kÖ½�¿yj6½t½�Ï Í � Î`¿ � ÀÃ½�Â
j � ÎÃÂ<Î

γ = α − 1, 3 − α, 2 − α, 3/2− α � e�ÂYÀÃÏ n Å � Ç q Æ kêÂY½ � f	Â

∥∥∥b0[Z]
∥∥∥

α,σ
≤

N1∑

k=1

(
|ck| +

‖Vk‖α,σ

σα−1

)
K1‖νk‖C[0,1]

[‖B̃0‖1,σ

σ3−α
+

‖ϕ‖C[0,1]

σ2−α

]

+

N∑

k=N1+1

(
|ck| +

‖Vk‖α,σ

σα−1

)
K3‖µk−N1‖C[0,1]

‖ϕ′‖C[0,1]

σ
3
2−α

+
∥∥∥Φ̂0

∥∥∥
α,σ0

i³Ï	Ä
σ ≥ σ0

� ,�¿ ���	Í Í h Æ Ï&z�ÎÃÂµÄ	f�¿ � p�ÀÃ½ � À
σγ′ ≥ σγ

i³Ï'Ä
γ′ > γ Æ z�Â�j � e�ÎÃÂ

σ ≥ σ0 ≥ 1kÛÂ � ÄÜÄÜ¿gf'Â � ÀêÀÜ½�Â`ÄÜÂ Í � ÀÃ¿
Ï �
∥∥b0[Z]

∥∥
α,σ

≤ C8

σ
3
2−α

(
|c| + ‖V ‖α,σ

σα−1

)
+

∥∥∥Φ̂0
∥∥∥

α,σ0

, σ ≥ σ0
n Ê � Ù q

kÖ¿ÕÀÜ½ � jµÏ � ÎGÀ �	� À
C8

� Â�m�Â �#� ¿ � plÏ � K1, K3, ν, µ, B̃0, ϕ
�

 �Â s À Æ kÛÂ_m�ÂµÄ�i³Ï	ÄÜØsÎG¿
Ø�¿ Í � ÄÒÀÜÄ �	� Î=i³Ï	ÄÜØ � ÀÃ¿
Ï � Î�kÖ¿ ÀÃ½
b1[Z]

¿ � n�~�� Ù�Ç q�Øxe Í ÀÃ¿�m Í h,¿ � pz:h |p|α− 1
2

¿ � Î¯ÀÜÂ �	� Ï$i |p|α �
* Â`½ � f	Â

|p|α− 1
2

∣∣b1[Z](x, p)
∣∣ ≤

N1∑

k=1

(
|ck| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α−1

) √
|p|

1∫

0

|Gx(x, y, p)| dy

× ‖νk‖C[0,1]

[ 1

|p|3−α
|p| max

0≤y≤1
|B̃0(y, p)| + ‖ϕ‖C[0,1]

|p|2−α

]

+

N∑

k=N1+1

(
|ck| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α−1

) 1

|p| 32−α
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×
∣∣∣µk−N1(x)ϕ′(x)

λ(x)
−

1∫

0

Gxy(x, y, p)µk−N1(y)ϕ′(y) dy
∣∣∣ + |p|α− 1

2

∣∣∣Φ̂1(x, p)
∣∣∣.

 �ÏPÀÜÂDÀÜ½ � À�n Ë � Ç qÖ¿
Ø m Í ¿
Â<Î
Φ̂1 ∈ Bα− 1

2 ,σ0

i³Ï	Ä*ÀÃ½�Â i�e � jVÀÃ¿
Ï � Φ̂1 � Â�{ � Â � ¿ � n ~�� Ù ~Pq��
Ì ½:e#Î Æ e�ÎG¿ � p�ÀÜ½�Â � ÎÜÎÃÂµÄÃÀÃ¿
Ï � Î(n Å � ~:q �	��� n Å � Ë qÖÏ$i��2Â<Ø Ø �/Ç­�	��� À � ×,¿ � p�ÀÜ½�Â¸Î�eCm�ÄÜÂVÝ
Øxe�ØpÏ@f	ÂµÄ

Rep > σ, x ∈ [0, 1]
kêÂYÏ&z�À � ¿ �

∥∥b1[Z]
∥∥

α− 1
2 ,σ

≤
N1∑

k=1

(
|ck| +

‖Vk‖α,σ

σα−1

)
K2‖νk‖C[0,1] ×

[
‖B̃0‖1,σ

σ3−α
+

‖ϕ‖C[0,1]

σ2−α

]

+
N∑

k=N1+1

(
|ck| +

‖Vk‖α,σ

σα−1

)
K6‖µk−N1ϕ

′‖C[0,1]
1

σ
3
2−α

+
∥∥∥Φ̂1

∥∥∥
α− 1

2 ,σ0

i³Ï	Ä
σ ≥ σ0

� Ì ½�¿
Î_h�¿
Â Í � Î

‖b1[Z]‖1,σ ≤ C9

σ
3
2−α

(
|c| + ‖V ‖α,σ

σα−1

)
+

∥∥∥Φ̂1
∥∥∥

α− 1
2 ,σ0

, σ ≥ σ0
n Ê � v q

kÖ¿ÕÀÜ½ � jµÏ � ÎGÀ �	� À
C9

�
� � m � ÄÃÀÃ¿yj�e Í
� Ä Æ n Ê � Ù q �P��� n Ê � v qÖ¿ Ø�m Í h b[Z] = (b0[Z], b1[Z]) ∈ Bσ

i³Ï	Ä
σ ≥ σ0�P��� Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÜÂrn Ë � Ù qV� Ì Ïrm�ÄÜÏ@f	Ârn Ë � v qakÛÂ � Â � ÏPÀÜÂ

Z = Z1 − Z2 � Ì ½�Â � ÀÃ½�Â�jµÏ	Ø Ý
m#Ï � Â � ÀÜÎ

b0[Z] �	��� b1[Z]
Ï&i%ÀÃ½�Â f'Â�jVÀÃÏ	Ä

b[Z] = b[Z1] − b[Z2] � ÄÜÂ Â s m�ÄÜÂ<ÎÜÎGÂ � zPh
ÀÃ½�Â(i³Ï'ÄÃØ>e Í � Î n ~�� ÙPÉ q?kÖ¿ ÀÃ½

Φ̂0 = 0 �	��� n�~#� Ù�Ç q?kÖ¿ ÀÃ½
Φ̂1 = 0 Æ ÄÜÂ<Î�m#Â-j�ÀÜ¿gf'Â Í h	� �*ÎG¿ � pÀÃ½�Â�Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÜÂ<Î�n Ê � Ù q �	��� n Ê � v qoi³Ï	Ä*ÀÃ½�Â�jVÏ'Ø�m#Ï � Â � ÀÜÎ�Ï&i

b[Z] �P��� Ï&z�ÎÃÂµÄ	f�¿ � plÀÃ½ � À
Z =

c

p
+ V

kÖ¿ ÀÃ½
c = 0 �	��� V = V 1 − V 2 kêÂ � Â � e|jVÂ n Ë � v q�� Ì ½�Ârm�ÄÜÏ�Ï$i*¿ Î

jVÏ	Ø�m Í ÂVÀÜÂ	�
�

�êÔÃ¬B¬¯®�¬G® ¥³²�ª � ªV´ ´�± ~�� ,Ú¿ Ä6ÎGÀ kêÂ ÎG½�Ï@keÀÜ½ � À ÀÃ½�Â Í ¿ � Â � Ä Ï&m�ÂµÄ � ÀÜÏ	Ä
A[Z] =

(A0[Z], A1[Z]) Æ p	¿�f	Â � zPh n�~�� Ç<Ê q Æ n ~�� Ç<È q Æ ¿
Î�z�Ï&e ��� Â � ¿ � Bσ
�P��� Î � ÀÃ¿ Î={�Â<Î Â<ÎGÝ

ÀÃ¿
Ø � ÀÃÂ�n Ë � ~:q��
,�ÄÃÏ'Ø�n�~#� ÇBÊ q[zPh Z =
c

p
+ V

kêÂ(p	ÂVÀ

|p|α
∣∣(A0[Z]B

)
(x, p)

∣∣ ≤
N1∑

k=1

( |ck|
|p|2 +

|p|α|Vk(p)|
|p|α+1

+
|nk(0)|
|p|

)

× |p|
1∫

0

|G(x, y, p)| dy ‖νk‖C[0,1] |p|α max
0≤y≤1

∣∣∣B̂0(y, p)
∣∣∣

+

N∑

k=N1+1

( |ck|
|p| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α+1

) √
|p|

1∫

0

|Gy(x, y, p)| dy

× ‖µk−N1‖C[0,1] |p|α− 1
2 max

0≤y≤1

∣∣B1(y, p)
∣∣ .

�"ÎÃ¿ � p �2Â<Ø�Ø � Ç*�	��� À � ×�¿ � pDÀÜ½�Â`Î=eCm�ÄÃÂ<Øxe�Ø Ï@f	Â<Ä
Rep > σ Æ x ∈ [0, 1]

kêÂ � Â � e#jµÂ
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∥∥A0[Z]B
∥∥

α,σ
≤

N1∑

k=1

( |ck|
σ2

+
‖Vk‖α,σ

σα+1
+

|nk(0)|
σ

)
K1 ‖νk‖C[0,1]

∥∥∥B̂0
∥∥∥

α,σ

+

N∑

k=N1+1

( |ck|
σ

+
‖Vk‖α,σ

σα

)
K3 ‖µk−N1‖C[0,1]

∥∥B1
∥∥

α− 1
2 ,σ

i³Ï	Ä
σ ≥ σ0

� Ì ½�¿ Î � e�Â ÀÃÏ ÀÃ½�Â/ÄÜÂ Í � ÀÜ¿ Ï � Î
σ2 ≥ σ �	��� σα+1 ≥ σα

½�Ï Í � ¿ � p i³Ï	Ä
σ ≥ σ0 ≥ 1

¿ Ø�m Í ¿ ÂBÎ
∥∥A0[Z]B

∥∥
α,σ

≤ C10

[ |n(0)| + |c|
σ

+
‖V ‖α,σ

σα

]
‖B‖σ , σ ≥ σ0 ,

n Ê � ~:q
kÖ½�ÂµÄÜÂ

C10
¿ Î � jVÏ � Î¯À �P� À<�
,#e�ÄGÀÜ½�ÂµÄ Æ i³ÄÜÏ	Ø�n ~�� Ç<È q[kêÂ � ÂµÄÜ¿gf'Â

|p|α− 1
2

∣∣∣
(
A1[Z]B

)
(x, p)

∣∣∣ ≤
N1∑

k=1

( |ck|
|p|2 +

|p|α|Vk(p)|
|p|α+1

+
|nk(0)|
|p|

)

×
√
|p|

1∫

0

|Gx(x, y, p)| dy ‖νk‖C[0,1] |p|α max
0≤y≤1

∣∣∣B̂0(y, p)
∣∣∣

+

N∑

k=N1+1

( |ck|
|p| +

|p|α|Vk(p)|
|p|α

)
‖µk−N1‖C[0,1]

×
[ 1

λ0
+

1∫

0

|Gxy(x, y, p)| dy
]
|p|α− 1

2 max
0≤y≤1

∣∣B1(y, p)
∣∣ .


�ÂµÄÜÂ
λ0 := min

0≤x≤1
λ(x) > 0

z�Â�j � e�ÎÃÂ
λ ∈ C[0, 1], λ(x) > 0 Æ zPh � ÎÜÎ=e�Ø�m�ÀÜ¿ Ï � �

�"ÎÃ¿ � p+� ÂµØ�Ø �/ÇY�	��� À � ×�¿ � p ÀÃ½�ÂDÎ�eCm�ÄÜÂµØ>e�Ø�Ï@f'ÂµÄ
Rep > σ Æ x ∈ [0, 1]

kÛÂlp'ÂVÀ

∥∥A1[Z]B
∥∥

α− 1
2 ,σ

≤ C11

[ |n(0)| + |c|
σ

+
‖V ‖α,σ

σα

]
‖B‖σ , σ ≥ σ0

n Ê � Å q
kÖ¿ÕÀÜ½ � jµÏ � ÎGÀ �	� À

C11
�

�Ue�ÀGÀÜ¿ � plÂ<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÃÂBÎ(n Ê � ~:q �	��� n Ê � Å q%ÀÜÏ&p	ÂµÀÃ½�Â<Ä2kÛÂY½ � f'Â

‖A[Z]B‖σ ≤ C12

[ |n(0)| + |c|
σ

+
‖V ‖α,σ

σα

]
‖B‖σ , σ ≥ σ0

n Ê � Ë q
kÖ¿ÕÀÜ½ � jVÏ � ÎGÀ �P� À

C12
� � e�Â*ÀÜÏ ÀÃ½�¿ Î8ÄÃÂ Í
� ÀÃ¿
Ï � A[Z]

¿ Î[z�Ï&e ��� Â � ¿ � Bσ
�P��� Î � ÀÃ¿ Î={�Â<Î

Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÃÂ�n Ë � ~:q��
�«À�ÄÜÂµØ � ¿ � Î"ÀÃÏrm�ÄÜÏ@f	Â n Ë � Å qV� � Â � ÏPÀÃ¿ � p Z = Z1 − Z2 ÀÜ½�Â�jVÏ'Ø m�Ï � Â � ÀÜÎ

A0[Z]�P��� A1[Z]
Ï$iÚÀÃ½�Â(f	Â�jVÀÃÏ'Ä

A[Z] = A[Z1] − A[Z2] � ÄÜÂ*Â s m�ÄÃÂBÎÃÎÃÂ � zPhlÀÃ½�Âli³Ï	ÄÜØxe Í � Î
n�~�� Ç<Ê q �P�#� n�~�� Ç<È q Æ ÄÃÂBÎ=m�Â�jVÀÃ¿�f	Â Í h Æ jVÏ � À � ¿ � ¿ � p nk(0) = 0

� �"ÎÃ¿ � p`ÀÃ½�Â"Â<ÎGÀÃ¿
Ø � ÀÜÂ>n Ê � Ë q
i³Ï	Ä

A[Z] �P�#� Ï&z�ÎÃÂµÄ	f�¿ � p�ÀÜ½ � À
Z =

c

p
+ V

kÖ¿ ÀÃ½
c = 0 �	��� V = V 1 − V 2 kÛÂ

� Â � e|jVÂ�n Ë � Å q��
� ÂµØ�Ø � ¿ Î2m�ÄÜÏ@f	Â � �
�

� "���� ����� ���
		����� �S� Ì ½�Â�{ �#�P� jµ¿ �	Í Î�eCmCm�Ï	ÄÃÀ­Ï$iÖ�%ÎGÀÃÏ � ¿ �	� � jV¿
Â � jVÂ&,�Ï&e ����� Ý
ÀÃ¿
Ï � ¿
Î_p'Ä � ÀÃÂ�i�e Í Í h � j6× � Ï@k Í Â � p	Â � n ��Ä �P� À � ÄB� Ë	É�Ç<Ê qV�
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