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�
	������������ P¬K/Z I'L�� W O W�HÎY��´H LNK>Z Y `���� B H Z I H B ` K,B H6W Z `�� �öZ Y ` K �Ab"!
λ

`

p
´ B ` K�# HÎY � H K,B H

`����$�&%'% ! K � (*)�HÎY � � L Z I Y H � W�H BÎZ8Z ` O@K,+ Y b LNB %-�.� K'BÎZ L ` KgO@K � H0/ O ( LNK H � `1(aH�W'Y `AW�HðY Z L H �
`�� Z I H%Y H � � b Z LNK �*� H324�,H K'B H � W O@B H �%O;K � λ

`

p
´ < �öZJO=Z L��öZ LNB�O;b#B ` K�# HÎY � H K,B H�5 P±ZàL6�àO@b6� ` ��I `3� K

Z I,O;Z"L � O7� H324�,H K'B Ha`��8�$�&%'% !gK � (9)�HðY �8L����öZ Y ` K&�
λ

`

p
´ B ` K�# HÎY � H K[Z � LNZ I Y H � W�H BÎZ"Z ` O@K

+ Y bNLNB %:�.� K,BðZ L ` K²Z I H K²L Z%L��
λ

`

p
´ < �öZJO;Z L6�öZ LNB�O@bNb"!�B ` K�# HÎY � H K>Z 5;=<�>@?�ACB�DFE1G + Y bNLNB %8�$� K'BÎZ L ` K�\ W O Y O;K `@YH( \ �'H b OJI�O@bNb H6HÎULK°`�� �M��LNK (aH O@K �6\ �$�&%'% !XK �&(9)�HÎY �

NPO=Q R�SCT�U:V*W�XYS[ZHU�R]\PR�V_^`T[acb�ZedfZeR�\gT�ZHach
Ê:i�Ïkj�l É j;Ï�monpl�q=m Ç Ì Ç>É l'Ì È Å.r j Ñ l r Ï Ñ Æ ÌÎÏ Ñ Ç nðÏ Ä n�l ÑÅ É Ï Ç Ì È ÏsnðÌ Å j r m Ç j;Ï r@� � n Å.r/Ç
t Ï É Ï;Ì Ç>ÑÅvuAÇ n Å l É l�q Ç	ÉwÇ�w�r l Ñ ËonÎÏyx Ç>Ñ Ë�Ï Ä Ï�z É�Å n Å l É2�:{ Ï�n

X
w Ï Ç�ÑÅ É Ï Ç Ì r m Ç j=Ï �%�

q¿Ë É j3n Å l É
g : X → R

Å$r j Ç>ÑÑ Ï Ä m Ç Ì Ç>É l'Ì È Ã Å q
Å$|

g
(

0
)

= 0
Ã

Å Å}|
g
(

x
)

≥ 0,
q~l'Ì Ç>ÑÑ

x ∈ X,Å ÅÅ$|
g
(

− x
)

= g
(

x
)

,
q~l'Ì Ç>ÑÑ

x ∈ X,Å x |
g
(

x + y
)

≤ g
(

x
)

+ g
(

y
)

,
q~l'Ì Ç>ÑÑ

x, y ∈ X,x |gÅ q (
αn

) Å.r´Ç*r Ï1�'Ë�Ï É j;Ï8l�q r j Ç	ÑÇ Ì r��8Å n0i
αn → α

(

n → ∞
) Ç>É#Ä {

xn

} Ç�r Ï��,Ë�Ï É j=Ï
l�qox	Ï1j3n0l	Ì r��8Å n0i

g
(

xn−x
)

→ 0
(

n → ∞
)

,
n0i�Ï É

g
(

αnxn−αx
)

→ 0
(

n → ∞
)

.
Ê:i�Ï Ñ Ç�r nJm�Ì�l&m#Ï@Ìen ÆgÅ.r j Ç>ÑÑ Ï Ä jsl É n ÅÉ Ë Å n Æ l�q È Ë Ñ n Å m ÑÅ j Ç n Å l É,w�Æpr j Ç>Ñ Ç Ì r;� Ê:i�Ï r m Ç j=Ï
Å.r j Ç>ÑÑ Ï Ä n0i�Ï�m Ç Ì Ç	É l	Ì È Ï Ä
r m Ç j;Ï

X
�8Å n�i,n�i�Ï�m Ç Ì Ç>É l'Ì È

g
�

� q¿Ë É j3n Å l É
M :

[

0,∞
[

→
[

0,∞
[ Å.rXÇ	Ék� Ì ÑÅ j u q¿Ë É j3n Å l É�Å q Å n Å$r j�l É n ÅÉ Ë[l	Ë r Ã

É l É�Ð�Ä Ï1j=ÌÎÏ Ç�rðÅÉ t Ç	É�Ä jsl É x'Ïs� �8Å n�i

M(0) = 0, M(x) > 0 for x > 0, M(x) → ∞ as x → ∞.



���	À ������ª� 
� Ék� Ì Ñ Å j u q¿Ë É j3n Å l É�Å$r�rÎÇ>Å Ä n�l rÎÇ n Å.r q Æ

∆2
Ð j�l É�Ä�Å n Å l É q~l	Ì Ç	Ñ Ñ x Ç>Ñ Ë�Ï r l�q

u
Ã Å qPn�i�Ï@ÌðÏ

Ïs� Å.r n r8Ç j�l É�r n Ç	É n
K > 0

Ã r Ë�j'i@n0i Ç n

M(2u) ≤ KM(u), u ≥ 0.

{2ÅÉ�Ä Ï É�r nÎÌ Ç Ë r�r
Ç	É�Ä Ê uAÇ q¿Ì Å Ì Å��	��
 Ë r Ï Ä n0i�Ï Å Ä Ï Ç l�q � Ì ÑÅ j u q¿Ë É j3n Å l É n�l jsl É�r nðÌÎË�j3n
n�i�Ï r Ï��,Ë�Ï É j=Ï r m Ç j;Ï

lM =
{

x =
(

xk

)

:
∑

k

M
(

∣

∣xk

∣

∣

ρ

)

< ∞,
q~l	Ì r l È Ï

ρ > 0
}

.

Ê:i�Ï r m Ç j=Ï
lM

�8Å n�i,n0i�Ï É l	Ì È

∥

∥x
∥

∥ = inf
{

ρ > 0 :
∑

k

M
(

∣

∣xk

∣

∣

ρ

)

≤ 1
}

w Ï1jsl È Ï r8Ç�»Ç	É�Ç j'i r m Ç j=Ï � i Å j'i Å.r j Ç>ÑÑ Ï Ä Ç>É � Ì ÑÅ j u-r Ï1�'Ë�Ï É j;Ï r m Ç j=Ï � Ê:i�Ï r m Ç j=Ï
lM

Å.r j Ñ l r Ï ÑÆ ÌðÏ ÑÇ nðÏ Ä n0l n0i�Ï r m Ç j;Ï
lp

� i Å j'i Å$rGÇ>É � Ì Ñ Å j u r Ï��,Ë�Ï É j=Ï r m Ç j=Ï �8Å n�i
M

(

x
)

= xp, 1 ≤ p < ∞.��É n0i�Ï ÑÇ nðÏ@Ì r n Ç t Ï Ä�Å�� Ï;ÌÎÏ É n � Ì ÑÅ j upr Ï1�'Ë�Ï É j;Ï r m Ç j=Ï r7� Ï;ÌÎÏ Å É nÎÌ�l Ä Ë�j;Ï Ä�Ç>É�Ä
r nÎË Ä�Å Ï Ä7w�Æ��
Ç Ì Ç&r i Ç Ì Ç>É�Ä�� i[l'Ë Ä i Ç Ì Æ���� À 
 Ã � rðÅ Ã �HrJÅ Í Ç>É�Ä�� rðÅ�� Â 
 Ã ��rJÅ�� Á 
 Ã � rJÅ�Ç>É�Ä
� n � � 
 Ã Ç>É�ÄgÈ~Ç>É�Æ l�n0i�Ï;Ì r@�

Ê:i�Ï-m�Ë�Ì0m�l r Ï9l�q n�i Å$r m Ç m#Ï@Ì Å$r n�l ÅÉ nðÌ0l Ä Ë�j=Ï Ç>É#Ä r nðË Ä�Æ n�i�Ï�j�l É j;Ï�mon r l�q
λ
(

p
)�

r nÎÌ�l É t j�l É x	Ï@Ì t Ï É j;Ï�l�q8q¿Ë u�u;Æ�É Ë È=w Ï@Ì r*�8Å n0i�ÌÎÏ r m�Ï�j3n*n�l Ç>É � Ì ÑÅ j u q¿Ë É jsn Å l ÉqÇ>É�Ä
λ
(

p
)� r n Ç n Å$r n Å j Ç>Ñ jsl É x	Ï;Ì t Ï É j=Ï Ç>É�Ä,r l È ÏXÌðÏ ÑÇ n Å l É�r:w Ïsn � Ï;Ï É n0i�Ï È/�
{ Ïsn

p = (pk) ∈ l∞
Ã�n�i�Ï É n0i�Ï q~l Ñ Ñ l �8ÅÉ t � Ï ÑÑ Ð Í É l �8É/Å É Ï1�,Ë Ç>ÑÅ n Æp�8ÅÑ Ñgw Ï¸Ë r Ï Ä

Å É n�i�Ï�m Ç m�Ï;Ì Ò q~l	Ì r Ï��,Ë�Ï É j=Ï r
(ak)

Ç>É#Ä
(bk)

l�q�jsl È m Ñ Ï�� É Ë È w Ï;Ì r:� Ï�i Ç x	Ï
∣

∣ak + bk

∣

∣

pk ≤ K
(∣

∣ak

∣

∣

pk +
∣

∣bk

∣

∣

pk
)

� i�Ï;ÌÎÏ
K = max

(

1, 2H−1
) Ç>É#Ä

H = supk pk
�

� Ï É l � t Å x	Ï-i�Ï@ÌðÏ Ç w Ì Å Ïsq Å É nÎÌ�l Ä Ë�jsn Å l É/Ç�w l	Ëon n0i�Ï r Ï��,Ë�Ï É j=Ï r l�qgq¿Ë u�u@ÆgÉ Ë È²Ð
w Ï@Ì r�� r Ï;Ï ����
�Ç>É�Ä���� Á 
~|���{ Ï�n

D
Ä Ï É l�nÎÏPn�i�Ï r Ïsncl�q Ç	Ñ Ñ&w l'Ë É�Ä Ï ÄaÅÉ nÎÏ;Ì0x Ç>Ñ$r

A =
[

A, A
]

l É n�i�ÏaÌÎÏ Ç	ÑîÑ ÅÉ Ï
R. � l'Ì

A, B ∈ D,
Ä Ï�z É Ï

A ≤ B
Å q Ç>É�Ä l É�Ñ Æ Å q

A ≤ B
Ç	É�Ä

A ≤ B,

d
(

A, B
)

= max
{

∣

∣

∣
A − B

∣

∣

∣
,
∣

∣

∣
A − B

∣

∣

∣

}

.

Ê:i�Ï ÉqÅ n j Ç>Ékw Ï Ï Ç&rJÅÑ Æ`r Ï@Ï É n�i Ç n
d

Ä Ï�z É Ï r ÇgÈ Ï�nðÌ Å j7l É
D

Ç>É�Ä (

D, d
) Å$rGÇ

jsl È m Ñ ÏsnÎÏ È Ï�nðÌ Å j r m Ç j=Ï ����
¬���"Ñ.r l n�i�ÏaÌÎÏ Ñ Ç n Å l É
≤

Å.r"Ç m Ç Ì�n Å Ç>Ñ l	Ì Ä Ï;Ì l É
D.� q¿Ë u�u;Æ É Ë È w Ï;Ì Å.r~Ç q¿Ë u�u;Æ r Ë w�r Ïsn l�q*n�i�Ï/ÌÎÏ Ç	Ñ»ÑÅÉ Ï

R
� i Å j'i Å$r w l'Ë É�Ä Ï Ä Ã

jsl É x'Ïs� Ç	É�Ä�É l'Ì È~Ç	ÑV�Y{ Ïsn
L

(

R
) Ä Ï É l�nÎÏ n�i�Ï r Ïsn*l�q Ç>ÑÑ q¿Ë u�u;Æ/É Ë È w Ï;Ì rJ� i Å j'i Ç ÌðÏ

Ë[m[m�Ï;Ì r Ï È�Å jsl É n Å É Ë[l'Ë raÇ>É�Ä i Ç x'Ï j�l È m Ç j3n r Ë[m[mYl	Ì�n@Ã Å¬� Ï �2Å q
X ∈ L(R)

n�i�Ï É q~l'Ì
Ç>É�Æ

α ∈
[

0, 1
] Ã

Xα
Å$r jsl È m Ç j3nAÃ � i�Ï;ÌÎÏ

Xα =
{

t : X
(

t
)

≥ α,
Å q

α ∈
(

0, 1
]}

X0 = cl
({

t ∈ R : X
(

t
)

> α,
Å q

α = 0
})

,
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cl(A)
Å$r n�i�Ï=j Ñ l r Ë�ÌðÏ-l�q

A.
Ê:i�Ï r Ïsn

R
l�qüÌÎÏ Ç	ÑîÉ Ë È w Ï;Ì r j Ç	Épw ÏaÏ È w Ï Ä�Ä Ï Ä

Å É
L

(

R
) Å q � Ï Ä Ïsz É Ï

r̄ ∈ L
(

R
) w�Æ

r̄
(

t
)

=

{

1,
Å q

t = r,

0,
Å q

t 6= r.

Ê:i�Ï Ç	Ä�Ä�Å n Å x'Ï Å Ä Ï É n Å n ÆqÇ>É�ÄqÈ Ë Ñ n Å m Ñ Å j Ç n Å x	Ï Å Ä Ï É n Å n Æ l�q
L

(

R
) Ç ÌÎÏ Ä Ï É l�nðÏ Ä w�Æ

0̄Ç>É�Ä
1̄

Ã ÌðÏ r m�Ï�jsn Å x	Ï ÑÆ	� Ê:i�Ï É n�i�Ï Ç Ì Å n0i È Ïsn Å j7l&m#Ï@Ì Ç n Å l É�r l É
L

(

R
) Ç ÌðÏ Ä Ïsz É Ï ÄqÇ�r

q~l ÑÑ l �Jr@Ò
(

X ⊕ Y
)(

t
)

= sup
{

X
(

s
)

∧ Y
(

t − s
)}

, t ∈ R,
(

XΘY
)(

t
)

= sup
{

X
(

s
)

∧ Y
(

s − t
)}

, t ∈ R,
(

X ⊗ Y
)(

t
)

= sup
{

X
(

s
)

∧ Y
(

t/s
)}

, t ∈ R,
(

X/Y
)(

t
)

= sup
{

X
(

st
)

∧ Y
(

s
)}

, t ∈ R,

Ê:i�Ï r Ï-l�m�Ï;Ì Ç n Å l É�r j Ç>Épw Ï Ä Ïsz É Ï ÄgÅ É nðÏ@Ì È r l�q
α
� Ñ Ï�x'Ï Ñ�r Ïsn r8Ç&r q~l ÑÑ l �Jr@Ò

[

X ⊕ Y
]α

=
[

aα
1 + bα

1 , aα
2 + bα

2

]

,
[

XΘY
]α

=
[

aα
1 − bα

1 , aα
2 − bα

2

]

,
[

X ⊗ Y
]α

=
[

min
i∈

{

1,2
}

aα
i bα

i , max
i∈

{

1,2
}

aα
i bα

i

]

,

[

X−1
]α

=
[(

aα
2

)−1
,
(

aα
1

)−1]
, aα

i > 0

q~l	Ì8Ï Ç j'i
0 < α ≤ 1.

� l	Ì
r ∈ R

Ç>É�Ä
X ∈ L

(

R
)

,
n�i�Ï�m�Ì�l Ä Ë�jsn

rX
Å$r Ä Ï�z É Ï Ä/Ç&r q~l ÑÑ l �Jr@Ò

rX
(

t
)

=

{

X
(

r−1t
)

,
Å q

r 6= 0

0,
Å q

r = 0.

� Ï�z É Ï Ç²È~Ç m
d̄ : L

(

R
)

× L
(

R
)

→ R+ ∪
{

0
}

w,Æ
d̄
(

X, Y
)

= sup0≤α≤1 d
(

Xα, Y α
)

. � l	Ì
X, Y ∈ L

(

R
) Ä Ïsz É Ï

X ≤ Y
Å q Ç>É�Ä

l É�ÑÆ Å q
Xα ≤ Y α q~l	Ì Ç	É,Æ

α ∈
[

0, 1
]

.
� n Å.r Í É l �8É n0i Ç n (

L
(

R
)

, d̄
) Å$r8Ç jsl È m Ñ Ï�nðÏ

È Ï�nðÌ Å j r m Ç j;Ï � � 
¬�
�]È Ï�nðÌ Å j-l É

L
(

R
) Å$rJrðÇ	ÅÄ n�l w Ï Ç nðÌ Ç>É�rðÑÇ n Å l É Å É x Ç Ì Å Ç>É n Å q

d̄
(

X + Z, Y + Z
)

= d̄
(

X, Y
)

, for X, Y, Z ∈ L
(

R
)

.

������� ���Y� ��� 
 ���¿¼
d̄

  ª¸£~«¬©ð£[¥�ª6¶£[«¬ ±º[¥� ¢¥#§�£>©� ±£[¥�«ø¤~¨=«¬©� ±¯²º[¥
L

(

R
) «¢¾�¨=¥

i) d̄
(

X + Y, 0̄
)

≤ d̄
(

X, 0̄
)

+ d̄
(

Y, 0̄
)

,

ii) d̄
(

λX, 0̄
)

≤
∣

∣λ
∣

∣d̄
(

X, 0̄
)

,
∣

∣λ
∣

∣ > 1.
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� r Ï��,Ë�Ï É j=Ï

X =
(

Xk

) l�q�q¿Ë u�u;Æ�É Ë È w Ï;Ì ràÅ$r»Ç q¿Ë É jsn Å l É
X

q¿Ì�l È n0i�Ï r Ï�n
N

l�q
É�Ç nÎË�Ì Ç	Ñ´É Ë È w Ï;Ì rXÅ É n�l

L
(

R
)

.
Ê:i�Ï=q¿Ë u�u;Æ�É Ë È w Ï;Ì

Xk
Ä Ï É l�nðÏ r n0i�Ï7x Ç>Ñ Ë�Ï7l�q n0i�Ï

q¿Ë É j3n Å l É�Ç n
k ∈ N.� r Ï��,Ë�Ï É j=Ï

X =
(

Xk

) l�q8q¿Ë u�u;Æ�É Ë È=w Ï@Ì r*Å.r-rÎÇ>Å Ä n0l w Ï w l	Ë É�Ä Ï Ä�Å q8n�i�Ï r Ïsn
{

Xk : k ∈ N
} l�qgq¿Ë u�u@Æ É Ë È=w Ï@Ì røÅ$r:w l'Ë É�Ä Ï Äî�

� r Ï1�'Ë�Ï É j;Ï
X =

(

Xk

) l�q q¿Ë u�u;Æ É Ë È w Ï;Ì r/Å$ryrðÇ	ÅÄ n�l w Ï jsl É x	Ï;Ì t Ï n�l Ç
q¿Ë u�u@Æ�É Ë È=w Ï@Ì

X0
Å q:q~l'Ì Ï�x'Ï;Ì Æ

ε > 0
n�i�Ï@ÌðÏ Å.rGÇ m�l rJÅ n Å x	Ï ÅÉ nðÏ t Ï;Ì

N
r Ë�j'ikn�i Ç n

d̄
(

Xk, X0

)

< ε
q~l'Ì

k > N.

�:O��:U d a�� a���� a	�:W�acR�XFa
���*\PXFach

 Ï�j;Ï É n ÑÆ Ã�� Ë�Ì Ç�Æ Ç	É�Äg��Ç x Ç�� � � 
 i Ç x'Ï Ä Ï�z É Ï Ä n�i�Ï*q~l Ñ Ñ l �8ÅÉ t r m Ç j;Ï*l�q�q¿Ë u�u;Æ É Ë È²Ð
w Ï@Ì r@Ò

l
(

p
)

=
{

X =
(

Xk

)

:
∑

k

d̄
(

Xk, 0̄
)pk < ∞

}

,

� i�Ï;ÌÎÏ
p =

(

pk

) Å.rüÇ�w l	Ë É�Ä Ï Ä=r Ï1�,Ë�Ï É j;Ï l�q r nÎÌ Å j3n Ñ Æ mYl rðÅ n Å x'Ï�ÌÎÏ Ç	Ñ	É Ë È w Ï;Ì r@�@� q
pk =

p
q~l'Ì Ç>ÑÑ

k,
n�i�Ï É

l
(

p
)

= lp,
n�i�Ï r m Ç j=Ï Ä Ë�Ï9n�l�� Ç	É�Ä�Ç � � 
¬�[{�Ç nÎÏ ÑÆ Ã���Ë�Ì rÎÇ>Ñ Ï;Ï É Ç>É�Ä

�»Ç&rðÇ Ì Å Ì � ��
 i Ç x	Ï Ä Ï�z É Ï Ä n0i�Ï-q~l ÑÑ l �8ÅÉ t r m Ç j=Ï r l�q r Ï1�'Ë�Ï É j;Ï r l�qgq¿Ë u�u;Æ É Ë È=w Ï@Ì r@Ò

F
(

p
)

=
{

X =
(

Xk

)

: lim
n

1

n

n
∑

k=1

d̄
(

Xk, X
)pk = 0

}

,

F0

(

p
)

=
{

X =
(

Xk

)

: lim
n

1

n

n
∑

k=1

d̄
(

Xk, 0̄
)pk

= 0
}

,

F∞

(

p
)

=
{

X =
(

Xk

)

: sup
n

1

n

n
∑

k=1

d̄
(

Xk, 0̄
)pk < ∞

}

Ç>É�Ä j Ç	Ñ Ñ Ï Ä n�i�Ï È n0i�Ï r m Ç j=Ï r l�q r Ï��,Ë�Ï É j=Ï r l�qgq¿Ë u�u@Æ É Ë È w Ï;Ì r:� i Å j'i Ç ÌðÏ r nÎÌ�l É t ÑÆ
jsl É x'Ï;Ì t Ï É n n�l

X0
Ã r nÎÌ�l É t ÑÆ jsl É x	Ï;Ì t Ï É n�n0l u Ï;Ì0l Ç>É�Äpr nðÌ0l É t Ñ Æ@w l'Ë É�Ä Ï Ä Ã�ÌÎÏ r m#Ï1j Ð

n Å x	Ï ÑÆ	�
��É n0i Å.r m Ç m�Ï;ÌAÃ � Ï Ä Ïsz É Ï9n0i�Ï-q~l ÑÑ l �8ÅÉ t r m Ç j;Ï r@Ò

���������	� �!�#"$��%�& { Ï�n
Λ =

(

λn

) w Ï Ç�É l É�ÐöÄ Ï�j=ÌÎÏ Ç&rJÅÉ t r Ï��,Ë�Ï É j=Ï
l�qJm�l rJÅ n Å x	ÏgÌðÏ Ç>Ñ
É Ë È w Ï;Ì r nðÏ É�Ä�ÅÉ t n0l Å É z É�Å n Æ�Ç	É�Ä

λ1 = 1
Ç>É�Ä

λn+1 ≤ λn + 1
Ç	É�Ä/Ñ Ïsn

M
w Ï Ç>É

� Ì ÑÅ j u q¿Ë É jsn Å l É Ã
p =

(

pk

) w Ï Ç	É�Æ`r Ï��,Ë�Ï É j=Ï
l�q r nðÌ Å j3n ÑÆ m�l rJÅ n Å x	Ï ÌÎÏ Ç	ÑàÉ Ë È w Ï;Ì r
Ç>É�Ä

X =
(

Xk

) w Ï r Ï��,Ë�Ï É j=Ï-l�qcq¿Ë u�u;Æ É Ë È=w Ï@Ì r ÃCn�i�Ï É q~l	Ì r l È Ï
ρ

F
[

M, λ, p
]

=
{

X =
(

Xk

)

: lim
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, X0)

ρ

)

]pk

= 0
}

,

F0

[

M, λ, p
]

=
{

X =
(

Xk

)

: lim
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ

)

]pk

= 0
}

,
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	�	;¡��aµ�¤�6¨=©6ª �����

F∞

[

M, λ, p
]

=
{

X =
(

Xk

)

: sup
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ

)

]pk

< ∞
}

,

� i�Ï;ÌÎÏ
In = [n − λn + 1, n]

�
� Ï Ä Ï É l�nÎÏ

F
[

M, λ, p
]

, F0

[

M, λ, p
] Ç	É�Ä

F∞

[

M, λ, p
] Ç�r

F
[

M, λ
]

, F0

[

M, λ
]

Ç>É�Ä
F∞

[

M, λ
] � i�Ï É

pk = 1
q~l	Ì Ç>ÑÑ

k.
� q

X =
(

Xk

)

∈ F
[

M, λ, p
]

,
� Ï rÎÇ�Æ n�i Ç n

X =
(

Xk

) Å$r�r nðÌ0l É t Ñ Æ
λ
(

p
)� jsl É x'Ï;Ì t Ï É n*n�l,q¿Ë u�u;Æ�É Ë È=w Ï@Ì

X0
�8Å n�iqÌÎÏ r m#Ï1j3n-n�l

n�i�Ï � Ì Ñ Å j u q¿Ë É j3n Å l É
M.

� q
M

(

x
)

= x
Ç	É�Ä

λn = n
n0i�Ï É

F
[

M, λ, p
]

= F
(

p
)

, F0

[

M, λ, p
]

= F0

(

p
)

, F∞

[

M, λ, p
]

= F∞

(

p
)

,

� i Å j'i � Ï;ÌÎÏ Ä Ïsz É Ï Ä,w,Æ ��Ë�Ì rðÇ	Ñ Ï@Ï É/Ç>É�Ä �øÇ�rÎÇ Ì Å Ì ��� 
¬�

�:O�� \�Z�R�� a h W*bMS[h

��É n�i Å$r9r Ï1j3n Å l É � Ï¸Ïs� Ç>È�ÅÉ Ï r l È Ï�n�l&m�l Ñ l t Å j Ç	Ñ m�Ì0l�m�Ï;Ì�n Å Ï r l�q r m Ç j;Ï r
F

[

M, λ, p
] Ã

F0

[

M, λ, p
] Ç	É�Ä

F∞

[

M, λ, p
] ��� q

d
Å.r*Ç nÎÌ Ç	É�rJÑ Ç n Å l É/Å É x Ç Ì ÅÇ	É n@Ã � Ï i Ç x'Ï�n�i�Ï q~l Ñ Ð

Ñ l �8ÅÉ t n�i�Ï�l	ÌÎÏ È/�
��� �	� � � � ��� ³ º>©8£>¥�¡ � ©�¶N ±¯�	 ¼6µ�¥°¯=«¬ ±º[¥

M
£>¥��G£>¥�¡Xª;¨��=µ�¨;¥�¯6¨

p = (pk)
ºJ¼»ª6«¬©� ±¯;«V¶N¡

¹�º[ª6 ¢«¬ ¢§[¨ ©Î¨Î£>¶ ¥#µ�¤ 6¨;©6ªÎ
F

[

M, λ, p
] 

F0

[

M, λ, p
] £[¥��

F∞

[

M, λ, p
] £>©ð¨ ¶N ¢¥�¨6£[©

ªV¹�£	¯6¨=ª º[§[¨=©G«¿¾�¨Gª;¨=«øº ¼ ¯6º>¤ ¹°¶ ¨�
g¥#µ�¤ 6¨;©6ª��
�»©ðºAº ¼�� � Ï r i Ç>ÑÑ m�Ì�l4x'Ï:n�i�Ï�n�i�Ï�l	ÌÎÏ È l É�ÑÆ q~l	Ì

F0

[

M, λ, p
]

.
Ê:i�Ï*l�n�i�Ï;Ì�j Ç�r Ï r j Ç>É

w Ï9nðÌÎÏ Ç nðÏ Ä@rðÅ È�ÅÑÇ Ì ÑÆ	�o{ Ï�n
X =

(

Xk

)

, Y =
(

Yk

)

∈ F0

[

M, λ, p
] Ç>É�Ä

α, β ∈ C.
��É

l	Ì Ä Ï;Ì n�l m�Ì�l4x'Ï�n0i�ÏXÌðÏ r Ë Ñ n � Ï É Ï;Ï Ä n0l=z É�Äpr l È Ï
ρ3 > 0

r Ë�j'i@n0i Ç n

lim
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(αXk + βYk, 0̄)

ρ3

)]pk

= 0.

��Å É j=Ï
X =

(

Xk

)

, Y =
(

Yk

)

∈ F0

[

M, λ, p
]

,
n0i�Ï;ÌÎÏ Ï�� Å$r n r l È Ï

ρ1 > 0
Ç	É�Ä

ρ2 > 0r Ë�j'i n�i Ç n

lim
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ1

)]pk

= 0, lim
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Yk, 0̄)

ρ2

)]pk

= 0.

� Ï�z É Ï
ρ3 = max

(

2
∣

∣α
∣

∣ρ1, 2
∣

∣β
∣

∣ρ2

)

.
��ÅÉ j=Ï

M
Å$r É l É�Ä Ï1j=ÌÎÏ Ç�rðÅÉ t Ç>É�Ä j�l É x	Ï��°Ã � Ï

t Ïsn

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(αXk + βYk, 0̄)

ρ3

)]pk

≤
1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(αXk, 0̄)

ρ3
+

d̄(βYk , 0̄)

ρ3

)]pk



���>Â ������ª� 

≤
1

λn

∑

k∈In

1

2pk

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ1

)

+ M
( d̄(Yk, 0̄)

ρ2

)]pk

≤
1

λn

∑

k∈In

1

2pk

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ1

)

+ M
( d̄(Yk, 0̄)

ρ2

)]pk

≤
K

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ1

)]pk

+
K

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Yk, 0̄

)

ρ2
)
]pk

→ 0
Ç&r

n → ∞,

� i�Ï;ÌÎÏ
K = max

(

1, 2H−1
)

, H = supk pk,
r l*n�i Ç n

αX +βY ∈ F0

[

M, λ, p
]

.
Ê:i Å$r

jsl È m Ñ ÏsnÎÏ r n0i�Ï�m�Ì0l l�q �
�

��� �	� � � ��� � ³ º>© £[¥#¡ � ©�¶N ±¯�	X¼6µ�¥�¯;«¬ ±º[¥
M

£>¥��q£�6º[µ�¥��'¨6��ª;¨��;µ�¨=¥°¯Î¨
p = (pk)º ¼ ª6«¬©� ±¯;«V¶N¡ ¹�º�ª� ¢«V ¢§[¨~©Î¨Î£>¶´¥�µ�¤�Î¨;©6ª6

F
[

M, λ, p
] £>¥��

F0

[

M, λ, p
] £>©ð¨"¹�£[©ð£>¥�º[©�¤~¨6�

ªV¹�£	¯6¨=ª �
 ¢«¢¾

g(X) = inf
{

ρpn/H :
( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ1

)]pk
)1/M

≤ 1, n ≥ 1
}

,

��¾�¨;©ð¨
M = max

(

1, H
) �

�»©ðºAº ¼�� ��Ñ Ï Ç Ì ÑÆ
g(0̄) = 0

Ç>É�Ä
g(X) = g(−X).

��ÅÉ j=Ï
d̄

Å.r*Ç nðÌ Ç>É�rJÑ Ç n Å l É ÅÉ x Ç Ì Å Ð
Ç>É n@Ã Å n�j Ç	É,w Ï r Ï@Ï É Ï Ç&rJÅÑÆ n�i Ç n

g(X + Y ) ≤ g(X) + g(Y ),
q~l	Ì

X = (Xk), Y = (Yk) ∈ F0

[

M, λ, p
]

.

��Å É j=Ï
M(0) = 0,

� Ï t Ï�n
inf

{

ρpn/H
}

= 0
q~l	Ì

X = 0̄.
� l É x	Ï;Ì r Ï ÑÆ Ã r Ë[m�m�l r Ï9n�i Ç n

g(X) = 0,
n0i�Ï É

inf
{

ρpn/H :
( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρ

)]pk
)1/M

≤ 1, n ≥ 1
}

= 0.

Ê:i Å.rGÅ È m ÑÅ Ï r n�i Ç n�q~l	Ì Ç t Å x'Ï É
ε > 0,

n�i�Ï@ÌðÏ~Ï�� Å$r n r�r l È Ï
ρε

(

0 < ρε < ε
) r Ë�j'i

n�i Ç n
( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρε

)]pk
)1/M

≤ 1.

Ê:i,Ë r q~l	Ì8Ï Ç j'i
n
� Ï t Ïsn

( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ε

)]pk
)1/M

≤
( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

ρε

)]pk
)1/M

≤ 1.

� Ë[m[mYl r Ï-n�i Ç n
d̄
(

Xnm
, 0

)

6= 0
q~l'Ì r l È Ï

m ∈ In.
{ Ïsn

ε → 0,
n�i�Ï É ( d̄(Xnm

,0̄)
ε

)

→
∞.

� n q~l Ñ Ñ l �Jr n�i Ç n

( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xnm

, 0̄)

ε

)]pk
)1/M

→ ∞,
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	�	;¡��aµ�¤�6¨=©6ª ��� �
� i Å j'i Å$r²Ç jsl É nÎÌ Ç'Ä�Å jsn Å l É2� Ê:i�Ï;ÌÎÏsq~l'ÌðÏ

Xnm
6= 0. � ÅÉ�Ç>ÑÑÆ Ã � Ï
m�Ì0l4x	Ï7n0i Ç n r j Ç>Ñ Ç Ì

È Ë Ñ n Å m ÑÅ j Ç n Å l É/Å$r jsl É n Å É Ë[l'Ë r@�[{ Ïsn
γ
w Ï Ç>É�Æ j�l È m Ñ Ïs� É Ë È=w Ï@Ì � �»Æ Ä Ïsz É�Å n Å l É

g(γX) = inf
{

ρpn/H :
( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(γXk, 0̄)

ρ

)]pk
)1/M

≤ 1, n ≥ 1
}

.

Ê:i�Ï É

g(γX) = inf
{

(
∣

∣γ
∣

∣t
)pn/H

:
( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

t

)]pk
)1/M

≤ 1, n ≥ 1
}

,

� i�Ï;ÌÎÏ
t =

ρ

|γ|
.

��Å É j=Ï ∣

∣γ
∣

∣

pk ≤ max
(

1,
∣

∣γ
∣

∣

H)

,
� Ï-i Ç x'Ï

g(γX) ≤
(

max
(

1, |γ|H
))1/M

inf
{

tpn/H :

( 1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, 0̄)

t

)]pk
)1/M

≤ 1, n ≥ 1
}

.

� l�Ãon0i�Ï�q Ç j3n n�i Ç n Ç r j Ç	ÑÇ Ì È Ë Ñ n Å m Ñ Å j Ç n Å l É�Å$r jsl É n ÅÉ Ë�l	Ë r q~l Ñ Ñ l �Jr q¿Ì�l È n0i�Ï Ç�w l4x	Ï
Å É Ï1�,Ë Ç>ÑÅ n Æ'�

�

��� �	� � � ��� ��� ¨;«
0 < h = infk pk ≤ supk pk = H < ∞.

³�º[©q£[¥#¡ � ©�¶N ±¯�	
¼6µ�¥�¯;«V ±º>¥

M
��¾� ±¯6¾gª;£[«¬  ª���¨=ª

∆2 �
¯Îº>¥��> ¢«V ±º>¥� �%¨"¾�£>§�¨

F [λ, p] ⊂ F [M, λ, p],
��¾�¨=©ð¨

F
[

λ, p
]

=
{

X =
(

Xk

)

: lim
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, X0)

ρ

)]pk

= 0
}

¼=º[©aª;º[¤~¨
ρ > 0

�
�»©ðºAº ¼�� { Ï�n

X =
(

Xk

)

∈ F
[

λ, p
] r l=n0i Ç n

lim
n

1

λn

∑

k∈In

[

M
( d̄(Xk, X0)

ρ

)]pk

= 0,
q~l'Ì r l È Ï

ρ > 0.

{ Ïsn
ε > 0

Ç	É�Ä j'i[lCl r Ï
δ
�8Å n0i

0 < δ < 1
r Ë�j'ikn�i Ç n

M(t) < ε
q~l	Ì

0 ≤ t ≤ δ
�

� Ï É l�nÎÏ
yk =

d̄(Xk, X0)

ρ

Ç>É�Ä jsl É�rJÅ Ä Ï@Ì

1

λn

∑

k∈In

[

M
(

yk

)

]pk

< λn max
(

ε, εh
)

w,Æ Ë rJÅÉ t j�l É n ÅÉ Ë Å n Æ l�q
M. � l	Ì-n0i�Ï r Ï�jsl É�Äkr Ë È�È~Ç n Å l É Ã � Ï �8Å ÑÑàÈ~Ç Í'Ï=n0i�Ï7q~l Ñ Ð

Ñ l �8ÅÉ t m�Ì0lCj;Ï Ä Ë�ÌðÏ � � Ï�i Ç x'Ï

yk ≤
yk

δ
< 1 +

yk

δ
.

��Å É j=Ï
M

Å$røÉ l É�ÐöÄ Ï�j=ÌÎÏ Ç&rJÅÉ t Ç>É�Ä jsl É x	Ïs�îÃ Å n q~l ÑÑ l �Jr n0i Ç n



��� � ������ª� 

M(yk) < M
(

1 +
yk

δ

)

≤
1

2
M(2) +

1

2
M

(2yk

δ

)

.

��Å É j=Ï
M

rÎÇ n Å.r z�Ï r
∆2

� j�l É�Ä�Å n Å l É Ã � Ï�j Ç	É � Ì Å nðÏ

M(yk) ≤
L

2

yk

δ
M(2) +

L

2

yk

δ
M(2) = L

yk

δ
M(2).

� Ï t Ïsn:n�i�Ï-q~l Ñ Ñ l �8ÅÉ t Ï r n ÅÈ�Ç nðÏ r
∑

k∈In

yk>δ

[

M(yk)
]pk ≤ max

(

1,
[

LM(2) δ−1
]H

)

λn
1

λn

∑

k∈In

[

(yk)
]pk ,

1

λn

∑

k∈In

[

M(yk)
]pk ≤ max

(

ε, εh
)

+ max
(

1,
[L

δ
M(2)

]H) 1

λn

∑

k∈In

[

(yk)
]pk .

Ê Ç Í ÅÉ t n�i�Ï Ñ ÅÈ�Å n r
ε → 0

Ç>É�Ä
n → ∞,

Å nJq~l ÑÑ l �Jr n0i Ç n
X =

(

Xk

)

∈ F
[

M, λ, p
]

.
�

��� �	� � � ��� ��� ¨;«
0 ≤ pk ≤ qk

£[¥°� ( qk

pk

) Î¨ 6º[µ�¥°�	¨6�����°¾�¨=¥

F
[

M, λ, q
]

⊂ F
[

M, λ, p
]

.

�»©ðºAº ¼�� Ê:i�Ï n�i�Ï�l	ÌÎÏ È�Å$r m�Ì0l4x	Ï Ä w�Æ Ë rðÅ É t n0i�Ï rðÇ	È Ï=nðÏ1j'i É�Å �,Ë�Ï Ç�rXÅÉ n0i�Ï7m�Ì�lCl�q
l�q
Ê:i�Ï�l'ÌðÏ È � � � w�Æ ��Ë�Ì r Ï Ñ Ï;Ï É Ç	É�Ä �øÇ�rÎÇ Ì Å Ì � � 
¬�

�

�Jl � Ã � Ï t Å x'Ï r l È Ï � Ï ÑÑ Ð Í É l �8É Ä Ïsz É�Å n Å l É�r;Ò
���������	� �!�#"$����& � r Ï��,Ë�Ï É j=Ï

X =
(

Xk

) l�q q¿Ë u�u;Æ É Ë È w Ï;Ì røÅ.r rÎÇ>Å Ä n0l w Ï r n Ç n Å.r n Å Ð
j Ç>ÑÑÆ jsl É x'Ï;Ì t Ï É n�n�l Ç q¿Ë u�u;Æ É Ë È=w Ï@Ì

X0
Å qgq~l	Ì8Ï�x	Ï;Ì Æ

ε > 0
Ã

lim
n

1

n

∣

∣

{

k ≤ n : d̄
(

Xk, X0

)

≥ ε
}∣

∣ = 0.

� Ï É l�nÎÏyn�i Ç n Å q Ç r Ï��,Ë�Ï É j=Ï
X =

(

Xk

) l�q�q¿Ë u�u@Æ�É Ë È=w Ï@Ì r jsl É x	Ï;Ì t Ï r n�l
Ç q¿Ë u�u@ÆqÉ Ë È w Ï;Ì

X0,
n0i�Ï É Å n r n Ç n Å$r n Å j Ç>ÑÑÆ j�l É x	Ï@Ì t Ï r n�l

X0.
� Ë[n n�i�Ï jsl É x	Ï;Ì r Ï

r n Ç nðÏ È Ï É n Å.røÉ l�n É Ï1j=Ï r0rÎÇ Ì Å ÑÆ x Ç	Ñ Å Äî�
���������	� �!�#"$����& � r Ï��,Ë�Ï É j=Ï

X =
(

Xk

) l�q�q¿Ë u�u@Æ�É Ë È=w Ï@Ì rXÅ$r�rðÇ	ÅÄ n�l w Ï
λ
(

p
)�

r n Ç n Å$r n Å j Ç>ÑÑÆ jsl É x'Ï;Ì t Ï É n l'Ì
Sλ(p)

jsl É x'Ï;Ì t Ï É n n�l Ç q¿Ë u�u;Æ É Ë È=w Ï@Ì
X0

Å qcq~l	ÌøÏ�x	Ï;Ì Æ
ε > 0

lim
n

1

n

∣

∣

∣

{

k ∈ In :
[

d̄
(

Xk, X0

)]pk ≥ ε
}∣

∣

∣
= 0,

� i�Ï;ÌÎÏ n0i�Ï7x	Ï@Ìen Å j Ç>Ñgw�Ç Ì r"ÅÉ�Ä�Å j Ç nðÏ=n�i�Ï É Ë È=w Ï@Ì9l�q%Ï Ñ Ï È Ï É n rXÅ É n�i�Ï�Ï É j Ñ l r Ï Ä`r Ï�n �
��É n0i Å$r j Ç&r Ï'Ã � Ï � Ì Å nÎÏ

Sλ(p) =
{

X =
(

Xk

)

: lim
n

1

λn

∣

∣

∣

{

k ∈ In :
[

d̄
(

Xk, X0

)]pk ≥ ε
}∣

∣

∣
= 0

}

.

��É n�i�Ï,j Ç�r Ï
pk = 1

q~l'Ì Ç>ÑÑ
k,

� Ï@l w n Ç	Å É
λ
� r n Ç n Å$r n Å j Ç>ÑÑÆ j�l É x	Ï@Ì t Ï É n r Ï��,Ë�Ï É j;Ï

r m Ç j=Ï r
Sλ

Ã � i Å j'i �øÇ�r8Ä Ï�z É Ï Ä/Ç	É�Ä r nðË Ä�Å Ï Ä,w,Æ ��Ç x Ç�r ����� 
ö�
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F

[

λ, p
]

⊂ Sλ(p),
��*  ¼

X =
(

Xk

)

∈ l∞
(

p
)

∩ Sλ(p),
«¢¾�¨=¥

X =
(

Xk

)

∈ F
[

λ, p
]

,
¯��

l∞
(

p
)

∩ Sλ(p) = l∞
(

p
)

∩ F
[

λ, p
]

,

��¾�¨;©ð¨
l∞

(

p
)

=
{

X =
(

Xk

)

: supk

[

d̄
(

Xk, X0

)]pk ≤ K, K > 0}
�

�»©ðºAº ¼��
Ç&| { Ï�n

ε > 0
Ç>É#Ä

X =
(

Xk

)

∈ F [λ, p].
Ê:i�Ï Ép� Ï-i Ç x	Ï

∑

k∈In

[

d̄(Xk, X0)
]pk

≥ εH
∣

∣

{

k ∈ In :
[

d̄(Xk, X0)
]pk

≥ ε
}∣

∣.

	 Ï É j=Ï
X =

(

Xk

)

∈ Sλ(p).w�|X� Ë[m[mYl r Ï7n�i Ç n
X =

(

Xk

)

∈ Sλ(p)

Ç	É�Ä
X =

(

Xk

)

∈ l∞(p).
��ÅÉ j=Ï

X =
(

Xk

) Å$r w l	Ë É�Ä Ï Ä Ã � Ï � Ì Å nðÏ [

d̄
(

Xk, X0

)]pk ≤ T
q~l	Ì Ç	Ñ Ñ

k. 
 Å x'Ï É
ε > 0,

Ñ Ï�n

An =
∣

∣

{

k ∈ In :
[

d̄(Xk, X0)
]pk ≥ ε

}∣

∣,

Bn =
∣

∣

{

k ∈ In :
[

d̄(Xk, X0)
]pk < ε

}∣

∣.

Ê:i�Ï Ép� Ï9i Ç x	Ï
1

λn

∑

k∈In

[

d̄
(

Xk, X0

)]pk =
1

λn

∑

k∈An

[

d̄
(

Xk, X0

)]pk +
1

λn

∑

k∈Bn

[

d̄
(

Xk, X0

)]pk

≤
T

λn

∣

∣An

∣

∣ + εH .

	 Ï É j=Ï
X =

(

Xk

)

∈ F
[

λ, p
]

.j | Ê:i Å$r m�Ì0l l�qcq~l Ñ Ñ l �Jr q¿Ì�l È �±Ç |»Ç>É�Ä �~wY|��
�

��� �	� � � ��� � �¿¼
lim infn

λn

n
> 0,

«¿¾�¨;¥
S(p) ⊂ Sλ(p),

��¾�¨=©Î¨

S(p) =
{

X =
(

Xk

)

: lim
n

1

n

∣

∣

{

k ∈ In :
[

d̄
(

Xk, X0

)]pk ≥ ε
}
∣

∣ = 0
}

.

�»©ðºAº ¼�� { Ï�n
X =

(

Xk

)

∈ S(p). � l	Ì t Å x'Ï É
ε > 0,

� Ï t Ïsn
{

k ≤ n :
[

d̄
(

Xk, X0

)]pk ≥ ε
}

⊃ An,

� i�Ï;ÌÎÏ
An

Å.r n0i�Ï rÎÇ>È Ï Ç�r»Å É Ê:i�Ï�l	ÌÎÏ È ��� Ê:i�Ë r Ã

1

n

∣

∣

{

k ≤ In :
[

d̄
(

Xk, X0

)]pk ≥ ε
}∣

∣ ≥
1

n

∣

∣An

∣

∣ =
λn

n

1

λn

∣

∣An

∣

∣.

Ê Ç Í ÅÉ t ÑÅ È�Å n Ç�r
n → ∞

Ç>É�Ä Ë rðÅ É t lim infn
λn

n
> 0,

� Ï t Ïsn
X =

(

Xk

)

∈ Sλ(p).
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