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F (z), z = x + iy
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√
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√
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f(x) =

∞
∑

n=0

cnHn(x), k Æ	�LÄl
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1
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√

π
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f(t)Hn(t)e−t2dt, n = 0, 1, . . . . k Æ'� Ã.l
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L2(R; e−t2dt)
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‖f −
N
∑

n=0

cnHn(x)‖L2(R;e−t2 dt)

=
(

∫ ∞
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e−t2

∣

∣

∣
f(t) −

N
∑

n=0

cnHn(t)
∣

∣

∣

2

dt
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→ 0, N → ∞.
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√

π
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Φ ∈ L2(R; et2dt)
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|FΦ(z)| ≤ π1/4e|z|
2/2‖Φ‖L2(R;et2dt). k w��Æ�l
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(z = x + iy)

∣

∣

∣
FΦ(z)

∣

∣

∣
≤
(

∫ ∞

−∞
e−t2+2xtdt

)1/2(
∫ ∞

−∞

∣

∣

∣
Φ(t)

∣

∣

∣

2

et2dt
)1/2

= π1/4ex2/2‖Φ‖L2(R;et2dt) ≤ π1/4e|z|
2/2‖Φ‖L2(R;et2dt).
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2π3/2

∫ ∫

C

∣

∣

∣
FΦ(z)

∣

∣

∣

2

e−x2

dxdy =

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣
Φ(t)

∣

∣

∣

2

et2dt. k w��Kw�l
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∫ ∫
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∣

∣
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FΦ(z)

∣

∣

∣

2

e−x2

dxdy = 2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−x2+2xt

∣

∣

∣
Φ(t)

∣

∣

∣

2

dxdt.
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¸�½<¹��'»�]Ò�
�

�"¿�¶�[�Ï ·�·�»�]�Ï ¶XÀ¾» YS¹\[�¿<»�{,Ì�»�[-YS»U¹aËÀ`_�Ï¿"º »C· ·�¶6b�»9b7Ïº º ¿z_�¹cbeÀ`_#¶XÀ"Ì"[-]�»>½7Àg_�»
X ¶:¸�º¶\YS»®À¾½¾¶�[�¿za¥¹	½¾· k Æ	�Kw�lUÀg_�» ��Ïºed�»>½<À®¿H¸�¶\YS» k Æ	�Æ�l9a¥¹	½¾·�¿�¶�½<»C¸�½<¹p]�Ì-YSÏ^[�¼ q'»>½g[�»>º
��Ïºed�»>½<À"¿H¸#¶�YS»'Ápb$_�Ï Y�_³¶\]�·�Ï À5¿ßÀ`_�»]½¾»>¸�½<¹p]�Ì�Y>Ïe[�¼>q'»>½g[�»>º

H(z, ū) =

∫ ∞

−∞
e−x2+(z+ū)xdx =

√
πe(z+ū)2/4. k w�� � l

�y[ a¨¶\Y�À8Á�À`_�»9Y>¹	½¾½<»8¿H¸�¹�[�]�Ïe[�¼ Ï^["[�»>½7¸�½<¹p]�Ì�YSÀ�¼	Ï��	»8¿%Àg_�»]½¾»C¿<Ì�º À

〈FΦ(z), H(z, ū)〉 =
1

2π3/2

∫ ∫

C

FΦ(z)H(z, ū)e−x2

dxdy

=

∫ ∞

−∞
et2Φ(t)e−t2+utdt = FΦ(u),

À`_�¶:À%Ï¿
À`_�»�½¾»>¸�½<¹p]�Ì�Y>Ïe[�¼�¸�½<¹'¸#»C½HÀ�r�Ï¿ �'»>½¾Ï0h#»�]Ò��o�Ì�½<À`_�»C½<·�¹	½¾»	ÁXÏ À%Ï ¿%¿HÀ<½5¶:Ï¼�_,Àza¥¹'½`bß¶:½�]
À<¹ ¼	»>À*Àg_�¶XÀUÀ`_�»�¿<»SÀU¹aQa¥Ì"[�YSÀ<Ï¹�[�¿ {ezt, z ∈ C} Ï¿9Y>¹	·�¸�º»SÀ¾»�Ï^[

L2(R; et2dt)
Á1ÏÎ� »'�

À`_�»®»�{,Ì�¶:ºÏ À�r
FΦ(z) ≡ 0

r,Ï»>º ]�¿
Φ = 0

¶:º·�¹'¿HÀE»��	»C½`r�b$_�»C½<»'� �;_�Ì�¿UÀ`_�»!d�Ïº¶:À<»C½¾¶	º
X ¶:¸�º¶\YS»�À<½5¶[�¿za¥¹	½¾·qÏ ¿�¶[ Ï ¿H¹'·�»SÀ<½gr6a¥½¾¹	·

L2(R; et2dt)
¹�[,À<¹ H k ¶�[�¶[�¶	º ¹'¼�¹�amÀg_�»

ÊË¶	º »�r,È m Ï»�[�»C½ßÀ`_�»C¹	½¾»>·�l��
o�¹	½úÀ`_�»*½¾»C¶	º�d�Ïº¶:À<»C½¾¶	º X ¶:¸�º ¶�Y>»7À<½5¶[�¿za¥¹	½¾·

FΦ(x), x ∈ R
bú»*¸�½¾¹��	»7Àg_�»�a¥¹'º º¹cbßÈ

Ïe[�¼�º»>·�·�¶��
������� 	��n� �m�S�

Φ ∈ L2(R; et2dt)
���k¤��>�

FΦ(x)
¦ © ¦²� ( �#¦²�µ�>¬L ©5���8�X�¥¤,ª7¦ �²� �

FΦ ∈
C∞(R)

�®£��X�<�5�:±��>�5ª �X¬²¬ &	�>��¦²±X�X�Î¦²±��S© dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)

, n ∈ N0
�5�S¬ �:� !t�µ�

L2(R; dx)
�X�*&�©>�X�Î¦ ©² 5 �²¤��  S�X¬²¬�+$
¦²� !�¦²���	�S¢��:¬L¦²�Î

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)∣

∣

∣

2

dx ≤ 2πn! ‖Φ‖2
L2(R;et2dt)

, n = 0, 1, 2, . . . . k w�� Å�l



��¦²¬ �X���>�<�X¬��ý�5��¬ �'§5�����<�:��©¥ S�X��� ��� �

¡��<�8�´ �� m »9_�¶��	»

e−x2/2FΦ(x) =

∫ ∞

−∞
Φ(t)e(t2−(x−t)2/2)dt.

��»�[-YS»	ÁýÏ À]Ï ¿9[�¹:Àj]�Ï ��YSÌ�º À]À<¹ �'»>½¾Ï0axr�Àg_�¶XÀE¹\[�¶�[�r YS¹	·�¸�¶\Y�ÀE¿<»SÀE¹a
R
b�»6Y>¶[ ]�Ïea²È

a¥»>½¾»�[,À<Ï ¶XÀ¾»�À`_�½¾¹	Ì�¼�_ b7Ï Àg_ ½<»8¿H¸�»�YSÀ®À<¹
x

Ïe[ Àg_�»�º ¶XÀ<À<»C½®Ïe[,À¾»>¼	½5¶:ºÎ�%�*¿ ¶g½¾»C¿<Ì�º À bú»
¹�d�À5¶:Ï^[

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)

=

∫ ∞

−∞
Φ(t)et2/2 ∂n

∂xn
e−(x−t)2/2dt

= (−1)n2−n/2

∫ ∞

−∞
Φ(t)et2/2e(t2−(x−t)2/2)Hn

(x − t√
2

)

dt, k w�� ��l
b$_�»>½¾»

Hn(y), n ∈ N0
Ï ¿ýÀ`_�»ß¿zr�¿HÀ<»C·�¹�a���»C½<·�Ï À<»%¸�¹	º^r�[�¹	·�Ï ¶:º ¿ k Æ	� � l�����¸�¸�ºer�Ï^[�¼�Àg_�»

�pY�_�b�¶	½ �*Ïe[�»�{,Ì�¶:ºÏ À�r'Á�·�¶�q�Ïe[�¼�»>º»>·�»�[,À5¶:½gr®¿HÌ"d#¿´À¾Ï À¾Ì�À<Ï¹�[�¿ß¶�[�]®À5¶q�Ï^[�¼ Ï^[,À<¹�¶�Y�YS¹	Ì�['À
À`_�» �X¶:ºÌ�»U¹a À`_�»9[�¹	½¾·�¶:ºÏ��C»�]6a¨¶\Y�À¾¹	½ k Æ'� �\lQbú»j]�»C½<Ï��	»*À`_�»]»C¿HÀ<Ï·�¶:À<»
∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−
x2

2 FΦ(x)
)
∣

∣

∣

2

≤ 2−n

∫ ∞

−∞
|Φ(t)|2et2−(x−t)2/2dt

∫ ∞

−∞
e−

(x−t)2

2 H2
n

(x − t√
2

)

dt

= 2−n+1/2

∫ ∞

−∞
|Φ(t)|2et2−(x−t)2/2dt

∫ ∞

−∞
e−y2

H2
n(y) dy

=
√

2πn!

∫ ∞

−∞
|Φ(t)|2et2−(x−t)2/2dt. k w�� Â\l

��»�[-YS» Ïe[,À<»C¼	½5¶XÀ¾Ïe[�¼®À`_�½¾¹	Ì�¼\_ b7Ï À`_�½¾»C¿<¸�»�Y�À*À<¹
x

Ï^[ k w�� Â\l$b�»>Y�_#¶[�¼'»EÀ`_�»�¹'½g]�»C½"¹�a
Ïe[,À<»C¼	½5¶XÀ¾Ï ¹\[ ��Ï¶ o�Ì"d�Ï^[�Ï � ¿ßÀg_�»>¹'½<»C·)¶[�]ib�»U¼	»SÀßÀg_�»]Ïe[�»�{,Ì�¶:ºÏ À�r
∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)
∣

∣

∣

2

dx ≤
√

2πn!

∫ ∞

−∞
|Φ(t)|2et2

∫ ∞

−∞
e−

(x−t)2

2 dxdt

= 2πn!

∫ ∞

−∞
|Φ(t)|2et2dt,

b$_�Ï^Y�_ r�Ï»>º ]�¿ k w�� Å�l�� X »C·�·�¶ � Ï ¿ß¸�½¾¹��	»�]1�
�

�;M �����*O�V���uR ����� �
	�� 	��	���uS R ���
�y[ Àg_�Ï¿"¿H»�Y�À<Ï¹�[ bú»U»8¿´À5¶d�ºÏ¿`_o¶�[oÏ ¿<¹	·�»SÀ¾½`r6d�»SÀ�b�»>»�[ À�b�¹ �"Ï º^d�»>½<À"¿H¸�¶\YS»8¿>Á�b$_�Ï Y�_oÏ ¿
½<»8¶:ºÏ��C»�] d�r�Àg_�»!d�Ïº ¶XÀ<»C½¾¶	º X ¶	¸�º ¶�YS»�À¾½¾¶�[�¿za¥¹	½¾· k Æ'� w\lU¹a7½¾»C¶	º �X¶:½¾Ï¶�d�º »'� �;_�» ·�¶	Ïe[
½<»8¿HÌ�º À$b7Ï ººud�»]Ê º ¶[�Y�_�»C½<»Cº � ¿úÀ�r�¸#»UÀg_�»>¹'½<»C· a¥¹	½ßÀg_�Ï¿$YC¶	¿<»U¹aýÀg_�» X ¶	¸�º ¶�YS»*À<½5¶[#¿�a¥¹'½HÈ
·�¶:À<Ï¹�[1�

X »SÀ®Ì#¿�YS¹\[�¿HÏ ]�»C½®¶ ��¹�d�¹	º»���� ¿�À�r�¸#»�¿<¸�¶�Y>»�¹a�À`_�»�Ïe[ph-[�Ï À¾»�¹	½�]�»C½
W∞

2 (R)
¹a

YS¹	·�¸�º»���È �X¶:ºÌ�»�] a¥Ì"[�YSÀ<Ï¹�[�¿�¹�[
R

Àg_�¶XÀ ¶:½¾»
n

À<Ï· »8¿ ]�Ï���»C½<»�[,À<Ï ¶d�º»®Ï^[ ¶�¿<»�[�¿<»®¹a
¼	»�[�»>½5¶:ºÏ��C»�] ]�»>½¾Ï��X¶:À<Ï��	»C¿ a¥¹'½%¶:ºº"[�¹\["[�»C¼'¶XÀ¾Ï��'»ßÏe[,À<»C¼	»C½¾¿

n
�:�y[ a¨¶\Y�À8ÁXÀ`_�Ï ¿ Ï ¿ ¶9Y>¹	·�¸�º»SÈ

À<Ï¹�[ ¹amÀ`_�»jY>¹	½¾½<»8¿H¸�¹�[�]�Ïe[�¼ ¸�½¾»SÈ���Ïºed�»>½<À�¿H¸#¶�YS»U»�{'Ì�Ï ¸�¸�»�]ib7Ï À`_³À`_�»]Ïe["[�»>½7¸�½¾¹p]�Ì�Y�À



��� Â ¯��������#�
	X¢��5�X±8¦¨§5¤

(

f, g
)

=
∞
∑

n=0

1

n!

∫

R

dnf

dxn

dng

dxn
dx.

�;_�»9[�¹	½¾·q¹�aýÀ`_�Ï¿�¿<¸�¶\YS»UÏ¿ß¼'Ï��'»�[ ¶�Y�YS¹	½�]�Ï^[�¼	º^r

‖f‖W∞

2 (R) =
(

∞
∑

n=0

1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dnf

dxn

∣

∣

∣

2

dx
)1/2

. k � �Æ�l

��� ��� � � � �-� t Ê º ¶[-Y�_�»>½¾»>º � ¿�À`_�»C¹	½¾»>· v � �k¤������¾�
Φ(t) → e−x2/2FΦ(x)

ª $m¤��S�¾�
FΦ(x)

¦ ©�!	¦²±X�S� �> k Æ'� w\l ¦ ©���§5�:���Î¦²��¢��X¢�©�¬L¦²���5�X�����¾�o 5�<�:�
L2(R; 2πet2dt)

¦²�����
W∞

2 (R)
$m¤�¦¨§¾¤�¦ © �X� ¦ ©S�:���>�Î���ª%¦ �²� �m¡�¬ �X�k§¾¤��S�¾�S¬�� ©� S�X��� ¢�¬ ��¤��X¬ &X©

‖e−x2/2FΦ(x)‖W∞

2 (R) = ||Φ||L2(R;2πet2dt). k � �Kw�l
«Ò¢����¥¤��>�����:�<�Sª ¦  

Φ, Ψ ∈ L2(R;
√

2πet2dt)
�¥¤��>�³¡7�:�5©S�>±X�X¬�� © �	�>¢��X¬L¦²�Î�¤��:¬ &�©

2π

∫

R

et2Φ(t) Ψ(t) dt =

∞
∑

n=0

1

n!

∫

R

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
) dn

dxn

(

e−x2/2FΨ (x)
)

dx,

k � � � l
$m¤��>�<�E�¥¤��E©>�S��¦¨�S©E¦²� k � � � l ¦ ©E� ��©>�:¬L¢��µ�>¬Lo§5�:��±X�S�%!,�>��� �

¡��<�8�´ �� ��r X »>·�·�¶®Æ
e−x2/2FΦ(x)

Ï¿Qbú»Cº º È(]�»sh�[�»�]�¶[�]�d.r X »C·�·�¶ � k ¿<»>» k w�� Å�lzl
¶:ºº-]�»C½<Ï��X¶XÀ<Ï��	»8¿%¶	½<»$d�¹	Ì"[-]�»�]®¶'¿ ºÏe[�»C¶:½%¹	¸�»>½5¶XÀ<¹'½¾¿

L2(R; et2dt) → L2(R; dx)
�po�Ì�½<È

À`_�»C½CÁm»>·�¸�º¹cr,Ï^[�¼ ½¾»>¸�½¾»C¿<»�[,À¾¶:À<Ï¹�[ k w�� �\l�ÁýÏ^[��	¹\q,Ï^[�¼ k Æ'� Ã.lU¶[�]g·�¶�q,Ï^[�¼�»Cº »C· »�[,À¾¶:½gr
¿HÌ"d#¿´À¾Ï À¾Ì�À<Ï¹�[ b�»�»8¶	¿<Ï º^r ¿<»>»�À`_#¶XÀ

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)

= (−1)n2−(n−1)/2

∫ ∞

−∞
Φ(x −

√
2y)e(x−

√
2y)2/2−y2

Hn (y) dy

=
√

2π(−1)nn!2n/2cn(x), k � � Å.l
b$_�»>½¾» b�» ]�»�[�¹:À<» d.r

cn(x)
o�¹	Ì�½¾Ï»>½!Y>¹,» ��YSÏ»�[,À¾¿ k Æ	� Ã\l�¹aUÀ`_�» a¥Ì"[�YSÀ<Ï¹�[

Φ(x −√
2y)e(x−

√
2y)2/2

a¥¹	½7»8¶�Y�_
x ∈ R

Á"[#¶:·�»>º^r

cn(x) =
1

2nn!
√

π

∫ ∞

−∞
Φ(x −

√
2y)e(x−

√
2y)2/2−y2

Hn(y) dy, n = 0, 1, . . . .

��»�[-YS»jYS¹'· d�Ï^[�Ï^[�¼ b7Ï Àg_ k � � Å.l%Àg_�»]Ê
¶:½5¿H» ��¶	ºk»�{,Ì�¶:ºÏ À�r k Æ'� Ç.lIr�Ï»>º ]�¿

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣
Φ(x −

√
2y)
∣

∣

∣

2

e(x−
√

2y)2−y2

dy =
√

π

∞
∑

n=0

2nn!|cn(x)|2

=
1

2
√

π

∞
∑

n=0

1

n!

∣

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)

∣

∣

∣

∣

2

. k � � ��l



��¦²¬ �X���>�<�X¬��ý�5��¬ �'§5�����<�:��©¥ S�X��� ��� Ä
�;_�»>½¾»sa¥¹'½<»�Ï^[,À<»C¼	½5¶XÀ<Ï^[�¼UÀg_�½<¹'Ì�¼�_�Ï^[ k � � ��l*b7Ï À`_ ½<»8¿H¸�»�YSÀ%À<¹

x
b�»�Ì�¿<»2o�Ì"d�Ï^[�Ï � ¿%À`_�»C¹:È

½<»C·q¶[�]o¶ca²À<»C½�¿HÀ<½5¶:Ï¼�_,À`a¥¹	½gb�¶	½g] Y>¶	º^Y>Ì�º ¶XÀ<Ï¹�[ ¹a1Àg_�»*Ï^["[�»C½ßÏe[,À<»C¼	½5¶:º&bú»�»���¸�½¾»C¿¾¿
Àg_�»
º »�a²ÀHÈ(_�¶[�] ¿<Ï^]�»�¹�amÀg_�»]¹�d�À¾¶:Ï^[�»�] »�{'Ì#¶:ºÏ À�r ¶'¿

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣
Φ(x −

√
2y)
∣

∣

∣

2

e(x−
√

2y)2−y2

dy =
√

π||Φ||2
L2(R;et2dt)

.

�»C¶�[.b$_�Ï º»	ÁúÀ`_�»g¹'½g]�»C½ ¹�a Ïe[,À¾»>¼	½5¶XÀ¾Ï ¹\[s¶[-]c¿HÌ�· ·�¶:À<Ï¹�[s¹\[ À`_�» Y>¹	½¾½<»8¿H¸�¹�[-]�Ïe[�¼
½<Ï¼�_,ÀHÈ(_�¶�[�]�¿HÏ ]�» Y>¶�[ d#» Ï^[��'»>½<À<»�]�¶:¸�¸�»C¶	º Ï^[�¼�À¾¹ X »���Ï � ¿"À`_�»C¹	½¾»>· ���;_,Ì#¿�b�»�»8¶	¿<Ï º^r
YS¹	·�»*Ì�¸!b7Ï À`_®Ï ¿<¹	·�»SÀ¾½<Ï Y�Ï ]�»�[,À¾Ï À�r k � � w\l ¶�[�]�b�»"¸�½¾¹��	»ßÀg_�»fYS¹�[,À¾Ïe[�Ì�Ï À�r�¹aÒÀ`_�»*·�¶:¸
e−x2/2FΦ(x)

a¥½<¹'·
L2(R; 2πet2dt)

Ïe[,À<¹
W∞

2 (R)
�Fo Ï^[�¶:ºº^r	Ák½<»Cº¶:À<Ï¹�[ k � � � l;a¥¹'º º¹cb�¿

Ï ·�·�»�]�Ï ¶XÀ¾»>º^r d.r Ì�¿<Ïe[�¼]À`_�»*¸�¶:½5¶:ºº»>º¹	¼	½5¶:·aÏ^]�»�[,À<Ï À�r	� �;_�»*¶d#¿H¹'º Ì�À¾»�YS¹\[��	»>½¾¼	»�[�YS»ß¹�a
À`_�»�¿H»C½<Ï»C¿%Ïe[ k � � � l Y>¶[!d#»*»C¶	¿<Ïºer »C¿HÀ¾¶�d�º Ï ¿`_�»�]6b7Ï À`_®À`_�»E��¶:Ì�Y�_�r,È´�pY�_�b�¶	½ ��Ïe[�»�{,Ì�¶:º È
Ï À�r'���;_�»>¹'½<»C· Æ]Ï¿ß¸�½<¹��'»�]Ò�

�

�"�>���:� 	 � �.m »2[�¹:À¾»�À`_#¶XÀúÏ^[ t ÇcvµÁ��Q_�¶	¸1�.w	ÃUÀ`_�»"½¾»>¸�½¾¹p]�Ì�YSÏ^[�¼9q'»>½g[�»>º�¶:¸�¸�½¾¹'¶\Y�_>_#¶	¿
d#»C»�[ Ì�¿H»�] ¶'¿m¶2b�¶
rU¹�a�¼	»>ÀHÀ<Ï^[�¼�Ï¿<¹	·�»>À<½¾Ï^YúÏ^]�»�[,À<Ï À<Ï»C¿Ja¥¹	½ Àg_�»��ß¶	½<¼'·�¶�["[]À¾½¾¶�[�¿�a¥¹'½<· �
�ú¹	· d�Ïe[�Ï^[�¼ b7Ï À`_ X »C· ·�¶6w>bú»E¶	½<½¾Ï��	»*¶:À7À`_�»fa¥¹'º º¹cb7Ï^[�¼ Y>¹	½¾¹	ºº¶	½`r'�
� �:�<�X¬²¬�X�� � � �Z[�r®»�[,À<Ï½<»fa¥Ì"[-Y�À<Ï¹�[

F (z)
b7Ï Àg_�¶ h�[�Ï À<»]Ï^['À¾»>¼'½¾¶	º k Æ	�Æ�lß¿¾¶XÀ¾Ï¿zh�»C¿úÀg_�»

a¥¹	ºº ¹cb7Ï^[�¼ Ï^]�»�[,À<Ï À�r

1√
π

∫ ∫

C

|F (z)|2 e−x2

dxdy =
∞
∑

n=0

1

n!

∫

R

∣

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2F (x)
)

∣

∣

∣

∣

2

dx. k � � Â\l

� �:�<�X¬²¬�X������ ��º·�¹'¿HÀ;a¥¹	½�¶:ºº
t ∈ R

Ï À$_�¶'¿�À`_�»fa¥¹'º º¹cb7Ï^[�¼�º»sa²À*Ïe[��	»C½¾¿<»�¹	¸�»>½5¶XÀ<¹'½Ia¥¹'½
À`_�»9d�Ïº ¶XÀ<»C½¾¶	º X ¶	¸�º¶\YS»*À<½5¶[�¿za¥¹	½¾· k Æ'� w\l

Φ(t) =
e−t2

2π

d

dt

∞
∑

n=0

1

n!

∫

R

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
) ∂n

∂xn

(

e−x2/2 ext − 1

x

)

dx.

k � �LÄl
�¹	½¾»>¹��'»>½8Á'Ïea

e−x2/2FΦ(x)
Ï ¿7¿HÌ�Y�_oÀ`_#¶XÀ

∞
∑

n=0

n + 1

n!

∫

R

∣

∣

∣

∣

dn

dxn
e−x2/2FΦ(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx < ∞, k � � Ã\l

À`_�»�[ k � �LÄl�Y>¶�[ d#»9b7½¾Ï À<À<»�[oÏ^[³À`_�»fa¥¹'½<·

Φ(t) =
e−t2

√
2π

∞
∑

n=0

(−1)n

n!2n

∫

R

∂n

∂xn

(

e−x2−
√

2xtFΦ

(√
2x + t

))

e−x2

Hn(x) dx.

k � � Ç\l
¡��<�8�´ �� �y[�]�»C»�]ÒÁ	À`_�»"ÊË¶	½¾¿<»��X¶	º�»�{,Ì�¶	º Ï À�r k � � � l ¼'Ï��'»C¿ ¶9q'»�r À<¹E¸�½¾¹��	» k � �LÄlS�	Ê Ì�À<À<Ï^[�¼

Ψ(y) =

{

1,
Ï0a

y ∈ [0, t],

0,
Ï0a

y ∈ R\[0, t],



��� Ã ¯��������#�
	X¢��5�X±8¦¨§5¤
Y>¶:º YSÌ�º¶:À<Ï^[�¼

FΨ
¶�[�]�]�Ï���»C½<»�[,À<Ï ¶XÀ<Ï^[�¼]Àg_�½¾¹	Ì�¼\_�Ïe[ k � � Å.l*b7Ï Àg_ ½¾»C¿<¸#»�Y�À À¾¹

t
b�»*¶:½¾½¾Ï��'»

¶XÀßÀ`_�»]Ï^[��	»C½¾¿<Ï ¹\[ k � �LÄl��
�y[�¹'½g]�»C½ À<¹]»C¿HÀ¾¶�d�ºÏ¿`_ k � � Ç\lJb�»ß¿`_�¹'Ì�º^]�·�¹:À¾Ï��X¶XÀ¾»ßÀ`_�»7¸#¶	¿¾¿<¶	¼	»%¹�a#Àg_�»Z]�»C½<Ï��X¶XÀ<Ï��	»

Ì"[�]�»C½U¿<Ï¼�[�¿�¹a%À`_�»�¿<»>½¾Ï »8¿*¶�[�]�Àg_�»�Ïe[,À<»C¼	½5¶:º Ïe[ k � � Ä�l��k�y[ a¨¶�Y�À8ÁFbú» b7Ï ºº ¶:¸�¸#»8¶:º À<¹
À`_�» YS¹\[�]�Ï À<Ï¹�[ k � � Ã\lSÁmÀg_�»���¶:Ì�Y�_�r,È´�pY�_�b�¶	½ ��¶[-]��pY�_�bß¶:½ � Ï^[�»�{,Ì�¶	º Ï À<Ï»C¿ À<¹ �	»C½<Ïeaxr
À`_�»�¶d�¿<¹	ºÌ�À<»*¶[�]�Ì�[�Ï0a¥¹'½<· Y>¹�[��	»C½<¼'»�[�Y>»�b7Ï À`_o½<»8¿H¸�»�YSÀ À<¹

t
Ïe[®À`_�»*½<Ï¼�_,ÀHÈ(_�¶�[�]�¿HÏ ]�»

¹a k � � Ä�l ¶a²À<»>½Qa¥¹	½¾·�¶:ºF]�Ï���»C½<»�['À¾Ï¶:À<Ï¹�[1�,Ê ½¾»�Y>Ï¿<»>º^r	Á,Ï ÀßÏ ¿I[�¹	À�]�Ï ��YSÌ�º À�À<¹ ¸�½<¹pY>»>»�] Àg_�»
a¥¹	ºº ¹cb7Ï^[�¼ »C¿HÀ<Ï·�¶:À<»8¿

e−t2

2π

∞
∑

n=0

1

n!

∣

∣

∣

∫

R

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
) ∂n

∂xn
ext−x2/2dx

∣

∣

∣

≤ 1

2π

∞
∑

n=0

1

n!

(

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)∣

∣

∣

2

dx
)1/2(

∫

R

∣

∣

∣

∂n

∂xn
e−(x−t)2/2

∣

∣

∣

2

dx
)1/2

≤ 1

2π

(

∞
∑

n=0

n + 1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)∣

∣

∣

2

dx
)1/2

×
(

∞
∑

n=0

1

2n(n + 1)!

∫

R

e−(x−t)2H2
n

(x − t√
2

)

dx
)1/2

. k � � Æ8É\l
�;_�»7º¶:ÀHÀ¾»>½
Ï^['À¾»>¼'½¾¶	º,Ï^[ k � � Æ8É\l Y>¶�[>d�»ZY>¶	º^Y>Ì�º¶:À<»�]ÒÁXÏe[ À¾Ì�½`[ýÁd�rE½<»C¸�½¾»C¿<»�[,À¾¶:À<Ï¹�[ k Æ	� Å.l
¶[�] À`_�»]Ê
¶	½¾¿<»��X¶:ºÒ»�{,Ì�¶:ºÏ À�r a¥¹'½7À`_�»fo�¹	Ì�½¾Ï»>½ßÀ<½5¶[#¿�a¥¹'½<· ����»�[�YS»9b�»U¹�d�À5¶:Ï^[

∫

R

e−(x−t)2H2
n

(

x − t√
2

)

dx =
√

2

∫ ∞

−∞
e−2y2

H2
n (y) dy

=
1√
2

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

∣

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−(t/2)2+tyitndt

∣

∣

∣

∣

2

dy

=
√

2

∫ ∞

0

e−t2/2t2ndt = 2nΓ

(

n +
1

2

)

.

��Ì"d�¿HÀ<Ï À<Ì�À¾Ïe[�¼�Àg_�Ï¿ �X¶:ºÌ�»®Ï^[,À<¹ k � �ÆCÉ.l]¶[�]gÏ^[��	¹\q,Ï^[�¼�¶	¼'¶:Ï^[ �,À¾Ï ½¾º Ï^[�¼!� ¿�¶	¿`r,·�¸�À¾¹:À¾Ï^Y
a¥¹	½¾· Ì�º ¶>a¥¹	½7Àg_�» �U¶:·�·�¶XÈ�a¥Ì"[�YSÀ<Ï¹�[ k tÆsvµÁ��
¹'º����zl$bú»9YS¹'·�»]¹	Ì�ÀZb7Ï À`_ Àg_�»9a¥¹	ºº¹cb7Ïe[�¼
Ì"[�Ïea¥¹	½¾·)»C¿HÀ<Ï·�¶XÀ¾»

e−t2

2π

∞
∑

n=0

1

n!

∣

∣

∣

∫

R

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
) ∂n

∂xn
ext−x2/2dx

∣

∣

∣

≤ 1

2π

(

∞
∑

n=0

n + 1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2FΦ(x)
)∣

∣

∣

2

dx
)

1
2

( ∞
∑

n=0

Γ
(

n + 1
2

)

(n + 1)!

)
1
2

=
1

2π

(

∞
∑

n=0

n + 1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−
x2

2 FΦ(x)
)

∣

∣

∣

2

dx
)

1
2
(

O
(

∞
∑

n=1

1

n3/2

))
1
2

< ∞.

�;_�»>½¾»sa¥¹'½<»ß·�¶q�Ï^[�¼U»>º»>·�»�[,À¾¶	½`r ·�¶�[�Ï¸�Ì�º ¶XÀ<Ï¹�[#¿ËÏe[ À`_�»�½<Ï¼�_,À<È�_�¶�[�] ¿HÏ ]�»ß¹a k � � Ä�l bú»
¶:½¾½<Ï��	»U¶XÀ k � � Ç.l��#�ú¹'½<¹'º º ¶:½gr!w�Ï¿ß¸�½¾¹��	»�]Ò�

�



��¦²¬ �X���>�<�X¬��ý�5��¬ �'§5�����<�:��©¥ S�X��� ��� Ç
�"�>���:� 	 ��� �µÀ"Ï¿�»C¶	¿<Ïºer³¿H»C»�[³À`_�¶:À$a¥Ì"[�YSÀ<Ï¹�[�¿

g(x) = e−x2/2FΦ(x)
¿<¶:À<Ï ¿�axr�Ï^[�¼6YS¹\[�È

]�Ï À¾Ï ¹\[ k � � Ã.l�a¥¹'½<· ¶ ¿<Ì"d�¿<¸�¶\YS»�¹�aÒÀ`_�»]��¹�d�¹	º»���¿<¸�¶�Y>»
W∞

2 (R)
b7Ï Àg_®½¾»C¿<¸#»�Y�À%À¾¹EÀg_�»

[�¹	½¾· k � � Æ
l��

�ZM���� ��	�R"S$T2U�V WzO ��� �uR�O ����� 	 	�R�S��*V �
�"¿ bú»iYS¹'Ì�º^]�¿H»C»o¶�d#¹��'» Ï^[ X »C·�·�¶ w�Àg_�»³·�¶	¸

Φ → FΦ
Ï ¿�¶[ Ï ¿H¹'·�»SÀ<½gr a¥½<¹'·

L2(R; et2dt)
¹\['À¾¹�À`_�» �ß¶:½¾¼	·�¶�["[�Èyo�¹pY�q®À�r�¸�»�¿<¸�¶�Y>» H b7Ï À`_�Àg_�» [�¹	½¾· k Æ	�Æ�lS���*¿

bú»�¿z_�¹cb [�»���ÀCÁ'À`_�Ï ¿%·�¶	¸®Ï¿Q[�¹	À	�´Ì�¿HÀß¶�[®Ï ¿H¹'· »>À<½gr	Á\d�Ì�ÀßÏ À�Ï¿CÁ'Ï^[6a¨¶\Y�ÀCÁ�¶�[�Ïe[��	»C½HÀ¾Ïed�º »
Ï¿<¹	·�»SÀ¾½`rfa¥½¾¹	·

L2(R; et2dt)
¹\[,À<¹ H � �;_�Ï ¿
¶:¸�¸�½<¹,¶�Y�_jb7Ïº º"]�½<Ï��	»�Ì�¿ À<¹]¶�[ Ï^[��'»>½5¿HÏ¹�[

a¥¹	½¾· Ì�º ¶ a¥¹	½�Àg_�» d�Ïº ¶XÀ<»C½¾¶	º X ¶	¸�º¶\YS» À¾½¾¶�[�¿�a¥¹'½<· k Æ	�Kw�l Ï^[ À`_�»�·�»C¶[ Y>¹�[��	»C½<¼'»�[�Y>»
¿H»�[�¿H»'�
��� ��� � � � � � �ý�>�

F ∈ H �1«m�X� �:����k�X��
��k�#!'�:��¦²±X�E¦²�#�µ�#!,�S��$%�E©>�S�

FN (z) =
1

2π

N
∑

n=0

1

n!

∫

R

dn

dxn

(

e−x2/2F (x)
) ∂n

∂xn

(

e−x2/2H(x, z)
)

dx, k Å��Æ�l

$m¤��>�<���¥¤����¾�µ�k�<� &:¢�§S¦²��! 	'�S���k�S¬
H(z, ū)

¦ © &	�%( �k��& �> k w�� � l ���k¤��>�
FN ∈ H �:�*&

�²¤��]©>�	�S¢��>��§5� {FN}∞N=0

§5�X��±X�>�%!'�S©]�µ�
F

¦²� H �m£��:�<�5�X±X�S�5ª%�¾�¾§>¦ ���¾�C§5�X¬²¬ 

ΦN (t) =
e−t2

2π

∫ ∞

−∞
ext−x2

F (x)PN (x − t) dx k Å#� w\l
$m¤��>�<�E�¥¤��7���X¬LX�k�X� ¦¨�X¬ ©

PN (ξ)
�:�<� �)�S���¾��©5©>� & �>

PN (ξ) =

N
∑

n=0

(−1)n

n!2n
H2n

(

ξ√
2

)

§¾�:��±X�S� !'�*���
Φ
$m¤��S�

N → ∞ $
¦²�¥¤��¾��©Î���¾§>� �µ� �²¤����k�X��� ¦²� �¥¤��"©Î���	§5�
L2(R; et2dt)�X�*&

FΦN
= FN

�Ò«%¦²���:¬²¬L�ªú�¥¤�� �S¦²¬�X���S�<�:¬'�m�¾�k¬ �	§5�����¾�X��©¥ S�:��� k Æ	�Kw�l ¦ © �X��¦²��±X�S���Î¦ �S¬�
¦ ©S�:���>�Î��� 5�<�:�

L2(R; et2dt)
�:����� H ª

F (z) = FΦ(z)
�X�'& �²¤��"¡�¬ �:��§5¤��>�<�>¬Ò¦ &	�>���Î¦²��

k w��Kw�l ¤��X¬ &�©��

¡��<�8�´ ��� »�Y>¶:ººÏe[�¼ k w�� � l�d�r ¿´À¾½¾¶	Ï ¼\_,Àza¥¹	½gbß¶:½�]6Y>¶:º YSÌ�º¶:À<Ï¹�[�¿;b�»9]�»>½¾Ï��'»

∂n

∂xn

(

e−x2/2H(x, z)
)

=
∂n

∂xn

(

e−x2/2

∫ ∞

−∞
e−t2+(x+z)tdt

)

=

∫ ∞

−∞
e−t2/2+zt ∂n

∂xn
e−(x−t)2/2dt.

��Ì"d�¿HÀ<Ï À<Ì�À¾Ïe[�¼ À`_�»�º ¶XÀ<À<»>½]Ï^[,À<»C¼	½5¶:ºËÏe[,À¾¹ k Å��Æ�l�¶[-]�Ï^[��	¹�q�Ï^[�¼ k Æ	�Kw�l2b�»�¹\d�À¾¶	Ïe[ À`_#¶XÀ
FN (z) = FΦN

(z)
Ápb$_�»>½¾»

ΦN (t) =
e−t2/2

2π

N
∑

n=0

1

n!

∫ ∞

−∞

dn

dxn

(

e−x2/2F (x)
) dn

dxn
e−(x−t)2/2dx. k Å�� � l



� Å'É ¯��������#�
	X¢��5�X±8¦¨§5¤
�ú¹�[�¿<»�{,Ì�»�['À¾ºer'Ápd�r X »C· ·�¶6w b�»�¼'»SÀ

‖FN‖2
H = ‖FΦN

‖2
H = ‖ΦN‖2

L2(R;et2dt)
.

�»C¶�[.b$_�Ï º»	ÁXÏ^[��	¹�q�Ï^[�¼ k Æ'� Æ
l�Á k Æ'� �\l�Á k � � Â\lSÁ�À`_�» �Ï^["q'¹cb�¿zq�ÏÎÁX¼	»�[�»>½5¶:ºÏ��C»�] �Ïe["q'¹cb�¿zq�Ï
Ïe[�»�{,Ì�¶:ºÏ À¾Ï »8¿7¶[�]���¶	Ì�Y�_�r'È´�pY�_�bß¶:½ ��� ¿ Ï^[�»�{,Ì�¶	º Ï À�r6a¥¹	½ßÀg_�»E¿<»>½¾Ï »8¿Qb�»�h�[�]
‖ΦN‖L2(R;et2dt)

=
1

2π

(

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

N
∑

n=0

1

n!

∫ ∞

−∞

dn

dxn

(

e−x2/2F (x)
) ∂n

∂xn
e−(x−t)2/2dx

∣

∣

∣

2

dt
)1/2

≤ 1

2π

N
∑

n=0

1

n!

(
∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

∫ ∞

−∞

dn

dxn

(

e−x2/2F (x)
) ∂n

∂xn
e−(x−t)2/2dx

∣

∣

∣

2

dt

)1/2

=
1

2π

N
∑

n=0

1

n!

(

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

∫ ∞

−∞

∂n

∂tn

(

e−(x+t)2/2F (x + t)
) dn

dxn
e−x2/2dx

∣

∣

∣

2

dt
)1/2

≤ 1

2π

N
∑

n=0

1

n!

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

dn

dxn
e−x2/2

∣

∣

∣

(

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

∂n

∂tn

(

e−(x+t)2/2F (x + t)
)
∣

∣

∣

2

dt
)1/2

dx

=
1

2π

N
∑

n=0

1

n!

(

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

dn

dtn

(

e−t2/2F (t)
)
∣

∣

∣

2

dt
)1/2

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

dn

dxn
e−x2/2

∣

∣

∣
dx

≤ 1

2π

(

∞
∑

n=0

1

n!

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

dn

dtn

(

e−t2/2F (t)
)∣

∣

∣

2

dt
)

1
2
(

N
∑

n=0

1

n!

(

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣

dn

dxn
e−

x2

2

∣

∣

∣
dx
)2) 1

2

=
1√
2π

‖F‖H
(

N
∑

n=0

1

n!2n

(

∫ ∞

−∞
e−x2

∣

∣

∣
Hn(x)

∣

∣

∣
dx
)2)1/2

≤ 1√
2π1/4

‖F‖H
(

N
∑

n=0

1

n!2n

∫ ∞

−∞
e−x2

H2
n(x)dx

)1/2

=

√

N + 1

2
‖F‖H < ∞.

�;_�»>½¾»sa¥¹'½<»
ΦN ∈ L2(R; et2dt)

a¥¹	½�»8¶�Y�_
N ∈ N

�%��»�[�YS» b�»�¼	»>À Àg_�¶XÀ
FN

Ï ¿®¶
· »C· d�»>½7¹�a H ¶[-] Ï^[��	¹�q�Ï^[�¼ k w��Kw�lSÁ k � � Â.l�Á k Å��Æ�lQbú»9]�»C½<Ï��	»�a¥¹'½

N, M → ∞

‖ΦN − ΦM‖L2(R;et2dt) = ‖FN − FM‖H

=
∥

∥

∥

1

2π

M
∑

n=N+1

1

n!

∫

R

dn

dxn

(

e−x2/2F (x)
) ∂n

∂xn

(

e−x2/2H(x, z)
)

dx
∥

∥

∥

H

≤ 1

2π

M
∑

n=N+1

1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn
e−x2/2F (x)

∣

∣

∣

2

dx → 0, N → ∞. k Å#� Å�l



��¦²¬ �X���>�<�X¬��ý�5��¬ �'§5�����<�:��©¥ S�X��� � Å�Æ
�;_,Ì#¿ {ΦN}∞N=1

Ï ¿*¶ ��¶:Ì�Y�_�r�¿H»�{,Ì�»�[�Y>» Ï^[
L2(R; et2dt)

� m » ]�»�[�¹	À<» Ï À5¿"ºÏ ·�Ï ÀU¶'¿
Φ

�!�;_�» ¿<»�{,Ì�»�[�YS» {FN (z)}∞N=1

YS¹\[��'»>½¾¼	»8¿%À¾¹®¿H¹'·�»fa¥Ì"[�Y�À¾Ï ¹\[
G(z) ∈ H � m »jb7Ïº º

¸�½<¹��'» Àg_�¶XÀ
G(z) = F (z) = FΦ(z)

�%�y[�]�»>»�]ÒÁ*h�½5¿HÀ�bú»�¹\d�¿H»C½ �'» Àg_�¶XÀ k Å��Æ�l Ï ¿®¶
¸�¶:½<À<Ï ¶:ºË¿HÌ�· ¹a Àg_�»6YS¹	½¾½¾»C¿<¸#¹\[�]�Ï^[�¼ ¿<»>½¾Ï »8¿>Á&b$_�Ï Y�_�Ï ¿"»�{'Ì#¶:º À<¹

F (z)
¶\Y�YS¹'½g]�Ïe[�¼®À<¹

k � � � lSÁ X »>·�·�¶ w�¶[�]�½¾»>¸�½¾¹p]�Ì�Y>Ïe[�¼�¸�½<¹'¸#»C½HÀ�r�¹�aßÀ`_�»�q'»>½g[�»>º k w�� � lS�Jo�Ì�½HÀg_�»>½¾·�¹	½¾»	Á
Ïe[��	¹\q�Ïe[�¼ k � � Â.l�Á k Å#� Å�lZb7Ï À`_ ��¶:Ì�Y�_�r,È��"Y�_.bß¶:½ ��� ¿7Ï^[�»�{,Ì�¶	º Ï À<Ï»C¿2a¥¹'½"Àg_�»�Ïe[,À<»C¼	½5¶:ºË¶[�]
¿H»C½<Ï»C¿;b�»9]�»�]�Ì-YS»�a¥¹	½�¶�[.r YS¹	·�¸�¶\Y�À�¿<»SÀ�¹a

C
Àg_�¶XÀ

|FN (z) − FM (z)|

≤ 1

2π

M
∑

n=N+1

1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn

(

e−x2/2F (x)
) ∂n

∂xn

(

e−x2/2H(x, z)
) ∣

∣

∣
dx

≤ 1√
2π

(

M
∑

n=N+1

1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn
e−x2/2F (x)

∣

∣

∣

2

dx

)1/2

‖H(·, z)‖H

=
1

√

2
√

π

(

M
∑

n=N+1

1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn
e−x2/2F (x)

∣

∣

∣

2

dx

)1/2

e(Rez)2/2

≤ Y>¹�[�¿HÀC�
(

M
∑

n=N+1

1

n!

∫

R

∣

∣

∣

dn

dxn
e−x2/2F (x)

∣

∣

∣

2

dx

)1/2

→ 0, N → ∞.

�ú¹�[�¿<»�{,Ì�»�['À¾ºer'Á�À`_�»*¿H»�{'Ì�»�[�Y>» {FN (z)}∞N=1

YS¹\[��'»>½¾¼	»8¿ýÌ"[�Ï0a¥¹'½<·�º^r ¹�[�¶�[.r>YS¹	·�¸�¶\Y�À
¿H»>À7À<¹

F (z)
�k��Ïe[-YS»]Ï À2YS¹\[��'»>½¾¼	»8¿ À¾¹

G(z)
Ïe[ H b�»�_#¶��	»�À`_�¶:À

F (z) ≡ G(z)
Ï^[

C
�

��»�[-YS»]¸�¶'¿<¿<Ïe[�¼ À¾¹�À`_�»]ºÏ ·�Ï À�Ïe[ k Å�� Å.lQb$_�»�[
M → ∞ bú»U¹\d�À¾¶	Ïe[

‖FN − F‖H = ‖FΦN
− FΦ‖H = ‖ΦN − Φ‖L2(R;et2dt) → 0, N → ∞.

�;_�Ï¿2r�Ï »Cº^]�¿
F (z) = FΦ(z)

���¹	½¾»>¹��'»>½8Á�À`_�» Ê º ¶[�Y�_�»>½¾»>º Ï^]�»�[,À<Ï À�r k w��Kw�lZ_�¹	º ]�¿�¶[�]
k Å�� � l%Ï ¿�¶�½¾Ï ¼\_'À�Ïe[��'»>½5¿H»*¹	¸�»>½5¶XÀ<¹'½C�,�y[ ¹'½g]�»>½úÀ<¹ »C¿HÀ¾¶d�º Ï ¿z_ À`_�»U½¾»>¸�½¾»C¿<»�[,À5¶XÀ<Ï¹�[ k Å��Kw�l
bú»7Ï^[,À<»>¼'½¾¶:À<»$d�r ¸�¶:½<À¾¿

n
À<Ï·�»C¿%Ïe[ k Å�� � lË»Cº Ï·�Ïe[�¶:À<Ï^[�¼]Ï^['À¾»>¼'½¾¶:À<»�]�À¾»>½¾·�¿ú¶[�] Ï^[��	¹�q,È

Ïe[�¼ k Æ	� � l�b7Ï À`_�¿´À¾½¾¶	Ï ¼\_,Àza¥¹	½gbß¶:½�]6Y>¶:º YSÌ�º¶:À<Ï¹�[�¿C�
�ý¹ Y>¹	·�¸�º»SÀ<»®À`_�»®¸�½<¹�¹aß¹aßÀg_�»�À`_�»>¹	½¾»>· bú»�h�[�¶:ºº^r ¿`_�¹cbaÀg_�¶XÀ

FΦ
Ï ¿E¶[ Ï^[�È

�	»>½<À<Ï^d�º»�Ï ¿H¹'·�»SÀ<½gr	ÁßÏÎ� »'� k Å�� � l®Ï¿³º»sa²À�Ï^[��'»>½5¿H»�À<¹�¹��ß�y[�]�»C»�]ÒÁß»C· ¸�º ¹cr�Ï^[�¼ k w�� ��l!bú»
¿HÌ"d#¿´À¾Ï À¾Ì�À<» Ï À�Ïe[,À¾¹ k Å#� � l����¶q�Ï^[�¼®»Cº »C· »�[,À¾¶:½gr Y�_�¶[�¼'»C¿7¹�a �X¶:½¾Ï¶�d�º »8¿Zb�»�¶	½<½¾Ï��'»E¶XÀ
À`_�»]»�{'Ì#¶:ºÏ À¾Ï »8¿

ΦN (t) =
e−t2/2

2π

N
∑

n=0

(−1)n

n!2n/2

∫ ∞

−∞

dn

dxn
e−(x−t)2/2 k Å�� ��l

×
∫ ∞

−∞
Φ(y)e(y2−(x−y)2)/2Hn

(

x − y√
2

)

dydx =
e−t2/2

2π

N
∑

n=0

1

n!2n

×
∫ ∞

−∞
e−(x−t)2/2Hn

(

x − t√
2

)
∫ ∞

−∞
Φ(y)e(y2−(x−y)2)/2Hn

(

x − y√
2

)

dydx
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=
e−t2/2

√
2π

N
∑

n=0

1

n!2n

∫ ∫

R2

Φ(y)ey2/2Hn(u)

× Hn

(

u +
t − y√

2

)

e−u2+y2/2−(u+(t−y)/
√

2)2 dudy,

b$_�»>½¾»�À`_�»�º ¶XÀ<À<»C½ ]�¹	Ì�d�º »�Ï^[,À<»>¼'½¾¶	º
»���Ï ¿´À5¿j]�Ì�»�À¾¹ o�Ì"d�Ï^[�Ï � ¿EÀ`_�»C¹	½¾»>· ¶�[�] À`_�»®¶�d�È
¿H¹'º Ì�À¾»!YS¹\[��	»>½¾¼	»�[�YS»�¹�a7À`_�»oÏ À¾»>½5¶XÀ<»�]gÏe[,À¾»>¼	½5¶:º%Ïe[ k Å�� ��lS� �;_�»oÏe["[�»>½ Ï^[,À<»C¼	½5¶:º b7Ï À`_
½<»8¿H¸�»�YSÀ*À¾¹

u
Y>¶�[ d�»6Y>¶:º YSÌ�º¶:À<»�]�Ïe[��'¹�q�Ïe[�¼ k Æ'� Å�l"¶�[�]�Ê
¶	½¾¿<»��X¶:º � ¿"Ï ]�»�[,À¾Ï À�r a¥¹'½*Àg_�»

o�¹	Ì�½<Ï»>½ZY>¹�[��	¹'º Ì�À¾Ï ¹\[ k t Â
vµÁ��Q_1�&w�l����*¿�¶ ½<»8¿HÌ�º ÀZb�»9YS¹	·�»U¹	Ì�À;b7Ï À`_³Àg_�»]»�{,Ì�¶	º Ï À�r
∫ ∞

−∞
Hn(u)Hn

(

u +
t − y√

2

)

e−u2−(u+(t−y)/
√

2)2du

=
(−1)n

√
π

2n+1/2
e(y−t)2/4H2n

(

y − t

2

)

.

��Ì"d�¿HÀ<Ï À<Ì�À¾Ïe[�¼ Àg_�Ï¿%Ïe[,À¾¹ k Å#� �\l
¶[-]®¶:¸�¸�»C¶	º Ï^[�¼UÀ¾¹EÀ`_�»*¿<Ì�·�·�¶:À<Ï¹�[ a¥¹'½<·�Ì�º¶ k Å�� ���Æ	� ��l
Ïe[ t Åcvnb�»�¹\d�À¾¶	Ïe[³Àg_�»fa¥¹	ºº ¹cb7Ï^[�¼ ½<»C¸�½¾»C¿<»�[,À¾¶:À<Ï¹�[

et2/2ΦN (t) =
(−1)N

√
π22N+1N !

∫ ∞

−∞
Φ(y)ey2/2−(y−t)2/4H2N+1

(

y − t

2

)

dy

y − t
.

�QroÌ�¿<Ïe[�¼®¶	¼'¶	Ïe[ k Æ'� Å�lú¶�[�]oÀ`_�»>o�¹	Ì�½<Ï»>½ßÀ¾½¾¶�[�¿�a¥¹'½<·qÀ<»�Y�_�[�Ï^{,Ì�»9b�»j]�»�]�Ì�YS»UÀg_�»9a¥¹'½HÈ
· Ì�º ¶

∫ ∞

−∞
e−x2

H2N+1 (x)
dx

x
= (−1)N√

π N !22N+1.

��»�[-YS»9b�»�_#¶��	»

et2/2 [ΦN (t) − Φ(t)] =
(−1)N

√
π22N+1N !

×
∫ ∞

−∞

[

Φ(y)ey2/2 − Φ(t)et2/2
]

e−(y−t)2/4H2N+1

(

y − t

2

)

dy

y − t
. k Å�� Â\l

��¶:ºº Ï^[�¼ a¥¹'½<·�Ì�º¶ k Æ	� Â\lU¹�aßÀ`_�» ¶'¿zr�·�¸�À¾¹:À<Ï Y6d�»�_�¶���Ï¹	½9a¥¹'½��"»>½¾· Ï À<» � ¿ ¸#¹'ºer�[�¹'·�Ï¶	º¿
¹a�À`_�»�¹p]"] ¹'½g]�»C½6bú»�¿<Ì"d�¿HÀ<Ï À<Ì�À¾»�Ï^['À¾¹ k Å#� Â.l Ï À5¿�½<Ï¼�_,À<È�_�¶�[�] ¿HÏ ]�»	�%�y[��'¹�q�Ï^[�¼�Àg_�»
½<»�]�Ì�Y�À¾Ï ¹\[!a¥¹'½<·�Ì�º ¶ a¥¹'½ßÀ`_�» �U¶	·�·�¶:È/a¥Ì�[�Y�À¾Ï ¹\[ tÆsvub�»�h�[�]

et2/2
[

ΦN (t) − Φ(t)
]

=
2N + 1

π
√

4N + 3

Γ
(

N + 1
2

)

Γ (N + 1)

×
∫ ∞

−∞

[

Φ(y)ey2/2 − Φ(t)et2/2
]

e−(y−t)2/8

×
(

sin
(

√

N + 3/4(y − t)
)

+ r2N+1(y − t)
) dy

y − t
. k Å��LÄl

�»C¶�[.b$_�Ï º»	Á>À`_�»�¶	¿`r,·�¸�À¾¹:À¾Ï^Y*d�»�_#¶��,Ï¹	½ý¹a�À`_�»ú½¾¶:À<Ï¹7¹a!�U¶	· ·�¶:È/a¥Ì"[-Y�À<Ï¹�[#¿ tÆ v.r�Ï»>º ]�¿
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2N + 1√
4N + 3

Γ
(

N + 1
2

)

Γ (N + 1)
= 1 + O

(

N−2
)

, N → ∞.

�;_,Ì#¿

et2/2
[

ΦN (t) − Φ(t)
]

=
1

π

∫ ∞

−∞

[

Φ(x + t)e(x+t)2/2 − Φ(t)et2/2
]

e−x2/8 k Å�� Ã\l

×
(

sin
(

x
√

N + 3/4
)

+ r2N+1(x)
)dx

x

+ O
(

N−2
)

∫ ∞

−∞

[

Φ(x + t)e(x+t)2/2 − Φ(t)et2/2
]

e−x2/8

×
(

sin
(

x
√

N + 3/4
)

+ r2N+1(x)
)dx

x
= IN (t) + JN (t).

��»�[-YS»]»>·�¸�º¹cr�Ïe[�¼ Àg_�»]»C¿HÀ<Ï·�¶XÀ<» k ¿H»C» k Æ	� Â\l`l

|r2N+1(x)| <
Y>¹�[�¿HÀC� |x|5/2

N1/4
,

À`_�» �pY�_�bß¶:½ � Ï^[�»�{,Ì�¶	º Ï À�r�¶�[�]�Àg_�»�»>º»>·�»�['À5¶:½gr�Ïe[�»�{,Ì�¶:ºÏ À�r | sin x| ≤ |x| Á1Ï ÀEÏ¿f[�¹:À
]�Ï���Y>Ì�º À
À¾¹��	»>½¾ÏeaxrUÀ`_�¶:À

JN (t) → 0, N → ∞ a¥¹	½ ¶�[.r
Φ ∈ L2(R; et2dt)

¶�[�]
t ∈ R

�
�y[oÀg_�»E¿¾¶:·�»U·�¶�["[�»C½$bú»U¼	»>À
∫ ∞

−∞

[

Φ(x + t)e(x+t)2/2 − Φ(t)et2/2
]

e−x2/8r2N+1(x)
dx

x
→ 0, N → ∞. k Å#� Ç.l

o�Ì�½<À`_�»C½CÁËº»SÀ�Ì�¿ ¶:¸�¸�½¾¹���Ï ·�¶:À<»
Φ
d.r ¶ ¿H»�{'Ì�»�[�Y>»o¹�a"¿H·�¹�¹:Àg_ a¥Ì"[�YSÀ<Ï¹�[�¿ {ϕn}∞n=1b7Ï Àg_ Y>¹	·�¸�¶\Y�À�¿HÌ�¸�¸#¹'½HÀ�¿<Ì�Y�_³À`_�¶:À

‖Φ − ϕn‖L2(R;et2 dt) < ε, n ≥ nε

a¥¹	½�¶[�r
ε > 0

�!�¹	½¾»>¹��'»>½Q]�»�[�¹	À<Ï^[�¼ d.r
fn(t) = ϕn(t)et2/2

b�»2h-[�]
fn(x + t) − fn(t) = f ′

n(t + θx)x, θ ∈ (0, 1)

¶[�]�Àg_�»2]�»>½¾Ï��X¶XÀ¾Ï��'»
f ′

n(t+ θx)
Ï¿Qd�¹	Ì"[�]�»�]6a¥¹'½ú¶	º º

n ∈ N
���ú¹�[�¿<»�{,Ì�»�[,À<º^r	Áa¥¹'½%»8¶�Y�_

t ∈ R
Àg_�»fa¥Ì"[�YSÀ<Ï¹�[

(fn(x + t) − fn(t))
e−x2/8

x
∈ L1(R; dx),

¶[�]i]�Ì�»UÀ¾¹�À`_�» � Ï»>·�¶�["[�È X »�d�»C¿<¼	Ì�»*º»>·�·�¶ t Âcvnbú»f_�¶��'»

1

π

∫ ∞

−∞
(fn(x + t) − fn(t))e−x2/8 sin

(

x
√

N + 3/4
) dx

x
→ 0, N → ∞. k Å��ÆCÉ.l

�;_,Ì#¿6YS¹	·>d�Ï^[�Ïe[�¼ k Å��ÆCÉ.ljb7Ï À`_ k Å#� Ã.l�Á k Å�� Ç\l>bú» ]�»C½<Ï��	»³Àg_�¶XÀ
limN→∞ ϕN,n(t) =

ϕn(t)
Á"b$_�»>½¾»

ϕN,n
Ï ¿$]�»sh�[�»�] ¶�Y�YS¹	½�]�Ï^[�¼	º^r k Ysa´� k Å#� � lzl

ϕN,n(t) =
e−t2/2

2π

N
∑

k=0

1

k!

∫ ∞

−∞

dk

dxk

(

e−x2/2Fϕn
(x)
) dk

dxk
e−(x−t)2/2dx.
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o�Ì�½<À`_�»C½<·�¹'½<»7Ï ÀúÏ ¿ »8¶	¿<Ï º^r a¥¹'º º¹cb�¿�a¥½¾¹	· À`_�»�]�Ï ¿`Y>Ì�¿<¿<Ï¹�[�¿ ¶�d#¹��'»ßÀ`_�¶:À {ΦN}∞N=1

Á
{ϕN,n}∞N=1

¶	½<» ��¶	Ì�Y�_�r ¿<»�{,Ì�»�[-YS»C¿ Ïe[
L2(R; et2dt)

���"»�[�Y>» b7Ï À`_ �Ï^["q	¹cb�¿`q�Ï � ¿
Ïe[�»�{,Ì�¶:ºÏ À�r!bú»U¹�d�À¾¶:Ï^[

‖ΦN − Φ‖L2(R;et2dt) ≤ ‖ΦN − ϕN,n‖L2(R;et2dt)

+ ‖ϕN,n − ϕn‖L2(R;et2dt) + ‖ϕn − Φ‖L2(R;et2 dt). k Å#� Æ'Æ�l
�úÌ�À$a¥¹	½

n ≥ nε
À`_�»]º ¶XÀ<À<»>½�[�¹	½¾·qÏ ¿ßº »8¿<¿�Àg_�¶[

ε/3
����Ï^[�Y>»9bú»f_�¶��'»

‖ϕN,n − ϕM,n‖L2(R;et2dt) < ε/3,
b$_�»�[

N, M → ∞,

À`_�»�[�À`_�»�¿H»�YS¹\[�]6[�¹'½<·{Ïe[ k Å��Æ	Æ
lËÏ ¿ º»C¿¾¿ Àg_�¶[
ε/3

��Ï ¶jo�¶:À<¹'Ì � ¿úº»>·�·�¶��\o Ï^[�¶:ºº^r b�»
»C¿HÀ<Ï·�¶:À<» À`_�»>[�¹	½¾· ‖ΦN − ϕN,n‖L2(R;et2dt)

� �m¹!]�¹�Àg_�Ï ¿�b�» »C· ¸�º ¹cr k Å#� � l�Á k Å�� Ã\l
À<¹ b7½<Ï À<»fa¥¹'½

n ≥ nε

et2/2
[

ΦN (t) − ϕN,n(t)
]

=
1

π

∫ ∞

−∞

[

Φ(y) − ϕn(y)
]

ey2/2−(y−t)2/8 sin
(

(y − t)
√

N + 3/4
) dy

y − t

+
( 1

π
+ O

(

N−2
))

∫ ∞

−∞

[

Φ(y + t) − ϕn(y + t)
]

e(y+t)2/2−y2/8r2N+1(y)
dy

y

+ O
(

N−2
)

∫ ∞

−∞

[

Φ(y + t) − ϕn(y + t)
]

e(y+t)2/2−y2/8 sin
(

y
√

N + 3/4
)dy

y

= I1,N (t) + I2,N (t) + I3,N (t).

��»�[-YS»

‖ΦN − ϕN,n‖L2(R;et2dt) ≤
3
∑

i=1

‖Ii,N‖L2(R;dt).

�»C¶�[.b$_�Ï º»fb7Ï Àg_³¼'»�[�»C½¾¶	º Ï��>»�] �Ï^["q'¹cb�¿zq�Ï � ¿�Ï^[�»�{,Ì�¶	º Ï À�r�b�»f]�»>½¾Ï��'»

‖I2,N‖L2(R;dt) ≤
( 1

π
+ O

(

N−2
))

×
∫ ∞

−∞
‖Φ(y + ·) − ϕn(y + ·)‖L2(R;e(y+t)2 dt)e

−y2/8|r2N+1(y)|dy

|y|

<
YS¹\[�¿´À8� ‖Φ − ϕn‖L2(R;et2 dt)

1

N1/4

∫ ∞

−∞
e−y2/8|y|3/2dy → 0, N → ∞.

�Z[�¶	º ¹'¼	¹	Ì#¿Hº^r	Á

‖I3,N‖L2(R;dt) ≤ O
(

N−3/2
)

‖Φ − ϕn‖L2(R;et2dt)

∫ ∞

−∞
e−y2/8dy → 0, N → ∞.

�y['À¾»>¼'½¾¶	º
I1,N

b�»ßÀ<½¾»C¶XÀ%¶	¸�¸�»C¶:ºÏ^[�¼E¶:¼,¶:Ï^[ b7Ï À`_�Àg_�»�Ê
¶:½5¿<»��X¶:º�»�{,Ì�¶:ºÏ À�r a¥¹	½Io�¹	Ì�½¾Ï»>½
� ¿
YS¹�[��'¹	ºÌ�À<Ï¹�[1� m »9_�¶��	»
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I1,N (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

[

Φ(y) − ϕn(y)
]

ey2/2−(y−t)2/8

∫

√
N+3/4

−
√

N+3/4

eiu(y−t)dudy

=
1

2π

∫

√
N+3/4

−
√

N+3/4

e−iut

∫ ∞

−∞

[

Φ(y) − ϕn(y)
]

ey2/2−(y−t)2/8+iuydydu,
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