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�6ú��  	¢� �Õd�� �ß ú ¡	� Ý ¢ ÒRÛ  B��Ô ÒÊÜ�ÛÅú	Þ	ÛÅÒ ���e�� D��� ÒRÒ ¡j 'ß�� ÝÒRÐ	Ò ¢ Ý ¡ ÷ � Ò�÷ � ÒRú'Û Õ úB��Ð   Û«Ý   Ö
÷«Ýú ¡� 	Ô Ý ¡ Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷«ÝÒ �6 	¡�¢ à�ú � ÷"úB�
Ý ÷_�  D� à�ú8÷ÅÝ Ð   ÷«Ò ¢u��Õ   Ü�Ü Ô Ý ßR  ÷«Ýú ¡A�2� Ý ÷ �" D�A� ÷«Û  	ß ÷
ß���  Û  	ß ÷«ÒRÛ  	Ô Ô ú�� � ÷«ú � ú Ô Ð	ÒO�¿Ý ¢ Ò ßRÔ ��!� Ò � úD�¿Ü�Û«ú ��Ô ÒRà � � � Ý ß�� Ü�Û«Ò � Ò ¡ ÷  �ß ú	à�à�ú ¡
�´Ò   ÷ Ó ÛÅÒ  	¡�¢ ÷ÅúTÜ�Û«úWÐ�Ý ¢ Ò � ÝÞ ¡ Ý�� ßR 	¡ ÷   Ü�Ü Ô Ý ß<  ÷«Ýú ¡	� Ý ¡ ÷ � Ò � ÷ Ó�¢�Õ úB�#Ü�Û«ú ��Ô Ò<à �È  Û«Ý � Ý ¡ Þ
Ý ¡��«ß Ý Ò ¡�ß Ò �� 	¡�¢ Ò ¡ Þ	Ý ¡ Ò<ÒRÛÅÝ ¡ Þ#�,£ � Ò ß Û«ú �!� �´ÒRÛ«÷«Ý Ô Ý ö<  ÷«Ýú ¡:� Ò;÷J��ÒRÒ ¡ à�ú ¢ Ò Ô Ý ¡ Þ  	¡�¢   Ü�Ö
Ü Ô Ý ßR  ÷«Ýú ¡A� ú ¡ ÷ � ÒTú ¡ Ò �� 8¡#¢ô 	¡�¢�¡ ú ¡�Ô Ý ¡ Ò   Û¤à   ÷ � ÒRà   ÷ÅÝ ß< 8Ô� 8¡# 8ÔÕL� Ý � ú ¡ ÷ � ÒTú8÷ � ÒRÛ
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�� 8¡�¢ �  D�C 	¡ Ý à�Ü�ú	Û«÷  8¡ ÷  �� Ü�Ò ß ÷H� � Ý ß�� ß ú ¡ ÷«ÛÅÝ ��Ó ÷«Ò ¢ ÷«ú�Ý ÷ �Ú¢ ÒRÐ	Ò Ô ú'Ü�à�Ò ¡ ÷CÝ ¡ ÷ � Ò
Ô �� ÷��´ú Ó Û ¢ Ò ß< 	¢ Ò � � ��Ó ÛÅÛÅÒ ¡ ÷ ÔÕ	� ÷ � Ò�÷ � Ò<ú	Û Õ úB��Ð   ÛÅÝ   ÷«Ýú ¡� 	Ô Ý ¡ Ò�� Ó# 8Ô ÝÍ÷ÅÝ Ò �\� Ò ßR  àÊÒ  
� Ó�Ô ÔÕ à   ÷ Ó Û«Ò ¢ Ý �Åß ÝÜ Ô Ý ¡ Òk� � Ý ß���¢ Ò  	Ô � �¿ÝÍ÷ � Ò���Ý � ÷ÅÒ ¡�ß Ò ��Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò �!� ú	Û ¡ ú ¡�Ó�¡ Ý � Ó Ò;Ö
¡ Ò ���R� ÛÅÒRÞ Ó�Ô  Û«Ý ÷ Õ� 8¡�¢�ß ú ¡ ÷«Ý ¡,Ó ú ÓA��¢ ÒRÜ�Ò ¡#¢ Ò ¡�ß Ò�Û«Ò �FÓ�Ô ÷ �<� ÷«ú'Þ	ÒR÷ � Ò<Ûe�¿Ý ÷ �j¡�Ó à�ÒRÛÅÝ ß< 8Ô
  Ü�Ü�ÛÅú��Ý à   ÷«Ýú ¡A�� 8¡#¢ ú	Ü�÷ÅÝ à  8Ô#ß ú ¡ ÷ÅÛ«ú Ô úB��÷ � Ò � ú ÔÓ ÷ÅÝ ú ¡A� �	�÷%Ü�ÛÅúWÐ,Ý ¢ Ò � Û«Ò �FÓ�Ô ÷ � � � Ý ß��
  ÛÅÒ�úD� ß ú ¡A� Ý ¢ ÒRÛ  B��Ô Ò"÷ � ÒRú'Û«ÒR÷«Ý ßR 	Ô0 8¡�¢}  Ü�Ü Ô ÝÒ ¢ Ý ¡ ÷ÅÒRÛÅÒ � ÷<�

£ � Ò   Ýà úB��÷ � Ý � Ü   Ü�ÒRÛTÝ � ÷«ú ÛÅÒ ßR 	Ô Ô ÷ � Ò   ÷«÷«Ò ¡ ÷ÅÝ ú ¡ ÷Åúô÷ � Ò�Þ	ÛÅÒ   ÷�Ü�ú8÷ÅÒ ¡ ÷«Ý  8Ô úD�
Ý ¡ Ò�� Ó� 8Ô ÝÍ÷ÅÝ Ò � Ý ¡ à�Ò ß��� 8¡ Ý ß��Ê 8¡#¢ Ü ��Õd� Ý ß�� �È� ¡ ÷ � Ò � Ü�ÝÛ«Ý ÷»úD�6÷ � Ò ß;Ô  D��� Ý ß< 8Ôc� ú�ú���úD�
� ��� Ó Ð  	Ó ÷  8¡#¢�� � � � � Ý ú ¡A��� ù�� � ��Ò � � ú�� � ú��   ß ú ¡�ß Û«ÒR÷«ÒÊÐ,Ý �Åß ú�Ò Ô  D� ÷«Ý ß»ß ú ¡ ÷  'ß ÷
Ü�Û«ú ��Ô ÒRà Ô Ò  '¢�� ÷«ú   à   ÷ � ÒRà   ÷ÅÝ ß< 8Ô à�ú ¢ Ò Ô � � Ý ß�� ßR 	¡n� Ò � ú Ô Ð	Ò ¢n��Õ ÓA� Ý ¡ Þ ÷ � Ò
àÊÒR÷ � ú ¢�� úB�Ñ÷ � ÒT÷ � ÒRú	Û Õ úD�ÈÐ   ÛÅÝ   ÷«Ýú ¡# 8Ô Ý ¡ Ò2� Ó� 8Ô Ý ÷«ÝÒ � �

£ � Ò ß ú ¡ ÷  	ß ÷ � ÒR÷J��Ò<Ò ¡� �¢ Ò��´ú'Û«à  D��Ô Ò � ú ¢�Õ  	¡�¢j  �´ú Ó�¡#¢�  ÷ÅÝ ú ¡ Ý �C  Ð'ÒRÛ Õ �´ÛÅÒ;Ö
� Ó Ò ¡ ÷  8¡#¢ Ýà�Ü#ú'ÛF÷  8¡ ÷%Ü � Ò ¡ ú'àÊÒ ¡ ú ¡ �	��ú'Û
÷ � Ý � ÛÅÒ  �� ú ¡ ÷ � Ò Ô ÝÍ÷ÅÒRÛ   ÷ Ó Û«Ò ß úWÐ	Ò<Û«Ý ¡ Þ*÷ � Ý �Ü � Ò ¡ ú	à�Ò ¡ ú ¡ Ý � Ò���÷«Ò ¡A� ÝÐ	Ò �w� ú8÷ � Ý ¡w  Ü�Ü Ô ÝÒ ¢ à   ÷ � ÒRà   ÷«Ý ß��  	¡�¢ Ý ¡ Ò ¡ Þ	Ý ¡ Ò<ÒRÛÅÝ ¡ Þ
ú	Û�Þ	Ò<ú	Ü ��Õd� Ý ß�� �|£ � Ò}à   ÷ � Ò<à   ÷«Ý ßR 	Ô ÷ � ÒRú'Û Õ úD� ß ú ¡ ÷  	ß ÷Êà�Ò ß��� 8¡ Ý ß�� Ý �Ãß ú ¡#ß ÒRÛ ¡ Ò ¢
�¿ÝÍ÷ � ÷ � Òôà   ÷ � Ò<à   ÷«Ý ßR 	Ôc� ÷«Û Ó�ß ÷ Ó Û«Ò � � � Ý ß���Ó�¡�¢ Ò<Û Ô Ý ¡ Ò�Þ	Ò ¡ ÒRÛ  8Ô Ü�Û«ú ��Ô Ò<à � úB� ß ú ¡ Ö
÷  	ß ÷F�¿Ý ÷ ��¢ Ý���Ò<Û«Ò ¡ ÷ ß ú ¡A� ÷«Ý ÷ Ó ÷ÅÝ Ð'Ò Ô   � �* 	¡�¢�¢ Ý��gÒRÛÅÒ ¡ ÷ ß ú ¡ ÷  'ß ÷ ß ú ¡#¢ ÝÍ÷ÅÝ ú ¡A�<�s� ÒRÒZ�´ú	Û
Ý ¡A� ÷  	¡�ß Ò � � � ø Ï �  	¡�¢ ÷ � Ò"ÛÅÒ��´ÒRÛÅÒ ¡#ß Ò � ÷ � Ò<Û«Ò<Ý ¡ �	�÷ ��  Ýà Ý � ÷«ú»Ü�Û«úWÐ�Ý ¢ Ò  H� ú Ó�¡#¢��,ßRÔ Ò   Û
 8¡�¢ ÛÅÝ Þ'ú	ÛÅú ÓA���� 'ß �,Þ'Û«ú Ó�¡�¢ ÷«úT÷ � Ò � Ü�Ò ß ÝX� ß6  Ü�Ü Ô ÝÒ ¢ Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà � �8� ¡�Ó à � ÒRÛ%úB�gÛ«Ò ß Ò ¡ ÷
Ü Ó���Ô Ý ß<  ÷ÅÝ ú ¡A� Ý �¤¢ Ò ¢ Ý ß<  ÷ÅÒ ¢ ÷ÅúÚ÷ � Ò � ÷ Ó�¢�Õ úD� � Ó� D� Ý � ÷   ÷«Ý ß"ß ú ¡ ÷  'ß ÷�à�ú ¢ Ò Ô � Ý ¡ Ð'ú Ô Ð�Ý ¡ Þ
Ð,Ý �Åß ú�Ò Ô  D� ÷«Ý ß à   ÷ÅÒRÛÅÝ  	Ô � �¿Ý ÷ �ÚÔ ú ¡ Þ8ÖË÷«ÒRÛÅàeà�ÒRà�ú	Û Õ ��£ � Ò�Ð   Û«Ý   ÷ÅÝ ú ¡� 8Ô, 8¡� 	Ô Õd� Ý � úB� �FÓ�ß��Ü�Û«ú ��Ô ÒRà ��Ô Ò  	¢�� ÷«ú}ÒRÐ'ú ÔÓ ÷«Ýú ¡�  Û Õ Ð   ÛÅÝ   ÷«Ýú ¡# 8Ô Ý ¡ Ò�� Ó# 8Ô ÝÍ÷ÅÝ Ò � �¿Ý ÷ � Ý ¡ ÷ÅÒRÞ'Û  	Ô ÷ÅÒRÛÅà ú	Û
�¿ÝÍ÷ � Ý ¡ ÷«Ò<Þ	ÛÅú8Ö ¢ Ý��gÒRÛÅÒ ¡ ÷ÅÝ  	Ô ÷ÅÒRÛÅà ��� Ò<Òe�´ú'Û¿Ý ¡	� ÷  8¡�ß Ò � ��� ø<Ù � ø'ø�� �´ú	Û ¢ Ò;÷   Ý Ô � �

� ¡ ÷ � Ý � Ü   Ü�ÒRÛ���Ò � ÷ Ó�¢�Õ ÷ � Òw�´ÛÅÝ ß ÷«Ýú ¡# 8Ô�ß ú ¡ ÷  	ß ÷ � ÒR÷J��Ò<Ò ¡Ú *¢ Ò��´ú'Û«à  D��Ô Ò ß;Õ�Ô Ý ¡�¢ ÒRÛ
 8¡�¢�  Û«ÝÞ	Ý ¢ �´ú Ó�¡�¢�  ÷«Ýú ¡ ��� Ò ß ú ¡A� Ý ¢ Ò<Û"÷ � Ò ß< D� ÒÚúB�  	¡ ÷«ÝÜ Ô 	¡ Ò �!� Ò   Û ¢ Ò��´ú	ÛÅà   ÷ÅÝ ú ¡
� � Ò ¡ ÷ � Ò ¢ Ý � Ü Ô 'ß Ò<àÊÒ ¡ ÷�Ý � Ü   Û  8ÔÔ Ò Ô ÷«ú ÷ � Ò�Þ'Ò ¡ Ò<Û   ÷«ú'Û � úD��÷ � Ò ßRÕ,Ô Ý ¡�¢ ÒRÛ  8¡�¢ Ý �Ý ¡�¢ ÒRÜ�Ò ¡�¢ Ò ¡ ÷ÚúB��÷ � Ò   ��Ý  	Ô¥ß ú�ú	Û ¢ Ý ¡�  ÷ÅÒ	�Ñ� Ó�ß�� ��Ý ¡�¢ úB�¤Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà � ��ÒRÛÅÒ � ÷ Ó#¢ Ý Ò ¢ Ý ¡
 ô¡�Ó à � Ò<Û\úB�¤Ü   Ü�ÒRÛ �<� Ý ¡ ÷ � Ò ß ú ¡ ÷«Ò���÷TúD��Ð   Û«Ýú ÓA�Tß ú ¡A� ÷«Ý ÷ Ó ÷ÅÝ Ð'Ò Ô  � �T 	¡�¢ ß ú ¡ ÷  'ß ÷
ß ú ¡#¢ ÝÍ÷ÅÝ ú ¡A�<�6� Ò<Ò � Ò	� Þ�� � ø � Î � Ø�  8¡�¢ ÷ � Ò�ÛÅÒ��´Ò<Û«Ò ¡�ß Ò � ÷ � Ò<Û«Ò<Ý ¡ �È£ � Ò ¡ úWÐ'Ò Ô ÷ Õ Ý ¡ ÷ � Ý �Ü   Ü�ÒRÛ ß ú ¡A� Ý � ÷ � Ý ¡ ÷ � Ò �  	ß ÷C÷ �#  ÷Z��ÒÃà�ú ¢ Ò Ô ÷ � ÒO�´ÛÅÝ ß ÷«Ýú ¡ �¿Ý ÷ � £|Û«Ò �«ß< ! �TÔ  �  8¡�¢÷ � Ò�à   ÷ÅÒRÛÅÝ  	Ô" � � Ò ��  Ð�Ý ú'Û �¿ÝÍ÷ �   Ð�Ý �«ß ú,Ò Ô �� ÷ÅÝ ß ß ú ¡A� ÷«Ý ÷ Ó ÷ÅÝ Ð'Ò Ô  � �¿ÝÍ÷ � Ô ú ¡ Þ8ÖË÷«ÒRÛÅà
àÊÒ<à�ú	Û Õ ��� Ò ¡ Ò<Þ Ô Ò ß ÷�÷ � Ò»Ý ¡ ÒRÛ«÷«Ý  8Ô ÷ÅÒRÛÅà Ý ¡ ÷ � ÒÊÒ2� Ó�  ÷«Ýú ¡ úD�%à�ú8÷ÅÝ ú ¡ ÷«ú}ú � ÷   Ý ¡  
� Ó# D� Ý � ÷   ÷«Ý ß\  Ü�Ü�ÛÅú��Ý à   ÷«Ýú ¡ úD�|÷ � ÒCÜ�ÛÅú ß Ò �!� ��� ¡ ÷ � ÒÚÐ   Û«Ý   ÷ÅÝ ú ¡� 8Ô �´ú'Û«à Ó�Ô   ÷«Ýú ¡Ñ� ÷ � Ý �àÊÒ ß��� 8¡ Ý ß< 8Ô Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà Ô Ò  	¢�� ÷Åú  8¡ Ý ¡ ÷ÅÒRÞ'Û«ú	Ö ¢ Ý��gÒRÛÅÒ ¡ ÷«Ý  8Ô Ð   ÛÅÝ   ÷«Ýú ¡� 	Ô Ý ¡ Ò�� Ó� 8Ô ÝÍ÷ Õ �	£ � Ò
à   Ý ¡ ÛÅÒ �«Ó�Ô ÷z��Ò�Ü�Û«úWÐ�Ý ¢ Ò ß ú ¡�ß ÒRÛ ¡A� ÷ � Ò¤Ò���Ý � ÷«Ò ¡#ß Ò¤úB�  *Ó�¡ Ý � Ó Ò)��Ò   � � ú Ô Ó ÷ÅÝ ú ¡ ÷Åú*÷ � Ò
àÊú ¢ Ò Ô ��£ � Ò*Ü�ÛÅú,úD�0Ý �¤ß<  ÛÅÛ«ÝÒ ¢ ú Ó ÷�Ý ¡ � ÒRÐ'ÒRÛ  8ÔA� ÷«Ò<Ü �<�� 	¡�¢ Ý ÷�Ý � �� D� Ò ¢ ú ¡   Û«Þ Ó à�Ò ¡ ÷ �úB��ÒRÐ	ú Ô Ó ÷«Ýú ¡�  Û Õ Ð   ÛÅÝ   ÷«Ýú ¡� 	Ô Ý ¡ Ò�� Ó� 8Ô ÝÍ÷ÅÝ Ò �¿ 8¡�¢$#¤ 8¡# 	ß��% � �!��Ò ¢ Ü#ú'Ý ¡ ÷¿÷ � ÒRú	ÛÅÒRà �

� Ó Û¥Ü   Ü#Ò<Û%Ý �c� ÷«Û Ó�ß ÷ Ó Û«Ò ¢Ã D� �´ú ÔÔ ú�� � �8� ¡ ��Ò ß ÷ÅÝ ú ¡ Ï ��Ò"Ü�Û«Ò � Ò ¡ ÷¥÷ � Ò*à�Ò ß��� 	¡ Ý ß< 8ÔÜ�Û«ú ��Ô ÒRàoúB�  8¡ ÷«ÝÜ Ô  8¡ Ò ß ú ¡ ÷  'ß ÷ ��¢ Ò<Û«ÝÐ	Ò�Ý ÷ � Ð   ÛÅÝ   ÷«Ýú ¡� 	Ô �´ú'Û«à Ó�Ô   ÷«Ýú ¡} 8¡�¢�� ÷   ÷ÅÒ"÷ � Ò
à   Ý ¡ Ò���Ý � ÷ÅÒ ¡�ß Ò  8¡�¢ Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò �!� ÛÅÒ �«Ó�Ô ÷ � £ � Ò<ú	ÛÅÒRà ø'��� ¡ ��Ò ß ÷ÅÝ ú ¡ ù���ÒÊÜ�Û«úWÐ'Ò  8¡
 B�A� ÷«Û  	ß ÷ÈÒ���Ý � ÷«Ò ¡#ß Ò  8¡�¢»Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� ÛÅÒ �«Ó�Ô ÷ � £ � Ò<ú	ÛÅÒRà Ï �8 8¡�¢Ê  Ü�Ü Ô Õ Ý ÷
Ý ¡ ÷ � Ò¤Ü�Û«ú�úD�
úB�#£ � Ò<ú	ÛÅÒRà ø	�W�ÈÝ ¡# 8ÔÔ Õ'� Ý ¡ ��Ò ß ÷ÅÝ ú ¡ �_��Ò � ÷ Ó#¢�Õ ÷ � Ò � Ò ��  Ð�Ýú	ÛÑúD��÷ � Ò � ú ÔÓ ÷«Ýú ¡Ú �� ÷ � Ò
àÊÒ<à�ú	Û Õ ÷ÅÒRÛÅà ß ú ¡ Ð	Ò<Û«Þ'Ò � ÷«ú ö Ò<Û«ú  	¡�¢ Ü�ÛÅúWÐ,Ý ¢ Ò  Úß ú ¡ Ð'ÒRÛÅÞ	Ò ¡#ß Ò¤Û«Ò �FÓ�Ô ÷ � £ � Ò<ú	ÛÅÒRà&���



�*Ç �*Ç#¬Q® ¾gÀ §WÇg°�õ¥©WÇ#¬§'ó;¬¥¼�ª«©'¨;À°;¶ Ï ø Î
�)y������	� |�}���
���z|���� �c|�}��z�s}�� ~���������� �z|_� �J}������<~A����}��J�c|����
 �w~!� �����}��J�c|

� Ò ß ú ¡	� Ý ¢ ÒRÛ  u� ú ¢�Õ B
Ý ¢ Ò ¡ ÷ÅÝX��Ò ¢ �¿Ý ÷ �   ÛÅÒRÞ'Ý ú ¡ Ý ¡ IR3 ÝÍ÷Êú ßRß;Ó Ü�Ý Ò � Ý ¡�  �!��Ò ¢

 8¡�¢ Ó�¡�¢ Ý � ÷Åú	Û«÷«Ò ¢ ÛÅÒ��´ÒRÛÅÒ ¡#ß Ò ß ú ¡ ��Þ Ó Û   ÷ÅÝ ú ¡ ����Ò  D���FÓ àÊÒ"÷ ��  ÷
B

Ý �¤ »ßRÕ,Ô Ý ¡�¢ ÒRÛ)�¿Ý ÷ �Þ	Ò ¡ ÒRÛ   ÷«ú'Û � Ü   Û  	Ô Ô Ò Ô ÷Åú�÷ � Ò
x3

Ö   ��Ò �¿ 	¡�¢  Ãß ÛÅú ��� Ö � Ò ß ÷ÅÝ ú ¡ úB�
B

Ý �6  Û«Ò<Þ Ó�Ô   Û¤ÛÅÒRÞ'Ý ú ¡
Ω

Ý ¡ ÷ � Ò
x1

� x2
ÖËÜ Ô 	¡ Ò � Ox1x2x3

� ÒRÝ ¡ Þ  j��  ÛF÷ÅÒ � Ý  	¡�ß ú�ú'Û ¢ Ý ¡�  ÷«Ò �«Õd� ÷ÅÒRà �¥£ � Ò
ß;Õ�Ô Ý ¡�¢ Ò<Û¿Ý �" D���FÓ à�Ò ¢ ÷Åú � Ò �«Ó#"�ß ÝÒ ¡ ÷ ÔÕ Ô ú ¡ Þ � úÊ÷ ��  ÷¿÷ � Ò\Ò ¡�¢ Ò��gÒ ß ÷ � Ý ¡ ÷ � Ò   ��Ý  8Ô
¢ Ý ÛÅÒ ß ÷«Ýú ¡   ÛÅÒ ¡ ÒRÞ Ô ÝÞ	Ý ��Ô Ò	��£ ��ÓA�<� B = Ω × (−∞, +∞)

� � Ò;÷
∂Ω = Γ

� ��Ò  D���FÓ à�Ò
÷ ��  ÷

Γ
Ý �%¢ ÝÐ�Ý ¢ Ò ¢ Ý ¡ ÷ÅúT÷ � ÛÅÒRÒ ¢ Ý �%$ ú	Ý ¡ ÷%à�Ò  ��FÓ Û  B��Ô Ò¤Ü   ÛF÷ � Γ1

� Γ2
 	¡�¢ Γ3

�«Ó�ß�� ÷ �#  ÷
÷ � ÒÊú ¡ ÒRÖ ¢ Ý à�Ò ¡	� Ýú ¡� 	Ô à�Ò  D�«Ó Û«Ò»úB�

Γ1
��¢ Ò ¡ ú8÷«Ò ¢ ��Õ meas Γ1

� Ý �e� ÷«ÛÅÝ ß ÷ ÔÕ Ü�ú � ÝÍ÷ÅÝ Ð'Ò	�
� Ò;÷

T > 0  8¡#¢ Ô Ò;÷
[0, T ] ¢ Ò ¡ ú	÷«Ò�÷ � ÒT÷ÅÝ à�Ò\Ý ¡ ÷«ÒRÛÅÐ  8Ô ��£ � Ò ß;Õ�Ô Ý ¡�¢ ÒRÛ¿Ý �¿ß;Ô   à�Ü#Ò ¢ ú ¡

Γ1 × (−∞, +∞)  	¡�¢ Ý � Ý ¡ôß ú ¡ ÷  'ß ÷)�¿ÝÍ÷ �ô  Û«ÝÞ	Ý ¢ �´ú Ó�¡�¢�  ÷«Ýú ¡ ú ¡ Γ3 × (−∞, +∞)¢�Ó ÛÅÝ ¡ Þj÷ � Ò�Ü�ÛÅú ß Ò ��� �¥��ú	ÛÅÒRúWÐ'ÒRÛ � ÷ � Ò ß;Õ�Ô Ý ¡#¢ ÒRÛÃÝ �:�«Ó��#$ Ò ß ÷«Ò ¢ ÷«ú�÷«Ýà�Ò ¢ ÒRÜ�Ò ¡#¢ Ò ¡ ÷
Ð	ú ÔÓ à�Ò\�´ú'Û ß Ò � úD� ¢ Ò ¡A� ÝÍ÷ Õ f0

ú ¡ B  	¡�¢ ÷«ú ÷«ÝàÊÒ ¢ ÒRÜ�Ò ¡�¢ Ò ¡ ÷ �«Ó Û!�  	ß ÒC÷«Û  	ß ÷ÅÝ ú ¡A� úD�
¢ Ò ¡A� Ý ÷ Õ f 2

ú ¡ Γ2 × (−∞, +∞)
� ��Ò  D���FÓ à�Ò�÷ �#  ÷

f 0 = (0, 0, f0)
�¿Ý ÷ � f0 = f0(x1, x2, t) : Ω × [0, T ] → IR, & Ï � ø('

f 2 = (0, 0, f2)
�¿Ý ÷ � f2 = f2(x1, x2, t) : Γ2 × [0, T ] → IR. & Ï � Ï '

£ � Ò � ú ¢�Õ �´ú'Û ß Ò � & Ï � ø('  8¡#¢ ÷ � Ò �«Ó Û!�  	ß Ò»÷ÅÛ  'ß ÷ÅÝ ú ¡A� & Ï � Ï 'F��ú Ó�Ô ¢ � Ò�Ò���Ü#Ò ß ÷«Ò ¢ ÷«ú
Þ	ÝÐ	ÒTÛ«Ý � Ò*÷Åú  Ã¢ Ò��´ú'Û«à   ÷«Ýú ¡ úB�È÷ � Ò ßRÕ�Ô Ý ¡�¢ Ò<Û.� � ú � Ò ¢ Ý � Ü Ô  	ß ÒRà�Ò ¡ ÷ �#¢ Ò ¡ ú	÷«Ò ¢ ��Õ u,Ý � Ý ¡�¢ Ò<Ü#Ò ¡�¢ Ò ¡ ÷6ú ¡ x3

 8¡�¢��� �� ÷ � Ò��´ú'Û«à

u = (0, 0, u)
�¿Ý ÷ � u = u(x1, x2, t) : Ω × [0, T ] → IR. & Ï � ù)'

� Ó�ß�� ��Ý ¡�¢ úD� ¢ Ò��´ú	ÛÅà   ÷«Ýú ¡ Ý �TßR 	Ô Ô Ò ¢  8¡ §8Ç�¬Ë® ¾�À §8Ç�°ÃºF³�°4§Wª�� � Ò<ÒZ�´ú'ÛTÝ ¡A� ÷  	¡�ß Ò � × ��* �
�´ú	Û ¢ ÒR÷   Ý Ô � �

£ � Ò�Ý ¡ � ¡ ÝÍ÷ÅÒ � Ý à  8Ôd� ÷«Û   Ý ¡ ÷«Ò ¡A� ú	Û�Ý ��¢ Ò ¡ ú8÷ÅÒ ¢Z�,Õ ε(u) = (εij(u))  8¡#¢ ÷ � Ò � ÷«ÛÅÒ ���
��Ò Ô ¢ ��Õ σ = (σij)

�,+"ÒRÛÅÒ  8¡#¢ � Ò Ô ú�� � Ý ¡ ú	Û ¢ ÒRÛ6÷«ú � ÝàÊÜ Ô Ý�� Õ ÷ � Ò ¡ ú8÷   ÷«Ýú ¡Ñ� ��Ò ¢ ú
¡ ú8÷6Ý ¡�¢ Ý ßR  ÷«Ò�÷ � Ò ¢ ÒRÜ�Ò ¡�¢ Ò ¡�ß Ò\úD�ÈÐ   Û«Ýú ÓA� � Ó�¡#ß ÷«Ýú ¡	� ú ¡ x1

� x2
ú'Û

t
�

£ � Ò¤à   ÷«Ò<Û«Ý  8Ô Ý � àÊú ¢ Ò Ô Ò ¢ �,Õ ÷ � Ò �´ú ÔÔ ú��¿Ý ¡ ÞTÐ�Ý �«ß ú,Ò Ô �� ÷ÅÝ ß�ß ú ¡A� ÷«Ý ÷ Ó ÷ÅÝ Ð'Ò Ô   � �¿Ý ÷ �
Ô ú ¡ Þ8ÖË÷«Ò<Û«àoà�ÒRà�ú'Û Õ'�

σ = λ
( ÷«Û

ε(u)
)

I + 2µε(u) + 2

∫ t

0

θ(t − s) ε
(

u(s)
)

ds, & Ï � �)'

� � ÒRÛÅÒ
λ > 0  8¡�¢ µ > 0   Û«Ò»÷ � Ò �|  à.- ß ú�Ò "�ß ÝÒ ¡ ÷ �R� ÷ÅÛ

ε(u) =

3
∑

i=1

εii(u), I
Ý �

÷ � Ò Ó�¡ ÝÍ÷Ú÷«Ò ¡	� ú'Û\Ý ¡ IR3  8¡�¢ θ : [0, T ] → IR
Ý � ÷ � Ò�ÛÅÒ Ô   �   ÷ÅÝ ú ¡ � Ó�¡�ß ÷ÅÝ ú ¡ �Ñ� ¡ ÷ � Ò

 8¡ ÷«ÝÜ Ô  8¡ Ò ß ú ¡ ÷«Ò���÷ & Ï � ù)' � �'ÒRÒRÜ�Ý ¡ Þ�Ý ¡ àÊÝ ¡�¢ & Ï � ��' � ÷ � Ò � ÷ÅÛ«Ò �!� �#Ò Ô ¢ � Ò ß ú	à�Ò �

σ =









0 0 σ13

0 0 σ23

σ31 σ32 0









, & Ï � Î '
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� � ÒRÛÅÒ

σ13 = σ31 = µ ∂x1
u +

∫ t

0

θ(t − s) ∂x1
u(s) ds,

σ23 = σ32 = µ ∂x2
u +

∫ t

0

θ(t − s) ∂x2
u(s) ds.

�6ÒRÞ Ô Ò ß ÷ÅÝ ¡ Þ»÷ � Ò�Ý ¡ Ò<ÛF÷ÅÝ  	Ô ÷«ÒRÛÅàpÝ ¡ ÷ � ÒTÒ2� Ó�  ÷«Ýú ¡ úD�|à�ú8÷ÅÝ ú ¡ ��ÒTú � ÷   Ý ¡ ÷ � Ò\� Ó#  Ö
� Ý � ÷   ÷ÅÝ ßC  Ü�Ü�ÛÅú��Ý à   ÷ÅÝ ú ¡ �´ú'Û¿÷ � ÒÚÜ�ÛÅú ß Ò ��� ��£ ��ÓA�R� ÷   �,Ý ¡ ÞÃÝ ¡ ÷«ú  'ßRß ú Ó�¡ ÷ & Ï � Î ' � & Ï �ø '
 8¡�¢ ÷ � Ò\Ü�Û«Ò<Ð,Ýú Ó	� Ò2� Ó� 8Ô Ý ÷«ÝÒ �<� ÷ � Ò\Ò�� Ó#  ÷«Ýú ¡ úB��Ò2� Ó Ý Ô Ý � ÛÅÝ Ó àpÛ«Ò ¢�Ó�ß Ò � ÷«úÊ÷ � Ò �«ß< 8Ô   Û
Ò2� Ó�  ÷ÅÝ ú ¡

µ∆u +

∫ t

0

θ(t − s)∆ u(s) ds + f0 = 0
Ý ¡ Ω × (0, T ).

� � ÷ � Ò ß;Õ�Ô Ý ¡�¢ ÒRÛ¿Ý �¿ß;Ô   à�Ü#Ò ¢ ú ¡ Γ1 × (−∞, +∞) × (0, T ) � ÷ � Ò ¢ Ý � Ü Ô 'ß ÒRà�Ò ¡ ÷
��Ò Ô ¢ Ð  	¡ Ý � � Ò � ÷ � Ò<Û«Ò'��£ ��ÓA�R� & Ï � ù '�Ýà�Ü Ô ÝÒ � ÷ ��  ÷

u = 0
ú ¡ Γ1 × (0, T ).

� Ò;÷
ν ¢ Ò ¡ ú	÷«Ò�÷ � Ò Ó�¡ Ý ÷ ¡ ú	ÛÅà  8Ô ú ¡ Γ × (−∞, +∞)

� � Ò ��  Ð'Ò

ν = (ν1, ν2, 0)
�¿Ý ÷ � νi = νi(x1, x2) : Γ → IR, i = 1, 2. & Ï � ×)'

��ú	Û   Ð'Ò ß ÷«ú	Û
v
��Ò ¢ Ò ¡ ú8÷ÅÒ ��Õ vν

 	¡�¢ vτ

ÝÍ÷ ��¡ ú	ÛÅà  	Ô# 	¡�¢ ÷  8¡ Þ'Ò ¡ ÷«Ý  8Ô�ß ú	à�Ü�ú ¡ Ò ¡ ÷ �ú ¡ ÷ � Ò � ú Ó�¡#¢�  Û Õ	� Þ'Ý Ð'Ò ¡��,Õ

vν = v · ν, vτ = v − vνν. & Ï � * '
� ¡ & Ï � * '  8¡�¢ ÒRÐ'ÒRÛ Õ � � ÒRÛÅÒÚÝ ¡ ÷ � Ý � Ü   Ü�ÒRÛ

“ · ”
Û«Ò<Ü�Û«Ò � Ò ¡ ÷ � ÷ � Ò�Ý ¡�¡ Ò<Û\Ü�Û«ú ¢�Ó#ß ÷\ú ¡÷ � Ò � Ü  	ß Ò

IRd & d = 2
ú'Û

3
'�����ú	ÛÅÒRúWÐ	Ò<Û � ÷ � Û«ú Ó Þ � ú Ó ÷¤÷ � Ý � Ü   Ü#Ò<Û¤÷ � Ò ¡ ú8÷   ÷«Ýú ¡ | · |�¿Ý ÔÔ¿¢ Ò � Ý Þ ¡�  ÷ÅÒ�÷ � Òô� Ó�ß;Ô Ý ¢ Ò  8¡y¡ ú	ÛÅàqú ¡ IRd �� 	¡�¢�  ¢ ú8÷  B� úWÐ	Ò   � Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡ �¿Ý ÔÔÛ«Ò<Ü�Û«Ò � Ò ¡ ÷�Ý ÷ �C¢ ÒRÛÅÝ Ð   ÷ÅÝ Ð'Òk�¿Ý ÷ � ÛÅÒ � Ü#Ò ß ÷\÷Åúô÷ � Ò�÷«Ýà�ÒÃÐ   ÛÅÝ  D��Ô Ò'����ú	Û   Þ'Ý Ð'Ò ¡ � ÷ÅÛ«Ò �!�

��Ò Ô ¢ σ
��Ò ¢ Ò ¡ ú	÷«Ò ��Õ σν

 	¡�¢ στ

÷ � Ò ¡ ú	ÛÅà  8Ô
 8¡#¢ ÷ � Ò�÷  	¡ Þ	Ò ¡ ÷ÅÝ  	Ô
ß ú	à�Ü�ú ¡ Ò ¡ ÷ �ú ¡ ÷ � Ò � ú Ó�¡#¢�  Û Õ	� ÷ ��  ÷6Ý �

σν = (σν) · ν, στ = σν − σνν. & Ï � Ø '
��ÛÅú	à & Ï � Î '  8¡�¢ & Ï � × '���Ò ¢ Ò ¢�Ó�ß ÒT÷ ��  ÷¿÷ � Ò �� 	Ó�ß���Õ:� ÷ÅÛ«Ò �!� Ð'Ò ß ÷Åú	Û¤Ý � Þ	ÝÐ	Ò ¡���Õ

σν =
(

0, 0, µ ∂νu +

∫ t

0

θ(t − s) ∂νu(s) ds
)

. & Ï � � '

+6ÒRÛÅÒ  8¡�¢ � Ò Ô ú�� ��Ò ÓA� Ò}÷ � Ò ¡ ú	÷   ÷ÅÝ ú ¡ ∂νu = ∂x1
u ν1 + ∂x2

u ν2.
£   ��Ý ¡ Þ Ý ¡ ÷«ú

 	ßRß ú Ó�¡ ÷�÷ � Ò�÷ÅÛ  'ß ÷ÅÝ ú ¡ � ú Ó�¡#¢�  Û Õ�ß ú ¡�¢ Ý ÷«Ýú ¡ σν = f2

ú ¡ Γ2 × (0, T ),
ÝÍ÷\�´ú Ô Ô ú�� �

�´Û«ú'à & Ï � Ï '  8¡�¢ & Ï � � '¥÷ ��  ÷

µ ∂νu +

∫ t

0

θ(t − s) ∂νu(s) ds = f2
ú ¡ Γ2 × (0, T ).
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� Ò ¡ ú�� ¢ Ò �Åß ÛÅÝ � Ò ÷ � Ò ß ú ¡ ÷  	ß ÷ ß ú ¡�¢ Ý ÷«Ýú ¡ ú ¡ Γ3 × (−∞, +∞)

�
�|ÝÛ � ÷ � �´ÛÅú	à
& Ï � ù '  	¡�¢ & Ï � ×)'���Ò¿Ý ¡ �´Ò<Û¥÷ �#  ÷

uν = 0 � � � Ý ß��O�!� ú�� � ÷ �#  ÷¥÷ � Ò ß ú ¡ ÷  	ß ÷¥Ý �c� Ý Ô  ÷«ÒRÛ  8ÔË�÷ ��  ÷%Ý �<� ÷ � Ò ß ú ¡ ÷  'ß ÷¥Ý � �'ÒRÜ�÷ ¢�Ó ÛÅÝ ¡ Þ  	Ô Ô ÷ � Ò*Ü�ÛÅú ß Ò ��� � �_� Ý ¡ Þ ¡ ú�� & Ï � ù ' � & Ï � ×)' � & Ï � Ø '
��Ò ß ú ¡�ß;ÔÓ�¢ Ò�÷ ��  ÷

uτ = (0, 0, u), στ =
(

0, 0, µ ∂νu +

∫ t

0

θ(t − s) ∂νu(s) ds
)

. & Ï � øAÙ '

� Ò  D���«Ó à�Ò»÷ ��  ÷T÷ � Ò �´Û«Ý ß ÷ÅÝ ú ¡ Ý � Ý ¡ Ð   Û«Ý  8¡ ÷e�¿Ý ÷ � ÛÅÒ � Ü#Ò ß ÷T÷«ú}÷ � Ò
x3

  ��Ý �\ 8¡�¢Ý � à�ú ¢ Ò Ô Ò ¢ �¿Ý ÷ � £ÑÛÅÒ �ÅßR   � �´Û«Ý ß ÷ÅÝ ú ¡ Ô   � � ÷ ��  ÷¤Ý � ÷ � Ò_�´ú Ô Ô ú��¿Ý ¡ ÞCÒ � ÷«Ýà   ÷ÅÒ ��  ÛÅÒ"Ð  8Ô Ý ¢ú ¡ Γ3 × (0, T ) á














|στ | ≤ g,

|στ | < g ⇒ u̇τ = 0,

|στ | = g ⇒ ∃β ≥ 0 �«Ó�ß�� ÷ ��  ÷
στ = −βu̇τ .

& Ï � ø'ø '

+6ÒRÛÅÒ
g : Γ3 → IR+

Ý �"  Þ'Ý Ð'Ò ¡ � Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡0� ÷ � ÒZ�´Û«Ý ß ÷ÅÝ ú ¡ � ú Ó�¡�¢��� 8¡�¢ u̇τ

Û«Ò<Ü�ÛÅÒ � Ò ¡ ÷ �÷ � Ò�÷  8¡ Þ'Ò ¡ ÷«Ý  8Ô Ð	Ò Ô ú ß ÝÍ÷ Õ ú ¡ ÷ � Ò ß ú ¡ ÷  	ß ÷ � ú Ó�¡#¢�  Û Õ �0£ � Ò � ÷«ÛÅÝ ß ÷\Ý ¡ Ò�� Ó� 8Ô ÝÍ÷ Õ � ú Ô ¢��Ý ¡ ÷ � Ò � ÷ÅÝ ß � ö ú ¡ Ò  8¡�¢ ÷ � Ò�Ò2� Ó� 8Ô Ý ÷ Õ Ý ¡ ÷ � Ò �«Ô ÝÜ ö ú ¡ Ò	� �e� Ý ¡ Þ ¡ ú�� & Ï �ø<Ù)'»ÝÍ÷ Ý �
� ÷ÅÛ   Ý Þ � ÷!�´ú	Û��   Û ¢ ÷«ú � Ò<Ò�÷ ��  ÷ ß ú ¡#¢ ÝÍ÷ÅÝ ú ¡A� & Ï � ø'ø '�ÝàÊÜ Ô Õ ú ¡ Γ3 × (0, T )



































|µ ∂νu +
∫ t

0
θ(t − s) ∂νu(s) ds| ≤ g,

|µ ∂νu +
∫ t

0
θ(t − s) ∂νu(s) ds| < g ⇒ u̇ = 0,

|µ ∂νu +
∫ t

0 θ(t − s) ∂νu(s)ds| = g ⇒ ∃β ≥ 0 �«Ó�ß�� ÷ ��  ÷

µ ∂νu +
∫ t

0 θ(t − s) ∂νu(s) ds = −βu̇.

�|Ý ¡� 	Ô ÔÕ	� ��ÒTÜ�ÛÅÒ �Åß ÛÅÝ � Ò"÷ � Ò\Ý ¡ ÝÍ÷ÅÝ  	ÔÑ¢ Ý � Ü Ô 'ß ÒRà�Ò ¡ ÷ �

u(0) = u0
Ý ¡ Ω,

� � ÒRÛÅÒ
u0

Ý �6  Þ	ÝÐ	Ò ¡ � Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡ ú ¡ Ω
�

� Ò ß ú ÔÔ Ò ß ÷¿÷ � Ò  B� úWÐ	Ò�Ò2� Ó�  ÷«Ýú ¡A�6 	¡�¢ ß ú ¡�¢ Ý ÷«Ýú ¡A� ÷ÅúÃú � ÷   Ý ¡ ÷ � Ò ßRÔ ��!� Ý ß< 8Ô �´ú'ÛFÖ
à Ó�Ô   ÷ÅÝ ú ¡ úB��÷ � Ò  8¡ ÷«ÝÜ Ô  8¡ ÒÃÜ�ÛÅú ��Ô Ò<à �´ú'ÛCÐ�Ý �Åß ú�Ò Ô  D� ÷«Ý ß à   ÷ÅÒRÛÅÝ  	Ô � �¿Ý ÷ � Ô ú ¡ Þ8ÖË÷«ÒRÛÅà
àÊÒ<à�ú	Û Õ	� Ý ¡ �´ÛÅÝ ß ÷«Ýú ¡# 8Ô0ß ú ¡ ÷  	ß ÷.�¿ÝÍ÷ �   �´ú Ó�¡�¢�  ÷«Ýú ¡ �
� >��	9����	�

P
C�
 ®¯Ç�±Ã¬´³�°Ê±W® ºË¾gÀ §	ó4°R¶�°RÇ�¬��°RÀ ± u : Ω × [0, T ] → IR º�¹�ó4³ ¬´³�§8¬

µ∆u +

∫ t

0

θ(t − s)∆ u(s) ds + f0 = 0 in Ω × (0, T ),

u = 0 on Γ1 × (0, T ),

µ ∂νu +

∫ t

0

θ(t − s) ∂νu(s) ds = f2 on Γ2 × (0, T ),
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|µ ∂νu +
∫ t

0
θ(t − s) ∂νu(s) ds| ≤ g,

|µ ∂νu +
∫ t

0
θ(t − s) ∂νu(s) ds| < g ⇒ u̇ = 0,

|µ ∂νu +
∫ t

0
θ(t − s) ∂νu(s) ds| = g ⇒ ∃β ≥ 0 such that

µ ∂νu +
∫ t

0 θ(t − s) ∂νu(s) ds = −βu̇

on Γ3 × (0, T ),

u(0) = u0 in Ω.

�6ú8÷ÅÝ ß Ò
÷ �#  ÷Ñú ¡�ß Ò
÷ � Ò ¢ Ý � Ü Ô  	ß Ò<à�Ò ¡ ÷b��Ò Ô¢ u
� � Ý ß��H� ú Ô Ð	Ò � �¥ÛÅú ��Ô ÒRà

P
Ý � � ¡ ú�� ¡0�÷ � Ò ¡ ÷ � Ò � ÷«ÛÅÒ ��� ÷«Ò ¡	� ú'Û ß< 8¡�� Ò ß< 8Ô ß;Ó�Ô   ÷ÅÒ ¢ôÓA� Ý ¡ Þ & Ï � �)';�

� Ò ¢ Ò<Û«ÝÐ	Ò ¡ ú�� ÷ � Ò\Ð   Û«Ý   ÷ÅÝ ú ¡� 8Ô �´ú	ÛÅà Ó�Ô  ÷«Ýú ¡ úD�|÷ � Ò\�¥ÛÅú ��Ô ÒRà
P .

£ÑúÊ÷ � Ý � Ò ¡�¢
��ÒTÝ ¡ ÷ÅÛ«ú ¢�Ó#ß Ò�÷ � Ò�� Ó�¡�ß ÷ÅÝ ú ¡� 8Ô6� Ü  'ß Ò

V =
{

v ∈ H1(Ω) | v = 0
ú ¡ Γ1

}

.

+6ÒRÛÅÒ  	¡�¢ � Ò Ô ú�� ��Òe�¿Û«Ý ÷«Ò
v
�´ú'Û¥÷ � Ò6÷«Û  	ß Ò

γv
úB�

v
ú ¡ Γ

����Ý ¡#ß Ò
meas Γ1 > 0 � ÷ � Ò

��ÛÅÝ Ò ¢ Û«Ý ß��A� ÖË��ú'Ý ¡�ß<  Û -6Ý ¡ Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷ Õ:� ú Ô¢��<� ÷ ��  ÷¤÷ � Ò<Û«ÒTÒ���Ý � ÷ �¿  Ü�ú � Ý ÷«ÝÐ	Ò ß ú ¡A� ÷  8¡ ÷
CP

& � � Ý ß���¢ ÒRÜ�Ò ¡�¢A� ú ¡�ÔÕ ú ¡ Ω  	¡�¢ Γ1
' �«Ó�ß�� ÷ ��  ÷

‖u‖H1(Ω) ≤ CP ‖∇u‖L2(Ω)2 ∀u ∈ V. & Ï � ø Ï '
� Ò ß ú ¡A� Ý ¢ ÒRÛ¤ú ¡ V

÷ � Ò\Ý ¡�¡ Ò<Û¿Ü�ÛÅú ¢�Ó�ß ÷6Þ'Ý Ð'Ò ¡ ��Õ

(u, v)V =

∫

Ω

∇u · ∇v dx ∀u, v ∈ V,

 8¡�¢ôÔ ÒR÷
‖ · ‖V

� ÒT÷ � Ò  D��� ú ß Ý   ÷«Ò ¢ ¡ ú	ÛÅà � ÝQ� Ò	�

‖v‖V = ‖∇v‖L2(Ω)2 ∀v ∈ V.

�_� Ý ¡ Þ & Ï � ø Ï ' � ÝÍ÷e�´ú ÔÔ ú�� � ÷ ��  ÷
‖ · ‖H1(Ω)

 	¡�¢ ‖ · ‖V
  ÛÅÒCÒ2� Ó ÝÐ  8Ô Ò ¡ ÷ ¡ ú'Û«à � ú ¡ V 8¡�¢ ÷ � Ò<Û«Ò��´ú	ÛÅÒ

(V, ‖ · ‖V )
Ý ��  ÛÅÒ  	Ô +"Ý Ô � ÒRÛ«÷ � Ü  'ß Ò	� #�Õ ��ú � ú Ô Ò<Ð  � ÷«Û  	ß ÒÚ÷ � ÒRú'Û«Ò<à

��Ò ¢ Ò ¢�Ó�ß Ò»÷ ��  ÷T÷ � Ò<Û«ÒÊÒ���Ý � ÷ � C0 > 0 & ¢ Ò<Ü#Ò ¡�¢ Ý ¡ Þ ú ¡�ÔÕ ú ¡ Ω � Γ1
 	¡�¢ Γ3

' �FÓ�ß��÷ ��  ÷
‖v‖L2(Γ3) ≤ C0‖v‖V ∀v ∈ V. & Ï � øAù '

�&�
(X, ‖ ·‖X)

ÛÅÒRÜ�Û«Ò � Ò ¡ ÷ �
  Û«Ò  8Ô!#¤ 8¡# 	ß��O� Ü  	ß Ò � ��Ò ¢ Ò ¡ ú	÷«Ò ��Õ C([0, T ]; X)
÷ � Ò

� Ü  'ß ÒTúB� ß ú ¡ ÷ÅÝ ¡�Ó ú ÓA� � Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡A� �´Û«ú'à
[0, T ]

÷«ú
X � �¿ÝÍ÷ � ÷ � Ò ¡ ú'Û«à

‖x‖C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖X

 8¡�¢ ��Ò ÓA� Ò � ÷  8¡#¢�  Û ¢}¡ ú8÷   ÷«Ýú ¡	� �´ú	Û"÷ � Ò � Ò � Ò � Þ Ó Ò � Ü  'ß Ò
L2(0, T ; X)  D� ��Ò ÔÔ| ��

�´ú	Û�÷ � Ò"��ú � ú Ô ÒRÐ � Ü  'ß Ò
W 1,2(0, T ; X).

� ¡ Ü   Û«÷«Ý ß;Ó�Ô   Û � Û«Ò ßR 	Ô Ô ÷ ��  ÷
÷ � Ò ¡ ú	ÛÅà�ú ¡ ÷ � Ò
� Ü  'ß Ò

L2(0, T ; X)
Ý � Þ	ÝÐ	Ò ¡ ��Õ

‖u‖L2(0,T ;X) =
(

∫ T

0

‖u(t)‖2
X dt

)
1

2
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 8¡�¢ ÷ � Ò ¡ ú	ÛÅàpú ¡ ÷ � Ò � Ü  'ß Ò

W 1,2(0, T ; X)
Ý � Þ	ÝÐ	Ò ¡ ��Õ

‖u‖W 1,2(0,T ;X) =
(

∫ T

0

‖u(t)‖2
X dt +

∫ T

0

‖u̇(t)‖2
X dt

)
1

2

.

�|Ý ¡� 	Ô ÔÕ	� ��Ò �FÓ Ü�Ü�ÛÅÒ ��� ÷ � Ò   Û«Þ Ó à�Ò ¡ ÷
X

� � Ò ¡ X = IR � ÷ ��ÓA�<� �´ú'Û»Ò��   à�Ü Ô Ò � ��Ò
ÓA� Ò ÷ � Ò ¡ ú	÷   ÷«Ýú ¡ W 1,2(0, T )

�´ú	Û}÷ � Ò � Ü  'ß Ò
W 1,2(0, T ; IR)  8¡#¢ ÷ � Ò ¡ ú	÷   ÷«Ýú ¡

‖ · ‖W 1,2(0,T )
�´ú'Û¤÷ � Ò ¡ ú	ÛÅà

‖ · ‖W 1,2(0,T ;IR).� ¡ ÷ � Ò � ÷ Ó#¢�Õ úB�"÷ � Ò à�Ò ß��� 	¡ Ý ßR 8Ô �¥ÛÅú ��Ô Ò<à
P

��Ò  D���«Ó à�Ò ÷ ��  ÷�÷ � Ò �´ÛÅÝ ß ÷«Ýú ¡
� ú Ó�¡�¢ � Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡ g �«  ÷«Ý � �#Ò �

g ∈ L∞(Γ3)
 8¡�¢ g(x) ≥ 0   � Ò'�

x ∈ Γ3. & Ï � ø �)'
£ � Ò��´ú	Û ß Ò �� 	¡�¢ ÷«Û  	ß ÷«Ýú ¡A�¤  ÛÅÒ  D���FÓ àÊÒ ¢ ÷Åú ��  Ð	Ò*÷ � Ò\ÛÅÒRÞ Ó�Ô   ÛÅÝÍ÷ Õ

f0 ∈ W 1,2
(

0, T ; L2(Ω)
)

, f2 ∈ W 1,2
(

0, T ; L2(Γ2)
)

, & Ï � ø Î '

 8¡�¢�� �´ú'Û¿÷ � Ò�ÛÅÒ Ô   �   ÷«Ýú ¡ � Ó�¡�ß ÷ÅÝ ú ¡0� ��Ò  D���FÓ à�Ò

θ ∈ W 1,2(0, T ). & Ï � øA× '
� Ò ß ú ¡A� Ý ¢ ÒRÛ�÷ � Ò�� Ó�¡�ß ÷ÅÝ ú ¡� 8Ô j : V → IR+

Þ	ÝÐ	Ò ¡ ��Õ

j(v) =

∫

Γ3

g |v| da ∀v ∈ V & Ï �ø * '

 8¡�¢ôÔ ÒR÷
f : [0, T ] → V � Ò ¢ Ò�� ¡ Ò ¢���Õ

(

f(t), v
)

V
=

∫

Ω

f0(t)v dx +

∫

Γ2

f2(t)v da ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ]. & Ï �ø<Ø '

£ � Ò ¢ Ò�� ¡ ÝÍ÷ÅÝ ú ¡ úD�
f

Ý �)�� �� Ò ¢ ú ¡}û Ý Ò �Fö  � ÛÅÒRÜ�ÛÅÒ � Ò ¡ ÷   ÷«Ýú ¡ ÷ � Ò<ú	ÛÅÒRà  	¡�¢��d��Õ & Ï � ø Î '
 8¡�¢ & Ï � øAØ ' � ��ÒTÝ ¡ �´ÒRÛ¿÷ ��  ÷

f ∈ W 1,2(0, T ; V ). & Ï � ø � '
�|Ý ¡� 	Ô ÔÕ	� ��Ò  D���FÓ à�Ò�÷ �#  ÷¿÷ � Ò\Ý ¡ Ý ÷«Ý  8Ô|¢�  ÷   Ð'ÒRÛÅÝX�#Ò �

u0 ∈ V & Ï � Ï Ù '

 8¡�¢�� à�ú'Û«Ò<úWÐ	ÒRÛ �

µ (u0, v)V + j(v) ≥
(

f(0), v
)

V
∀v ∈ V. & Ï � Ï ø '

� ú ¡�¢ Ý ÷«Ýú ¡ & Ï � Ï ø '*ÛÅÒRÜ�ÛÅÒ � Ò ¡ ÷ �T �ß ú	à�Ü   ÷ÅÝ � Ý Ô ÝÍ÷ Õ ß ú ¡#¢ ÝÍ÷ÅÝ ú ¡ ú ¡ ÷ � ÒÃÝ ¡ Ý ÷«Ý  8Ô%¢�  ÷  ÷ ��  ÷CÝ �T¡ Ò ß Ò �!�Å  Û Õ Ý ¡ à  8¡�Õ � Ó� D� Ý � ÷   ÷«Ý ß Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà �<� � ÒRÒ �´ú'Û\Ý ¡A� ÷  	¡�ß Ò � ø Ï ���� ��Õd� Ý Ö
ßR 8ÔÔÕ	� Ý ÷6Ý �¤¡ Ò<Ò ¢ Ò ¢u� ú  D� ÷Åú�Þ Ó�  Û  	¡ ÷ÅÒRÒ*÷ ��  ÷6Ý ¡ ÝÍ÷ÅÝ  	Ô ÔÕ ÷ � Ò � ÷   ÷«ÒTÝ � Ý ¡ Ò�� Ó Ý Ô Ý � Û«Ý Ó à �
� Ý ¡�ß ÒÃú	÷ � Ò<Û!�¿Ý � Ò�÷ � Ò�Ý ¡ Ò<ÛF÷ÅÝ  	Ô ÷«Ò<Û«à �Úß< 8¡�¡ ú8÷ � Ò ¡ ÒRÞ Ô Ò ß ÷ÅÒ ¢j 8¡�¢ ÷ � Ò�Ü�ÛÅú ��Ô Ò<à � Ò;Ö
ß ú	à�Ò �¿¢�Õ�¡�  à�Ý ß �

�_� Ý ¡ Þ � Û«Ò<Ò ¡% � �´ú	ÛÅà Ó�Ô   Ý ÷�Ý �F� ÷ÅÛ   Ý Þ � ÷!�´ú	Û��   Û ¢ ÷Åú ¢ Ò<Û«ÝÐ	ÒÚ÷ � Òk�´ú ÔÔ ú��¿Ý ¡ Þ�Ð   Û«Ý   Ö
÷«Ýú ¡� 	Ô �´ú	ÛÅà Ó�Ô   ÷ÅÝ ú ¡ úD�|�¥ÛÅú ��Ô ÒRà

P
�
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PV

C 
 ®¯Ç�±ô§ ±W® ºË¾gÀ §	ó4°R¶�°RÇ�¬��°RÀ ± u : [0, T ] → V º�¹�óÅ³�¬¯³�§W¬

µ
(

u(t), v − u̇(t)
)

V
+

(

∫ t

0

θ (t − s)u(s) ds, v − u̇(t)
)

V
+ j(v)

− j
(

u̇(t)
)

≥
(

f(t), v − u̇(t)
)

V
∀v ∈ V, § �¯° � t ∈ (0, T ), & Ï � Ï	Ï '

u(0) = u0. & Ï � Ï ù '

� Ó Û*à   Ý ¡ Ò���Ý � ÷ÅÒ ¡�ß Ò  	¡�¢�Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� Û«Ò �FÓ�Ô ÷ � � � Ý ß�� ��ÒÊÒ � ÷  B��Ô Ý � � Ý ¡ ��Ò ß ÷«Ýú ¡ù � Ý � ÷ � Ò��´ú Ô Ô ú��¿Ý ¡ Þ��
��� �	�	> � ���	C ��º4º�¹�¶�°�¬¯³�§W¬ (2.14) � (2.16) Ä (2.20) §8Ç�± (2.21) ³�©WÀ±����g³�°;Çy¬¯³�°;ª«°
°
	'® º�¬¸ºÃ§�¹�Ç#®¸·;¹�°ÊºR©8ÀJ¹�¬Q®¸©8Çy©ðò*¾gª«©	¨RÀ °R¶ PV . ²�©Wª«°4©WÉW°Rª4Ä6¬¯³�°�ºR©WÀJ¹�¬Ë®¸©WÇ º;§8¬Q® º ��°�º u ∈
W 1,2(0, T ; V ).

� ¡ Ò Ô ÒRà�Ò ¡ ÷
u
� � Ý ß�� � ú Ô Ð	Ò � �¥Û«ú ��Ô ÒRà

PV

Ý �ÊßR 	Ô Ô Ò ¢� ��%°4§��ºR©8ÀJ¹�¬Q®¸©8Ç úD��÷ � Ò
àÊÒ ß��� 8¡ Ý ß< 8Ô Ü�ÛÅú ��Ô Ò<à

P
����Ò ß ú ¡�ß;ÔÓ�¢ Ò ��Õ £ � ÒRú'Û«Ò<à)ø¤÷ �#  ÷¥÷ � Ò  8¡ ÷ÅÝ Ü Ô  8¡ Ò ß ú ¡ ÷  'ß ÷

Ü�Û«ú ��Ô ÒRà
P �# D�� �Ó�¡ Ý � Ó Ò���Ò   � � ú Ô Ó ÷ÅÝ ú ¡0� Ü�ÛÅúWÐ�Ý ¢ Ò ¢ ÷ ��  ÷ & Ï � ø �)' � & Ï � øA× ' � & Ï � Ï Ù '

 8¡�¢ & Ï � Ï ø ' � ú Ô ¢ �

�)y�� | � ���D}d~��z�s}����V����}#�6|e� � �z|_��� |e���)��� |�������� ���L���}

£ � Ò��´ú ÔÔ ú��¿Ý ¡ Þ  B�A� ÷«Û  	ß ÷¿Ü�Û«ú ��Ô ÒRàpÝ ¡�ß;ÔÓ�¢ Ò � �¥ÛÅú ��Ô ÒRà
PV

 ��¿  � Ü�Ò ß Ý  8Ô0ß< D� Ò	�
� >��	9����	�

PA
V

C�
 ®¯Çg± u : [0, T ] → X º�¹�ó4³}¬¯³�§W¬

a
(

u(t), v − u̇(t)
)

+
(

∫ t

0

θ (t − s)u(s) ds, v − u̇(t)
)

X
+ j(v) − j

(

u̇(t)
)

≥
(

f(t), v − u̇(t)
)

X
∀v ∈ X, § �¯° � t ∈ (0, T ), & ù�� ø('

u(0) = u0. & ù�� Ï '
+"ÒRÛÅÒ

X
Ý �¥  ÛÅÒ  8Ô +"Ý Ô � ÒRÛ«÷ � Ü  	ß Ò¤Ò ¡�¢ ú���Ò ¢ �¿ÝÍ÷ � ÷ � Ò6Ý ¡�¡ Ò<Û
Ü�ÛÅú ¢�Ó�ß ÷

(·, ·)X
 8¡#¢ ÷ � Ò

¢�  ÷   a � θ, j � f, u0
�¿Ý Ô Ôs� Ò ¢ Ò �«ß Û«Ý � Ò ¢ � Ò Ô ú��\� ��Ò ¢ Ò ¡ ú8÷ÅÒ ��Õ ‖ · ‖X

÷ � Ò  D��� ú ß Ý   ÷«Ò ¢
¡ ú	ÛÅàpÝ ¡ X  8¡#¢ ��Õ 0X

÷ � Ò ö ÒRÛÅú»Ò Ô Ò<à�Ò ¡ ÷6úB�
X.

� Ò  ��!�«Ó à�Ò"÷ ��  ÷ á






















a : X × X → R
Ý �¿  � Ý Ô Ý ¡ Ò   Û �FÕ à�à�Ò;÷«ÛÅÝ ß �´ú'Û«à  8¡�¢

(a)
÷ � ÒRÛÅÒ�Ò���Ý � ÷ � m > 0 �FÓ�ß�� ÷ �#  ÷
|a(u, v)| ≤ m‖u‖X‖v‖X ∀u, v ∈ X,

(b)
÷ � ÒRÛÅÒ\Ò���Ý � ÷ � α > 0 �FÓ�ß�� ÷ �#  ÷

a(u, u) ≥ α‖u‖2
X ∀u ∈ X,

& ù�� ù '

θ ∈ W 1,2(0, T ), & ù�� �)'

j : X → (−∞, +∞]
Ý �¿ Ãß ú ¡ Ð'Ò�� ��Ô ú���ÒRÛ � ÒRà�Ý ß ú ¡ ÷ÅÝ ¡�Ó ú ÓA� � Ó�¡�ß ÷ÅÝ ú ¡0� & ù�� Î '
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f ∈ W 1,2(0, T ; X), & ù�� × '
u0 ∈ X, & ù�� * '
a(u0, v) + j(v) ≥

(

f(0), v
)

X
∀v ∈ X. & ù�� Ø '

� Ò ��  Ð'Ò"÷ � Ò��´ú ÔÔ ú��¿Ý ¡ ÞÊÒ���Ý � ÷ÅÒ ¡�ß Ò  8¡�¢ôÓ�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� Û«Ò �FÓ�Ô ÷<�
��� �	�	> � ��� C ��º4º�¹�¶�°C¬¯³�§W¬ (3.3) � (3.8) ³�©WÀ±�� �g³�°;Ç�Ä%¬¯³�°;ªÅ°»° 	'® º4¬QºC§Ã¹�Ç�®¸·R¹�°Cº;©8ÀJ¹��
¬Q®¸©8Ç u ∈ W 1,2(0, T ; X) ¬©�¬´³�°¿¾�ªÅ©	¨RÀ °;¶ PA

V .

� ÒÃ÷ Ó Û ¡ ÷«ú ÷ � Ò Ü�ÛÅú�úB�¤úB�6£ � ÒRú'Û«Ò<à Ï � � Ý ß�� �¿Ý Ô Ô�� Ò ß<  ÛÅÛ«ÝÒ ¢ ú Ó ÷CÝ ¡ � ÒRÐ'ÒRÛ  8Ô
� ÷ÅÒRÜ � ��£|ú»÷ � Ý � Ò ¡�¢0� Ý ¡ ÷ � Ò\Û«Ò � ÷6úD�Ñ÷ � Ý �_� Ò ß ÷«Ýú ¡ ��Ò  D���FÓ à�Ò�÷ �#  ÷

(3.3) � (3.8) � ú Ô ¢
 8¡�¢ ��Ò\ÛÅÒ ß< 8ÔÔ ÷ � Ò��´ú Ô Ô ú��¿Ý ¡ ÞÊÛÅÒ �«Ó�Ô ÷<�
��� �	�	> � ���bC & � Ï � � ÜÑ�
ø	ø * '�� ¦|°R¬ (X, (·, ·)X) ¨4° § ª«°4§8À��\®¯À ¨4°Rª�¬6ºË¾�§'ó4° §WÇg± À °R¬ j :
X → (−∞, +∞] ¨Å°ô§�ó4©WÇ�ÉW° 	�À © �%°;ªÊºR°R¶»®¸ó4©WÇ#¬Q®¯Ç#¹�©W¹�º¤ò4¹�Ç�óR¬Q®¸©8Ç�§WÀ � �Tº4º4¹�¶Ã°�¬´³�§8¬
j 6≡ +∞ Ä
¬¯³�§W¬�® º

D(j) = {v ∈ X | j(v) < ∞} 6= ∅.

¦Ñ°R¬ f ∈ W 1,2(0, T ; X) §8Ç�± u0 ∈ X ¨4°\º�¹�ó4³}¬´³�§W¬

sup
v∈D(j)

{(

f(0), v
)

X
− (u0, v)X − j(v)

}

< +∞.

��³�°;Ç�Ä%¬´³�°Rª«°�°
	'® º�¬¸ºC§ ¹�Ç�®¸·R¹�°»°RÀ °R¶�°RÇ�¬ u ∈ W 1,2(0, T ; X) �|³�®¸ó4³ ºR§8¬Q® º ��°;º u(0) =
u0

§WÇ�±
(

u(t), v − u̇(t)
)

X
+ j(v) − j

(

u̇(t)
)

≥
(

f(t), v − u̇(t)
)

X
,

ò;©Wª»§8À¯À v ∈ X, §8Ç�±ô§��¯° � t ∈ (0, T ) �
� ¡ ÷ � Ò���Û � ÷ � ÷«Ò<ÜôúD�|÷ � Ò\Ü�ÛÅú,úD� ��ÒTÝ ¡ ÷«ÛÅú ¢�Ó�ß Ò*÷ � Ò � Ò;÷

W =
{

η ∈ W 1,2(0, T ; X)
∣

∣ η(0) = 0X

} & ù�� � '

 8¡�¢ ��Ò\Ü�Û«úWÐ'Ò"÷ � ÒF�´ú ÔÔ ú��¿Ý ¡ Þ�Ò���Ý � ÷ÅÒ ¡�ß Ò  	¡�¢}Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò �!� ÛÅÒ �«Ó�Ô ÷<�
� �	� � ?��sC 
 ©WªÃ§WÀ¯À η ∈ W ¬¯³�°;ªÅ°�°
	'® º�¬QºÊ§}¹�Ç�®¸·R¹�°�°RÀ °;¶Ã°RÇ�¬ uη ∈ W 1,2(0, T ; X)º4¹�ó4³ ¬´³�§8¬

a
(

uη(t), v − u̇η(t)
)

+
(

η(t), v − u̇η(t)
)

X
+ j(v) − j

(

u̇η(t)
) & ù�� øAÙ '

≥
(

f(t), v − u̇η(t)
)

X
∀v ∈ X, § �¯° � t ∈ (0, T ),

uη(0) = u0. & ù�� ø'ø '

¼�ª«©A©ðò��q� ÒR÷
(u, v)a = a(u, v) ∀u, v ∈ X. & ù��ø Ï '

�÷F�´ú Ô Ô ú�� � ÷ ��  ÷
(·, ·)a

Ý �\ 8¡ Ý ¡�¡ ÒRÛTÜ�ÛÅú ¢�Ó�ß ÷Tú ¡ ÷ � Ò � Ü  	ß Ò
X  8¡�¢ ÷ � Ò  D��� ú ß Ý   ÷«Ò ¢

¡ ú	ÛÅà �Ñ¢ Ò ¡ ú8÷«Ò ¢ ‖ · ‖a
� Ý � Ò�� Ó Ý Ð  	Ô Ò ¡ ÷Ú÷«ú ÷ � Ò ¡ ú	ÛÅà

‖ · ‖X

ú ¡ X
� � ú ¡A� Ò2� Ó Ò ¡ ÷ ÔÕ	�

(

X, (·, ·)a

) Ý �6  ÛÅÒ  8Ô +"Ý Ô � Ò<ÛF÷ � Ü  'ß Ò'�
� Ò;÷

fη : [0, T ] → X � ÒT÷ � Ò�� Ó�¡�ß ÷ÅÝ ú ¡�¢ Ò�� ¡ Ò ¢���Õ
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(

fη(t), v
)

a
=

(

f(t), v
)

X
−

(

η(t), v
)

X
∀v ∈ X, t ∈ [0, T ]. & ù��ø<ù)'

£ � Ò ¡0� & ù�� × '  	¡�¢ ÷ � Ò\ÛÅÒRÞ Ó�Ô  Û«Ý ÷ Õ η ∈ W
ÝàÊÜ Ô Õ ÷ ��  ÷

fη ∈ W 1,2(0, T ; X). & ù�� ø �)'
��ú	ÛÅÒRúWÐ'ÒRÛ �'ÓA� Ý ¡ Þ & ù�� � ' � & ù�� ø Ï '  8¡�¢ & ù��ø<ù ' � ��Ò\ú � ÷   Ý ¡

(

fη(0), v
)

a
− (u0, v)a − j(v) =

(

f(0), v
)

X
− a(u0, v) − j(v) ∀v ∈ X

 8¡�¢�� ÷   ��Ý ¡ Þ�Ý ¡ ÷«ú  'ßRß ú Ó�¡ ÷ & ù�� Ø ' � ��Òe� ¡�¢

sup
v∈D(j)

{(

fη(0), v
)

A
− (u0, v)A − j(v)

}

< +∞. & ù�� ø Î '

�TÒRÒRÜ�Ý ¡ Þ�Ý ¡ à�Ý ¡�¢ & ù�� Î ' � & ù�� * ' � & ù��ø��)'  8¡#¢ & ù��ø Î ' � ��Ò ß< 8¡ ÓA� Ò�£ � Ò<ú	ÛÅÒRà ù
ú ¡ ÷ � Ò � Ü  	ß Ò

(X, (·, ·)a)
÷Åú ú � ÷   Ý ¡ ÷ � Ò�Ò���Ý � ÷ÅÒ ¡�ß Ò�úB�  �Ó�¡ Ý � Ó Ò�Ò Ô ÒRà�Ò ¡ ÷

uη ∈
W 1,2(0, T ; X) �«Ó�ß�� ÷ ��  ÷

uη(0) = u0
 8¡#¢

(

uη(t), v−u̇η(t)
)

a
+j(v)−j

(

u̇η(t)
)

≥
(

fη(t), v−u̇η(t)
)

a
∀v ∈ X, a.e. t ∈ (0, T ).

�÷O�´ú ÔÔ ú�� � �´ÛÅú	à & ù�� ø Ï '  8¡#¢ & ù��ø<ù)'»÷ ��  ÷
uη

Ý � ÷ � Ò Ó�¡ Ý � Ó Ò � ú ÔÓ ÷«Ýú ¡ ÷«új÷ � Ò
Ü�Û«ú ��Ô ÒRà & ù��ø<Ù ' � & ù��ø	ø 'w� � Ý ß�� ß ú ¡�ßRÔ Ó#¢ Ò � ÷ � Ò\Ü�ÛÅú,úD�ð�

�

� ¡ ÷ � Ò ¡ Ò���÷ � ÷«Ò<Ü���Ò ß ú ¡A� Ý ¢ Ò<Û�÷ � Ò\ú	Ü�ÒRÛ   ÷Åú	Û
Λ : W → W ¢ Ò�� ¡ Ò ¢���Õ

Λη(t) =

∫ t

0

θ(t − s)uη(s) ds, ∀η ∈ W , t ∈ [0, T ]. & ù��ø<× '

�÷V�´ú ÔÔ ú�� � �´ÛÅú	à & ù�� �)'�÷ ��  ÷"÷ � Ò\ú'Ü#Ò<Û   ÷«ú	Û
Λ

Ý � ��Ò ÔÔÑ¢ Ò�� ¡ Ò ¢0�	� Ý ¡�ß Ò
η ∈ W

Ý à�Ü Ô Ý Ò �
Λη ∈ W

�!��Ò  8Ô � ú ¡ ú8÷ÅÒT÷ ��  ÷

( d

dt
Λη

)

(t) = θ(0)uη(t) +

∫ t

0

θ̇(t − s)uη(s) ds ∀η ∈ W , a.e. t ∈ (0, T ).

& ù�� ø * '
� Ò ��  Ð'Ò"÷ � Ò��´ú ÔÔ ú��¿Ý ¡ ÞÊÛÅÒ �«Ó�Ô ÷A�

� �	� � ? �bC �g³�°Ê©Å¾�°Rª«§W¬�©Wª Λ ³�§Wº»§Ã¹�Ç�®¸·R¹�° � 	�°Å±�¾�©8®¯Ç�¬ η∗ ∈ W �

¼�ª«©A©ðò��q� ÒR÷
η1, η2 ∈ W  8¡�¢0� �´ú'Û"÷ � Ò �«  �	Ò»úB� � Ý à�Ü Ô Ý ß Ý ÷ Õ	�0¢ Ò ¡ ú8÷ÅÒ

u1 = uη1

 8¡�¢
u2 = uη2

� �_� Ý ¡ Þ & ù��ø<× '  	¡�¢ & ù�� �)'�Ý ÷.�´ú ÔÔ ú�� � ÷ ��  ÷

‖Λη1(t) − Λη2(t)‖
2
X ≤ c

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖
2
X ds ∀t ∈ [0, T ]. & ù��ø<Ø)'

+6ÒRÛÅÒ  	¡�¢ Ý ¡ � �#  ÷V�´ú Ô Ô ú�� � c
ÛÅÒRÜ�ÛÅÒ � Ò ¡ ÷ �"  Þ	Ò ¡ ÒRÛÅÝ ß Ü�ú � ÝÍ÷ÅÝ Ð'Ò ß ú ¡A� ÷  8¡ ÷V� � Ý ß�� à  �Õ

¢ ÒRÜ�Ò ¡�¢ ú ¡ ‖θ‖W 1,2(0,T )
� a  	¡�¢ T �� 8¡�¢ � � ú � ÒTÐ  8ÔÓ Ò\à  �Õ ß��� 	¡ Þ	Òe�´Û«ú'à)Ü Ô  	ß Ò�÷«ú

Ü Ô 'ß Ò'�
��ú	ÛÅÒRúWÐ'ÒRÛ � �´ÛÅú	à & ù��ø * 'w��Ò\Ý ¡ �´ÒRÛ¤÷ �#  ÷
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∥

∥

∥

( d

dt
Λη1

)

(t) −
( d

dt
Λη2

)

(t)
∥

∥

∥

X

≤ |θ(0)| ‖u1(t) − u2(t)‖X +

∫ t

0

|θ̇(t − s)| ‖u1(s) − u2(s)‖X ds

≤ c
(

‖u1(t) − u2(t)‖X +
(

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖
2
X ds

)
1

2

)

a.e. t ∈ (0, T ),

� � Ý ß�� Õ ÝÒ Ô ¢��
∥

∥

∥

( d

dt
Λη1

)

(t) −
( d

dt
Λη2

)

(t)
∥

∥

∥

2

X
& ù�� ø � '

≤ c
(

‖u1(t) − u2(t)‖
2
X +

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖
2
X ds

)

a.e. t ∈ (0, T ).

� ¡ ÷ � Ò\ú8÷ � ÒRÛ �� 	¡�¢�� ÷   ��Ý ¡ ÞÊÝ ¡ ÷«ú  'ßRß ú Ó�¡ ÷ & ù��ø<Ù)' � ��Ò �#  Ð	Ò�÷ � Ò\Ý ¡ Ò�� Ó# 8Ô ÝÍ÷ÅÝ Ò �

a
(

u1(s), v − u̇1(s)
)

+
(

η1(s), v − u̇1(s)
)

X
+ j(v) − j

(

u̇1(s)
)

≥
(

f(s), v − u̇1(s)
)

X
,

a
(

u2(s), v − u̇2(s)
)

+
(

η2(s), v − u̇2(s)
)

X
+ j(v) − j

(

u̇2(s)
)

≥
(

f(s), v − u̇2(s)
)

X
,

�´ú	Û  8ÔÔ v ∈ X �È  � Ò'�
s ∈ (0, T )

�	��Ò ß�� ú�ú � Ò v = u̇2(s)
Ý ¡ ÷ � Ò ��Û � ÷ÊÝ ¡ Ò�� Ó� 8Ô ÝÍ÷ Õ'�

v = u̇1(s)
Ý ¡ ÷ � Ò � Ò ß ú ¡�¢ Ý ¡ Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷ Õ	�� '¢�¢ ÷ � Ò\ÛÅÒ �«Ó�Ô ÷ �¿ 8¡�¢ôÓA� Ò & ù�� ø Ï '%÷«ú�ú � ÷   Ý ¡

1

2

d

ds
‖u1(s) − u2(s)‖

2
a ≤ −

(

η1(s) − η2(s), u̇1(s) − u̇2(s)
)

X
  � Ò	�

s ∈ (0, T ).

� Ò;÷
t ∈ [0, T ]

��� ¡ ÷«ÒRÞ'Û   ÷«Ý ¡ Þ}÷ � Ò Ü�Û«Ò<Ð�Ý ú ÓA� Ý ¡ Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷ Õ �´ÛÅú	à
0

÷«ú
t  8¡�¢�ÓA� Ý ¡ Þ

& ù��ø	ø(' � ��ÒTÞ	Ò;÷

1

2
‖u1(t) − u2(t)‖

2
a ≤ −

(

η1(t) − η2(t), u1(t) − u2(t)
)

X

+

∫ t

0

(

η̇1(s) − η̇2(s), u1(s) − u2(s)
)

X
ds.

�6ú��~Ý ÷.�´ú ÔÔ ú�� � ÷ ��  ÷

c ‖u1(t) − u2(t)‖
2
X ≤ ‖η1(t) − η2(t)‖X ‖u1(t) − u2(t)‖X

+

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖X‖u1(s) − u2(s)‖X ds

 8¡�¢���Ó	� Ý ¡ Þ�÷ � Ò\Ý ¡ Ò�� Ó� 8Ô ÝÍ÷ Õ

ab ≤
a2

2α
+ 2αb2,

�´ú	Û
a, b, α > 0,

��ÒF� ¡�¢
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‖u1(t) − u2(t)‖
2
X ≤ c

(

‖η1(t) − η2(t)‖
2
X +

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds

+

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖
2
X ds

)

. & ù�� Ï Ù '

� �
η1(t) − η2(t) =

∫ t

0

(

η̇1(s) − η̇2(s)
)

ds,

��Ò ¢ Ò ¢�Ó�ß ÒT÷ ��  ÷

‖η1(t) − η2(t)‖
2
X ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds.

� Ô Ó Þ	Þ	Ý ¡ ÞÊ÷ � Ý � Ý ¡ Ò�� Ó# 8Ô ÝÍ÷ Õ Ý ¡ ÷«ú & ù�� Ï Ù '���Ò�ú � ÷   Ý ¡

‖u1(t) − u2(t)‖
2
X ≤ c

(

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds +

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖
2
X ds

)

.

�6Ü�Ü ÔÕ Ý ¡ Þ ¡ ú�� � ÛÅú ¡ �  8ÔÔ" � Ý ¡ Ò�� Ó# 8Ô ÝÍ÷ Õ ��Ò ¢ Ò ¢�Ó�ß Ò

‖u1(t) − u2(t)‖
2
X ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds & ù�� Ï ø '

� � Ý ß�� Õ ÝÒ Ô ¢��
∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖
2
X ds ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds. & ù�� Ï'Ï '

� ú	à � Ý ¡ Ý ¡ Þ ¡ ú�� & ù��ø<Ø)' � & ù��ø � ' � & ù�� Ï ø '  8¡�¢ & ù�� Ï'Ï '���Ò�ú � ÷   Ý ¡

‖Λη1(t)−Λη2(t)‖
2
X+

∥

∥

∥

( d

dt
Λη1

)

(t)−
( d

dt
Λη2

)

(t)
∥

∥

∥

2

X
≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s)−η̇2(s)‖
2
X ds.

�÷«ÒRÛ   ÷ÅÝ ¡ Þ»÷ � Ò Ô  D� ÷¤Ý ¡ Ò�� Ó# 8Ô ÝÍ÷ Õ p
÷ÅÝ à�Ò � ��ÒTÝ ¡ �´ÒRÛ

‖Λpη1(t) − Λpη2(t)‖
2
X +

∥

∥

∥

( d

dt
Λpη1

)

(t) −
( d

dt
Λpη2

)

(t)
∥

∥

∥

2

X

≤ cp

∫ t

0

∫ s1

0

· · ·

∫ sp−1

0

‖η̇1(sp) − η̇2(sp)‖
2
X dsp · · · ds1,

� � ÒRÛÅÒ
Λp ¢ Ò ¡ ú	÷«Ò � ÷ � Ò\Ü�ú���Ò<Û�úD�|÷ � Ò\ú	Ü�ÒRÛ   ÷Åú	Û

Λ
�#£ � Ò Ô �� ÷6Ý ¡ Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷ Õ Ýà�Ü Ô ÝÒ �

‖Λpη1 − Λpη2‖
2
W 1,2(0,T ;X) ≤

cp T p

p!
‖η1 − η2‖

2
W 1,2(0,T ;X).

��Ý ¡#ß Ò
lim

p→∞

cpT p

p!
= 0 � ÷ � Ò¿Ü�Û«Ò<Ð�Ý ú ÓA� Ý ¡ Ò2� Ó� 8Ô Ý ÷ Õ Ý à�Ü Ô ÝÒ � ÷ ��  ÷   Ü�ú���Ò<Û

Λp
úD�

Λ
Ý �¥ 

ß ú ¡ ÷ÅÛ  'ß ÷«Ýú ¡ Ý ¡ W
�´ú	Û

p Ô   ÛÅÞ	Ò¿Ò ¡ ú Ó Þ � �'�÷w�´ú ÔÔ ú�� �%¡ ú��n�´Û«ú'à #¤ 8¡# 	ß��% � �!��Ò ¢ Ü#ú'Ý ¡ ÷
÷ � Ò<ú	ÛÅÒRàl÷ ��  ÷»÷ � ÒRÛÅÒ Ò���Ý � ÷ �Ú �Ó�¡ Ý � Ó Ò Ò Ô Ò<àÊÒ ¡ ÷

η∗ ∈ W �«Ó�ß�� ÷ ��  ÷
Λp η∗ = η∗

�
��ú	ÛÅÒRúWÐ'ÒRÛ �S� Ý ¡#ß Ò
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Λp(Λ η∗) = Λ(Λp η∗) = Λ η∗,
��Ò ¢ Ò ¢�Ó�ß Ò�÷ �#  ÷

Λ η∗
Ý �
 	Ô � ú   �!��Ò ¢ Ü�ú	Ý ¡ ÷
úD��÷ � Ò¤ú'Ü#Ò<Û   ÷«ú	Û

Λp
� #�Õ ÷ � Ò Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ���úB�0÷ � ÒF�!��Ò ¢ Ü�ú	Ý ¡ ÷ � ��Ò ß ú ¡�ßRÔ Ó�¢ Ò"÷ ��  ÷

Λ η∗ = η∗ � � � Ý ß�� �!� ú�� � ÷ ��  ÷
η∗

Ý ��  �!��Ò ¢Ü#ú'Ý ¡ ÷*úD�
Λ

�g£ � Ò Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� úD�
÷ � ÒZ�!��Ò ¢ Ü�ú	Ý ¡ ÷�úB�
÷ � ÒÚú'Ü#Ò<Û   ÷«ú	Û
Λ
�´ú ÔÔ ú�� � �´Û«ú'à

÷ � Ò Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� úB�È÷ � Ò�� ��Ò ¢ Ü�ú	Ý ¡ ÷6úB�È÷ � ÒTú'Ü#Ò<Û   ÷«ú	Û
Λp �

�

� Ò ��  Ð'Ò ¡ ú��  8ÔÔ ÷ � Ò\Ý ¡ Þ'Û«Ò ¢ ÝÒ ¡ ÷ � ÷ÅúÊÜ�Û«úWÐ'Ò"÷ � ÒT÷ � Ò<ú	ÛÅÒRà �

¼�ª«©A©ðò»©Fò��g³�°4©8ª«°;¶�� ��� 	'® º4¬�°RÇ�ó4° �g� Ò;÷
η∗ ∈ W � ÒC÷ � ÒZ�!��Ò ¢ Ü�ú	Ý ¡ ÷*úB�

Λ  	¡�¢ Ô ÒR÷
uη∗

� Ò6÷ � Ò.� Ó�¡�ß ÷ÅÝ ú ¡�¢ Ò�� ¡ Ò ¢ ��ÕÊ� ÒRà�à   ø)�´ú	Û
η = η∗

�,��Ý ¡�ß Ò
Λη∗ = η∗ � ÝÍ÷c�´ú ÔÔ ú�� �

�´Û«ú'à & ù��ø<×)' � & ù�� øAÙ '  8¡�¢ & ù��ø	ø('�÷ ��  ÷
uη∗

Ý �È F� ú ÔÓ ÷«Ýú ¡ ÷«ú*÷ � Ò¤Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà & ù��ø ' � & ù�� Ï '��
��ú	ÛÅÒRúWÐ'ÒRÛ � ÷ � Ò\Û«Ò<Þ Ó�Ô   ÛÅÝ ÷ Õ uη∗ ∈ W 1,2(0, T ; X)

Ý � ú � ÷   Ý ¡ Ò ¢ �´Û«ú'à � Ò<àÊà   ø'�
Æ|Ç�®¸·R¹�°RÇ�°;ºÅº �,£ � Ò Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� �´ú Ô Ô ú�� �w��ÕÃ  ÛÅÞ Ó àÊÒ ¡ ÷ �c� ÝàÊÝ Ô   Û¥÷ÅúÚ÷ � ú � Ò ÓA� Ò ¢ Ý ¡

� ø'ø��  8¡�¢ Ý �¿ »ß ú ¡A� Ò2� Ó Ò ¡�ß ÒTúD�Ñ÷ � Ò Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� úB�|÷ � Ò�� ��Ò ¢ Ü�ú	Ý ¡ ÷6úB�|÷ � ÒTú	Ü�ÒRÛ   ÷Åú	Û
Λ

��� ¡�¢ Ò<Ò ¢��¤Ô Ò;÷
u � Ò  n� ú Ô Ó ÷«Ýú ¡ úB�»Ü�Û«ú ��Ô ÒRà & ù�� ø(' � & ù�� Ï ' �¿Ý ÷ � Û«Ò<Þ Ó�Ô   ÛÅÝ ÷ Õ u ∈

W 1,2(0, T ; X)  8¡#¢ôß ú ¡A� Ý ¢ ÒRÛ¤÷ � Ò\Ò Ô ÒRà�Ò ¡ ÷
η ∈ W ¢ Ò�� ¡ Ò ¢ ��Õ

η(t) =

∫ t

0

θ(t − s)u(s) ds ∀t ∈ [0, T ]. & ù�� Ï ù '

£ � Ò ¡ u
Ý �¿ 	Ô � úÚ÷ � Ò � ú Ô Ó ÷«Ýú ¡ úD�ÑÜ�ÛÅú ��Ô ÒRà & ù��ø<Ù)' � & ù��ø	ø(' �S� ú ��Õ � Ò<àÊà   ø���Ò ��  Ð	Ò

u = uη. & ù�� Ï �)'
#�Õ & ù�� øA× ' � & ù�� Ï ù)'  8¡�¢ & ù�� Ï ��' ��Ò\ú � ÷   Ý ¡ ÷ ��  ÷

Λη = η.
� � Λ �# D�6 ÃÓ�¡ Ý � Ó ÒH�!��Ò ¢Ü#ú'Ý ¡ ÷ � ��Ò ß ú ¡�ß;ÔÓ�¢ Ò�÷ ��  ÷

η = η∗. & ù�� Ï'Î '
£ � Ò Ó�¡ Ý � Ó Ò ¡ Ò ��� Ü   Û«÷�úD�%£ � ÒRú'Û«Ò<à Ï Ý �"¡ ú��  ôß ú ¡A� Ò2� Ó Ò ¡�ß ÒCúD�%Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷«ÝÒ � & ù�� Ï �)'
 8¡�¢ & ù�� Ï'Î '��

�

� Ò ¡ ú��   Ü�Ü ÔÕ £ � ÒRú	ÛÅÒRà Ï ÷Åú�Ü�Û«úWÐ�Ý ¢ Ò*÷ � Ò\��Ò ÔÔ ÖÜ�ú � Ò ¢�¡ Ò �!� úD�ÈÜ�ÛÅú ��Ô Ò<à
PV .

¼�ª«©A©ðòÚ©Fò ��³�°4©Wª«°R¶���� � ú ¡A� Ý ¢ ÒRÛ¤÷ � ÒF�´ú	ÛÅà
a : V × V → IR ¢ Ò�� ¡ Ò ¢���Õ

a(u, v) = µ

∫

Ω

∇u · ∇v dx ∀u, v ∈ V.

��Ô Ò   Û Ô Õ ÷ � Ý � �´ú'Û«à Ý ��� Ý Ô Ý ¡ Ò   Û ��ß ú ¡ ÷ÅÝ ¡�Ó ú ÓA�R��ß ú,Ò<Û ß Ý Ð'Ò  	¡�¢ �FÕ à�à�Ò;÷«ÛÅÝ ßB� à�ú	ÛÅÒRúWÐ	Ò<Û �
ÓA� Ý ¡ Þ & Ï �ø<ù)'  8¡#¢ & Ï � ø �)'\Ý ÷ �´ú ÔÔ ú�� � ÷ ��  ÷Ú÷ � Ò � Ó�¡#ß ÷«Ýú ¡# 8Ô j ¢ Ò�� ¡ Ò ¢ ��Õ & Ï � ø * '\Ý �
ß ú ¡ Ð'Ò�� �'Ô ú���ÒRÛ � ÒRà�Ý ß ú ¡ ÷ÅÝ ¡�Ó ú ÓA�� 8¡�¢ Ü�Û«ú'Ü#Ò<Û<��£ � Ò<Û«Ò��´ú	ÛÅÒ � ��Ò ß ú ¡#ß;ÔÓ�¢ Ò*÷ ��  ÷ ß ú ¡�¢ Ý Ö
÷«Ýú ¡A� & ù�� ù)'  8¡�¢ & ù�� Î '   Û«Ò �«  ÷«Ý � ��Ò ¢ Ý ¡ ÷ � Ý �¿ßR D� Ò	��£   ��Ý ¡ Þ»Ý ¡ ÷«ú  	ß<ß ú Ó�¡ ÷ & Ï � øA× '  8¡�¢
& Ï �ø � ' � & Ï � Ï ø(' � ÷ � Ò ß ú ¡�ßRÔ Ó	� Ýú ¡ úB�
£ � ÒRú'Û«Ò<à øF�´ú ÔÔ ú�� � �´ÛÅú	à)£ � ÒRú	ÛÅÒRàtù��

�

�Vy�� � �c|�� �b~
	��6|_� � � ���L���J}
� ¡ ÷ � Ý �O� Ò ß ÷«Ýú ¡ ��Ò}Ý ¡ Ð'Ò � ÷«ÝÞ   ÷ÅÒ�÷ � Ò � Ò ��  Ð�Ý ú'ÛÊúD�6÷ � Ò���Ò   � � ú Ô Ó ÷«Ýú ¡ úD�6÷ � Ò  	¡ Ö
÷«ÝÜ Ô 	¡ Ò ß ú ¡ ÷  'ß ÷¿Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà  D� ÷ � Ò\Û«Ò Ô  �   ÷«Ýú ¡ � Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡�ß ú ¡ Ð	Ò<Û«Þ'Ò � ÷«ú ö ÒRÛÅú���£|ú�÷ � Ý �



Ï	Ï × ²��ÈÁg©Fò;©WÇ�°4§WÄ"õ��Ñ¼����\®¸óR¹�À °;ºRó;¹�Ä	�
�|²�§8¬°R®
Ò ¡�¢�� Ý ¡ ú'Û ¢ ÒRÛ¤÷«ú Ó�¡�¢ ÒRÛ Ô Ý ¡ ÒC÷ � Ò ¢ ÒRÜ�Ò ¡�¢ Ò ¡�ß Ò\�¿Ý ÷ � ÛÅÒ � Ü�Ò ß ÷"÷«ú�÷ � Ò\� Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡ θ,

��Ò
Û«Ò��´ú	ÛÅà Ó�Ô   ÷ÅÒ"÷ � Ò\Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà

PV
 D� �´ú Ô Ô ú�� � �

� >��	9����	�
Pθ

V

C 
 ®¯Ç�±ô§ ±W® ºË¾gÀ §	ó4°R¶�°RÇ�¬��°RÀ ± uθ : [0, T ] → V º�¹�ó4³ ¬´³�§8¬

µ
(

uθ(t), v − u̇θ(t)
)

V
+

(

∫ t

0

θ (t − s)uθ(s) ds, v − u̇θ(t)
)

V
+ j(v) & �#� ø('

−j(u̇θ(t)) ≥ (f(t), v − u̇θ(t))V ∀v ∈ V, § �¯° � t ∈ (0, T ),

uθ(0) = u0. & ��� Ï '

� Ò  	Ô � ú ß ú ¡A� Ý ¢ ÒRÛ�÷ � Ò\Ü�Û«ú ��Ô ÒRàpú � ÷   Ý ¡ Ò ¢ �´ú	Û
θ = 0

÷ �#  ÷6Ý �Rá
� >��	9����	�

P0
V

C 
 ®¯Ç�±ô§ ±W® ºË¾gÀ §	ó4°R¶�°RÇ�¬��°RÀ ± u : [0, T ] → V º�¹�óÅ³�¬¯³�§W¬

µ
(

u(t), v − u̇(t)
)

V
+ j(v) − j

(

u̇(t)
)

≥
(

f(t), v − u̇(t)
)

V
& ��� ù '

∀v ∈ V, §��¯° � t ∈ (0, T ),

u(0) = u0. & ��� �)'

��Ô Ò   Û Ô Õ Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà
P0

V

Û«Ò<Ü�ÛÅÒ � Ò ¡ ÷ � ÷ � Ò¤Ð   ÛÅÝ   ÷«Ýú ¡� 	Ô �´ú'Û«à Ó�Ô   ÷«Ýú ¡ úB��÷ � Ò  8¡ ÷«ÝÜ Ô  8¡ Ò
�´Û«Ý ß ÷ÅÝ ú ¡� 8Ô	ß ú ¡ ÷  'ß ÷0Ü�ÛÅú ��Ô Ò<à �´ú	Û Ô Ý ¡ Ò   Û0Ò Ô �� ÷ÅÝ ß à   ÷ÅÒRÛÅÝ  	Ô �<� ÝË� Ò'�;÷ � Ò¥Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà ú � ÷   Ý ¡ Ò ¢
� � Ò ¡ & Ï � ��'�Ý � ÛÅÒRÜ Ô 'ß Ò ¢ ��Õ ÷ � Ò\Ò Ô �� ÷ÅÝ ßTß ú ¡A� ÷«Ý ÷ Ó ÷ÅÝ Ð'Ò Ô  �

σ = λ
(

tr
(

ε(u)
))

I + 2µε(u).

�¥Ð	Ò<Û Õ � � Ò<Û«ÒôÝ ¡ ÷ � Ý � � Ò ß ÷«Ýú ¡ ��Ò  D���FÓ àÊÒ ÷ ��  ÷ & Ï �ø���' � & Ï �ø<×)' � & Ï � Ï Ù)'  	¡�¢ & Ï � Ï ø '
� ú Ô ¢ ���÷)�´ú ÔÔ ú�� � �´Û«ú'àp£ � ÒRú'Û«Ò<àaø"÷ ��  ÷¿�¥ÛÅú ��Ô ÒRà

Pθ
V
�� D�¤ »Ó�¡ Ý � Ó Ò � ú ÔÓ ÷«Ýú ¡ uθ ∈

W 1,2(0, T ; V )  	¡�¢ �¥Û«ú ��Ô ÒRà
P0

V
�� ��¿ �Ó�¡ Ý � Ó Ò � ú ÔÓ ÷ÅÝ ú ¡ u ∈ W 1,2(0, T ; V ).� ú ¡A� Ý ¢ ÒRÛ ¡ ú��w÷ � Ò  D���«Ó à�Ü�÷«Ýú ¡

‖θ‖W 1,2(0,T ) → 0. & ��� Î '
� Ó Û¤à   Ý ¡ ÛÅÒ �«Ó�Ô ÷¤Ý ¡ ÷ � Ý �V� Ò ß ÷«Ýú ¡ Ý � ÷ � Ò��´ú ÔÔ ú��¿Ý ¡ Þ#�

��� �	�	> � ���6C ��º4º�¹�¶�°»¬´³�§W¬ (2.14) � (2.16) Ä (2.20) Ä (2.21) §WÇg± (4.5) ³�©8À ±����g³�°;Ç
¬¯³�°»º;©8ÀJ¹�¬Ë®¸©WÇ uθ

©ðò»¬¯³�°\¼�ª«©	¨RÀ °R¶ Pθ
V

ó4©WÇ#É�°RªQÌ,°Ê¬© ¬´³�°»ºR©WÀJ¹�¬Ë®¸©WÇ u ©ðòÚ¬¯³�°C¼�ª«©	¨RÀ °R¶
P0

V , ® �¯° �
‖uθ − u‖C([0,T ];V ) → 0. & ��� × '

¼�ª«©A©ðò�� �*Ò ¡ ú	÷«Ò

ηθ(t) =

∫ t

0

θ(t − s)uθ(s) ds ∀t ∈ [0, T ]. & �#� * '

�_� Ý ¡ Þ & �#� ø(' � & ��� ù ' � & ��� * '  8¡�¢   ÛÅÞ Ó à�Ò ¡ ÷ �c� Ý à�Ý Ô  Û¥÷«ú»÷ � ú � Ò ÓA� Ò ¢ ÷ÅúÚú � ÷   Ý ¡ & ù�� Ï ø(' �
Õ ÝÒ Ô ¢��

‖uθ(t) − u(t)‖2
V ≤ c

∫ t

0

‖η̇θ(s)‖
2
V ds ∀t ∈ [0, T ]. & �#� Ø)'



�*Ç �*Ç#¬Q® ¾gÀ §WÇg°�õ¥©WÇ#¬§'ó;¬¥¼�ª«©'¨;À°;¶ Ï	Ï *
+6ÒRÛÅÒ  8¡�¢ � Ò Ô ú�� c

Û«Ò<Ü�Û«Ò � Ò ¡ ÷   Ü�ú � Ý ÷«ÝÐ	Ò ß ú ¡A� ÷  	¡ ÷e� � Ý ß�� à  �Õ�¢ ÒRÜ�Ò ¡#¢ ú ¡ u ��Ó ÷
Ý � Ý ¡#¢ ÒRÜ�Ò ¡�¢ Ò ¡ ÷*úD�

θ  8¡�¢ � � ú � ÒCÐ  8ÔÓ ÒCà  �Õ}ß��# 8¡ Þ'Ò��´Û«ú'à Ô Ý ¡ Ò\÷«ú Ô Ý ¡ Ò'�#�÷e�´ú ÔÔ ú�� �
�´Û«ú'à & �#� * '�÷ ��  ÷

η̇θ(t) = θ(0)uθ(t) +

∫ t

0

θ̇(t − s)uθ(s) ds,   � Ò'�
t ∈ (0, T )

� � Ý ß�� Ýà�Ü Ô ÝÒ � ÷ � Ò\Ý ¡ Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷ Õ

‖η̇θ(t)‖V ≤
∣

∣θ(0)
∣

∣ ‖uθ(t) − u(t)‖V +
∣

∣θ(0)
∣

∣ ‖u(t)‖V +

∫ t

0

∣

∣θ̇(t − s)
∣

∣ & ��� � '

×‖uθ(s) − u(s)‖V ds +

∫ t

0

∣

∣θ̇(t − s)
∣

∣ ‖u(s)‖V ds   � Ò'�
t ∈ (0, T ).

��ú	ÛÅÒRúWÐ'ÒRÛ & ��� Î '�Ýà�Ü Ô ÝÒ � ÷ ��  ÷¿÷ � Ò<Û«ÒTÒ���Ý � ÷ � c > 0 �FÓ#ß�� ÷ ��  ÷

‖θ‖C(0,T ) ≤ c, ‖θ̇‖L2(0,T ) ≤ c. & �#� øAÙ '
�TÒRÒRÜ�Ý ¡ Þ�Ý ¡ àÊÝ ¡�¢ & �#� � '  8¡�¢ & �#� øAÙ ' ��  �¯÷«Ò<Û � ú'àÊÒ  	Ô Þ'Ò � Û  ÚÕ ÝÒ Ô ¢��

‖η̇θ(t)‖
2
V ≤ c

(

‖θ‖2
W 1,2(0,T ) + ‖uθ(t) − u(t)‖2

V +

∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖2
V ds

)

a.e. t ∈ (0, T ).

� Ò\Ý ¡ ÷«ÒRÞ'Û   ÷«Ò*÷ � Ò\Ü�Û«Ò<Ð,Ýú Ó	� Ý ¡ Ò�� Ó� 8Ô ÝÍ÷ Õ ÷«ú � ¡�¢
∫ t

0

‖η̇θ(s)‖
2
V ds ≤ c

(

‖θ‖2
W 1,2(0,T ) +

∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖2
V ds

)

∀t ∈ [0, T ].

& �#� ø'ø '
� Ò ß ú	à � Ý ¡ Ò & ��� Ø '  8¡�¢ & ���ø	ø '%÷ÅúÊú � ÷   Ý ¡

‖uθ(t) − u(t)‖2
V ≤ c

(

‖θ‖2
W 1,2(0,T ) +

∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖2
V ds

)

∀t ∈ [0, T ],

 8¡�¢���Ó	� Ý ¡ Þ � ÛÅú ¡ �  	Ô Ô  � Ý ¡ Ò2� Ó� 	Ô Ý ÷ Õ	� ��ÒF� ¡�¢

‖uθ(t) − u(t)‖V ≤ c ‖θ|W 1,2(0,T ) ∀t ∈ [0, T ]. & �#� ø Ï '
£ � Ò ß ú ¡ Ð'ÒRÛÅÞ	Ò ¡�ß Ò*Û«Ò �FÓ�Ô ÷ & �#� ×)'%Ý �¿¡ ú��  �ß ú ¡	� Ò�� Ó Ò ¡�ß Ò*úD� & ��� Î '  8¡�¢ & �#� ø Ï ';�

�

��ÛÅú	ào£ � ÒRú'Û«Ò<à �k��Ò ß ú ¡#ß;ÔÓ�¢ Ò*÷ ��  ÷�÷ � ÒF��Ò   � � ú ÔÓ ÷«Ýú ¡ ÷«ú»÷ � Ò  8¡ ÷ÅÝ Ü Ô  8¡ Ò"Ð�Ý � Ö
ß ú�Ò Ô  D� ÷«Ý ß Ü�ÛÅú ��Ô ÒRà �¿ÝÍ÷ � £ÑÛÅÒ �ÅßR   � �´Û«Ý ß ÷ÅÝ ú ¡�Ô  ��à  �Õ � Ò   Ü�Ü�Û«ú  	ß�� Ò ¢ ��Õ ÷ � Òk��Ò   �
� ú Ô Ó ÷ÅÝ ú ¡ ÷«úÊ÷ � Ò  8¡ ÷«ÝÜ Ô  8¡ ÒTÒ Ô  D� ÷«Ý ß Ü�ÛÅú ��Ô ÒRàQ�¿ÝÍ÷ � £ÑÛÅÒ �ÅßR   � �´ÛÅÝ ß ÷«Ýú ¡ Ô  �  D� ÷ � ÒCÛÅÒ;Ö
Ô  �   ÷«Ýú ¡ � Ó�¡�ß ÷«Ýú ¡ Ý �Z� à  8ÔÔ Ò ¡ ú Ó Þ � �Ñ� ¡  '¢�¢ Ý ÷«Ýú ¡ ÷Åú�÷ � Ò�à   ÷ � ÒRà   ÷ÅÝ ß< 8Ô Ý ¡ ÷«Ò<Û«Ò � ÷Ý ¡ ÷ � Ý � ÛÅÒ �«Ó�Ô ÷ � ÷ � Ý � Ý � úD��Ýà�Ü#ú'ÛF÷  8¡�ß Òk�´ÛÅú	à àÊÒ ß��� 8¡ Ý ß< 8Ô Ü�ú	Ý ¡ ÷CúD��Ð�ÝÒ�� �Ñ �� ÝÍ÷CÝ ¡ Ö
¢ Ý ß<  ÷ÅÒ � ÷ ��  ÷T÷ � Ò�Ò Ô  D� ÷«Ý ß Ý ÷ Õ �¿ÝÍ÷ � �´ÛÅÝ ß ÷«Ýú ¡ à  �Õ � Ò ß ú ¡A� Ý ¢ Ò<Û«Ò ¢� D�T ôÔ Ýà�ÝÍ÷ ß< D� Ò»úD�
Ð,Ý �Åß ú�Ò Ô  D� ÷«Ý ß Ý ÷ Õ �¿ÝÍ÷ � �´Û«Ý ß ÷ÅÝ ú ¡  �� ÷ � Ò\à�Ò<àÊú'Û Õ�¢ Ò ß ÛÅÒ  �� Ò � �
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� ��� �6~��6|_� � �
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��AGjKRGLK h YÈM [�T [ G D KDY�0GWV Uð[AS M G�[ ]XI	VðH [ G G HJG�VðE DZG VJILKBM [2T

KRG8VðH S ] KRG DZG E D K U K D!T [<U NCK;VðH [ G GeT [<UTD ]ÍK G VðHJ> G�[ ]ÍHXK G Y�������������������� � �!�"���#���$��%�&'&(�)�
*,+�- �ÍX/.10#X OA@;:,7;5R@ X 5R?A?A? Y
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