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q Â�È § ¦	§�¦ Ä Î Ë Ê§ ù Ç Â�ÈÐÁQÃ §�Ñ È7Ò�ù'È § ÁQÈ�Í#È7Â ¦�Ñ�Ê Ã'Ì�Ò�Ã	Æ § Ì�É�È7Ò Ê Á ¦ Ä ¦-r7r Ò�Ã�s Ê É ¦;Ç�Ê Ã § Ë Ç Ã
Ç Â�ÈAË�Ã	ÄÌ Ç�Ê Ã § Ã	Æ ¦ Ë Ê § ù'Ì�Ä ¦ ÒÓÄ Î0r ÈQÒ Ç Ì�Ò�Í�È ¨ª¨�Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦ Ä0ÈRv'Ì ¦;Ç�Ê Ã § Ê§,Ñ Ã	Ä Ñ�Ê § ù Çpw ÃóË Ê§ Ô
ù	Ì�Ä ¦ Ò r È7Ò Ç Ì�ÒÓÍ ¦;ÇÓÊ Ã §xr�¦ Ò ¦ É È Ç È7ÒÓËzy ¨ È § Ã Ç È ¨ Â�ÈQÒÓÈ Í Î ε ¦	§�¨ µ { �
Ê ÇóÊ Ë w Ã	Ò Ç Â § Ã Ç Ô
Ê § ù Ç Â ¦;ÇSÇ Â�ÈóÈQÒÓÒ�Ã'Ò Ê Ë ¦ ÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § Ã	Æ Ç Â�Ò�È7È r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ4ËQÕ Ç Â�È�É È?ËDÂ r�¦ Ò ¦ É È Ç È7Ò

Ny Ç Â�È § Ì�É�Í�ÈQÒÐÃMÆ[É�È7Ë�Â�ÈQÄÈQÉ�È §'Ç Ë Ì�Ë�È ¨ Ê§ È ¦ Á4Â Á9Ã�Ã	Ò ¨�Ê§�¦;Ç È ¨�Ê Ò�È?Á Ç�Ê Ã § { ¦M§�¨ Ç Â�È
Çpw Ã r ÈQÒ Ç Ì�ÒÓÍ ¦;ÇÓÊ Ã §|r#¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ4ËQ��¡ ¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ�ÔºÌ §�Ê ÆñÃ'Ò�É § Ì�É�ÈQÒ Ê Á ¦ Ä
É�È Ç Â�Ã ¨ Ë~}L��� ¦ Ò�È
É È Ç Â�Ã ¨ Ë%ËDÌ�Á4Â Ç Â ¦;Ç
Ç Â�È r Ã Ê §,Çpw�Ê ËDÈâÈQÒÓÒÓÃ	Ò

E(N ; ε, µ) Ê Ë·Í#Ã'Ì §�¨ È ¨�Ê§�¨ È r È §�¨ È §'Ç Ä Î ÃMÆ
Í#Ã Ç Â r ÈQÒ Ç Ì�ÒÓÍ ¦MÇ�Ê Ã §�r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ4Ë7��¡ ¦ Ò ¦ É�È Ç È7ÒDÔæÌ §�Ê ÆñÃ	ÒÓÉeÉ�È Ç Â�Ã ¨ Ë0ÆñÃ	Ò Çpw ÃMÔ r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ
1
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 ²õì;¿�ö'ï;³�� î ������ ²õô��'¾9¸º¸���� � ë ��� ð�²÷À�ð��M²´³
r Ò�Ã'Í�ÄÈQÉóË[Í ¦ ËDÈ ¨ Ã §���ÇDÇ È ¨ Ã r ÈQÒ ¦;Ç Ã	Ò[É�È Ç Â�Ã ¨ Ë[Ã § Ì §�Ê ÆñÃ'Ò�É É�È7Ë�Â�È7Ë ¦ Ò�È�ù Ê Ñ È §�Ê §}���� � �����æ� � Ã'Ò�È Ò�È?Á9È §'Ç Ä Î'����ÇDÇ È ¨ r�Ê È?Á9È w�Ê Ë�È���Ì §�Ê ÆñÃ	ÒÓÉ É È?ËDÂ�È7Ë Â ¦�Ñ È Í�ÈQÈ § Ì�Ë�È ¨ Ç Ãù	È § ÈQÒ ¦;Ç È r#¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ�ÔºÌ §�Ê ÆñÃ'Ò�ÉtÉ�È Ç Â�Ã ¨ Ë"ÆñÃ	Ò Çpw Ã	Ô r�¦ Ò ¦ É�È Ç È7ÒâÃ	Ò ¨�Ê §#¦ Ò ÎÐ¨�Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦ Ä
È#v,Ì ¦;ÇÓÊ Ã § Ë }! �#" � ¦M§�¨ ÆñÃ	Ò[Ë Ê § ù'Ì�Ä ¦ ÒÓÄ Î r ÈQÒ Ç Ì�ÒÓÍ#È ¨br#¦ Ò ¦ Í�Ã	Ä Ê Á�È#v,Ì ¦;ÇÓÊ Ã § Ë } $��º�Å� §�Ç Â Ê Ë
r�¦-r ÈQÒ �9w È"È�s ¦ É Ê § È ¦SÇpw Ã	Ô r#¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ
ÈQÄÄ Êur�ÇÓÊ Á r ÒÓÃ	Í�ÄÈQÉ Ê§óÇpw Ã�Ë r�¦ Á9È ¨�Ê É�È § Ë Ê Ã § Ë7�

¢üÃ § Ë Ê¨ ÈQÒ Ç Â�È ÆñÃ'Ä ÄÃ w�Ê§ ù"Á9Ä ¦ ËÓËhÃMÆ�Ë Ê § ù'Ì�Ä ¦ ÒÓÄ ÎQr È7Ò Ç Ì�Ò�Í�È ¨ ÈQÄÄ Ê r�ÇÓÊ Á r ÒÓÃ	Í�ÄÈQÉóË r Ã'Ë�È ¨Ã §ÐÇ Â�È[Ì §�Ê Ç Ë�v,Ì ¦ ÒÓÈ
Ω = (0, 1)2,

Lε,µu = ε(uxx + uyy) + µ(a1ux + a2uy) − bu = f Ê§ Ω,
y%�	�&� ¦ {

u|ΓB
= s1(x), u|ΓT

= s2(x), u|ΓL
= q1(y), u|ΓR

= q2(y),
y%�'���7Í {

s1(0) = q1(0), s2(0) = q1(1), s1(1) = q2(0), s2(1) = q2(1),
y%�'���?Á {

a1(x, y) ≥ α1 > 0, a2(x, y) ≥ α2 > 0, b(x, y) ≥ 2β > 0,
y'�	�&� ¨ {

w Â�ÈQÒÓÈ
ΓB , ΓT , ΓL

¦	§�¨ ΓR
¦ Ò�È Ç Â�È[È ¨ ù'È7ËâÃMÆ Ç Â�È[Í�Ã	Ì §�¨�¦ Ò Î ∂Ω ¨ È ��§ È ¨ Í Î

ΓB = {(x, 0)|0 ≤ x ≤ 1}, ΓT = {(x, 1)|0 ≤ x ≤ 1},
ΓL = {(0, y)|0 ≤ y ≤ 1}, ΓR = {(1, y)|0 ≤ y ≤ 1}.

¥âÂ�Ò�Ã'Ì�ù	Â�Ã	Ì Ç�Ç Â Ê Ë r�¦9r È7Ò � w È ¦ Ë�Ë�Ì�É�È�Ë�Ì)( Á Ê È §,Ç ÒÓÈQù'Ì�Ä ¦ Ò Ê ÇÎ ¦	§�¨ ÁQÃ	É r�¦;ÇÓÊ Í Ê Ä Ê ÇÎ Ã §
Ç Â�È ¨�¦;Ç4¦ Ë�Ã Ç Â ¦;Ç�Ç Â�ÈóË�Ã	ÄÌ Ç�Ê Ã § ¦M§�¨�Ê Ç ËSÁQÃ	É r Ã § È §,Ç Ë ¦ Ò�È ËDÌ)( Á Ê È §'Ç Ä Î Ë�É�Ã�Ã Ç Â�ÆñÃ	Ò
Ç Â�ÈSÆñÃ'Ä ÄÃ w�Ê § ù ¦	§�¦ Ä Î Ë Ê Ë Ç Ã�Í�È Ñ�¦ Ä Ê÷¨ �Pq Ê Ç ÂªÒÓÈ7Ë r È?Á ÇâÇ ÃóÒÓÈQù'Ì�Ä ¦ Ò Ê ÇÎó¦ ËÓË�Ì�É�È Ç Â ¦;Ç

a1, a2, b, f ∈ Cn,λ(D), λ ∈ (0, 1), s1, s2, q1, q2 ∈ Cm(J),

w Â�ÈQÒÓÈ
D, J ¦ ÒÓÈ¤Ã r È § ËDÈ Ç Ë Ë�Ì�Á4Â Ç Â ¦MÇ Ω ⊂ D, [0, 1] ⊂ J ¦M§�¨ n, m ¦ ÒÓÈâË�Ì)( Á Ê È §,Ç Ä ÎÄ ¦ Ò�ù'È�ÆñÃ'Ò[Ã	Ì�Ò ¦	§�¦ Ä Î Ë Ê ËQ��� §�Ç Â Ê Ë r�¦9r È7Ò ��Ç Â�È § Ã'Ò�É ‖v‖R = max~x∈R |v(~x)| Ê Ë Ç Â�È

É ¦ s Ê É�Ì�É r Ã Ê§,Çpw�Ê Ë�È § Ã	ÒÓÉª�%¥âÂ�ÒÓÃ	Ì�ù'Â�Ã	Ì Ç�Ç Â Ê Ë r�¦-r ÈQÒ
C Ê Ë ¦ ù	È § ÈQÒ Ê ÁªÁ9Ã § Ë ÇÓ¦M§,Ç

w Â Ê Á4Â Ê Ë Ê §#¨ È r È §�¨ È §,Ç ÃMÆ Ç Â�È�Ë Ê§ ù	Ì�Ä ¦ Ò r ÈQÒ Ç Ì�ÒÓÍ ¦MÇ�Ê Ã § r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ4Ë
ε, µ ¦M§#¨¶Ç Â�È

É È?ËDÂ r�¦ Ò ¦ É�È Ç È7ÒÓË
N, M

�
��Ã Ç È Ç Â ¦MÇ�Ç Â�È ¨�Ê t ÈQÒÓÈ §,ÇÓÊ¦ Ä0È#v,Ì ¦MÇ�Ê Ã § y%�'��� ¦ { Á9Ã §,ÇÓ¦MÊ§ Ë Çpw Ã Ë Ê§ ù'Ì�Ä ¦ Ò r È7Ò Ç Ì�ÒÓÍ ¦ Ô

Ç�Ê Ã § r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ4Ë
0 < ε ≤ ε0 = O(1) ¦	§�¨ 0 ≤ µ ≤ 1

� q�È[Ä È Ç

α = min {α1, α2} , γ < min

{

b

2a1
,

b

2a2

}

.
y%�'���7È {

¥âÂ�È ¦	§�¦ Ä Î Ë Ê Ë"ÆñÃ	Ò Ç Â Ê Ë Çpw Ã	Ô r#¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ r Ò�Ã'Í�Ä È7É §�¦;Ç Ì�Ò ¦ ÄÄ Î Ë r Ä Ê Ç Ë Ê§,Ç Ã Çpw ÃªÁ ¦ ËDÈ?Ë �
µ2 ≤ γε

α
¦M§�¨ µ2 ≥ γε

α

� � § Ç Â�È�Á ¦ ËDÈªÃMÆ
µ2 ≤ γε

α
�
Ç Â�È ¦M§�¦ Ä Î Ë Ê Ë Ê Ë Ë Ê É Ê Ä ¦ Ò Ç Ã

Ç Â�È Ò�È ¦ Á Ç�Ê Ã § Ô ¨�Êut Ì�Ë Ê Ã § r ÒÓÃ	Í�ÄÈQÉ }&��� w Â�È § µ = 0 ¦M§#¨ Í#Ã'Ì §�¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î ÈQÒ4Ë�Ã	Æ w�Ê¨�Ç Â
O(

√
ε) ¦-rPr È ¦ Ò Ê § Ç Â�È § È Ê ù	Â�Í�Ã	Ì�ÒÓÂ�Ã�Ã ¨ ÃMÆ ¦ ÄÄ�ÆñÃ'Ì�ÒüÈ ¨ ù	È?ËQ�+*�Ã'Ò Ç Â�È*Á ¦ ËDÈ�Ã	Æ

µ2 ≥ γε
αÇ Â�È ¦M§#¦ Ä Î Ë Ê Ë Ê Ë�É�Ã	ÒÓÈ Ê§,Ç Ò Ê Á ¦;Ç È ¦M§#¨ Í�Ã	Ì §#¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î ÈQÒ4Ë�Ã	Æ w�Ê÷¨�Ç Â O( ε

µ ) ¦-r7r È ¦ Ò Ê §
Ç Â�È § È Ê ù'Â,Í�Ã	Ì�Ò�Â�Ã�Ã ¨ Ã	Æ Ç Â�È�È ¨ ù'È7Ë

x = 0 � y = 0 ¦M§�¨ Í#Ã'Ì §�¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î È7ÒÓË*ÃMÆ w�Ê¨�Ç Â
O(µ) ¦-rPr È ¦ Ò Ê§ Ç Â�È § È Ê ù	Â�Í#Ã'Ì�ÒÓÂ�Ã�Ã ¨ ÃMÆ

x = 1, y = 1
�

� § Ç Â Ê Ë r�¦-r ÈQÒ � w ÈAÁQÃ §)�#§ È Ç Â�È ¨�Ê ËÓÁ9Ì�ËÓË Ê Ã § Ç Ã Ç Â�ÈAÁ ¦ ËDÈSÃMÆ

µ2 ≤ γε

α
.

y%�'���QÆ {
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� § Ç Â Ê ËâË�È7Á Ç�Ê Ã § w È�È7Ë ÇÓ¦ Í�Ä Ê ËDÂ ï���¿�²õìM¿�² Í�Ã	Ì §#¨ Ë¤Ã § Ç Â�È ¨ ÈQÒ ÊÑ�¦MÇ�ÊÑ È?Ë%Ã	Æ Ç Â�È[Ë�Ã	ÄÌ Ç�Ê Ã §ÃMÆWy'�	�&� { ��¥âÂ�È?ËDÈAÍ�Ã	Ì §�¨ Ë ¦ ÒÓÈAÈ7ËÓËDÈ §,Ç�Ê÷¦ Ä0ÆñÃ'Ò Ç Â�È�È7Ò�ÒÓÃ	Ò ¦	§�¦ Ä Î Ë Ê Ë Ê§ Ë�Ì�Í�Ë�È#v,Ì�È §'Ç ËDÈ?Á�Ô
Ç�Ê Ã § Ë7�-q�È�Í#È7ù Ê§ Í Î Ë Ç4¦;Ç�Ê§ ù ¦ Á9Ã §,Ç�Ê§ Ì�Ã	Ì�Ë·É Ê§�Ê É�Ì�É r Ò Ê§ Á Ê r ÄÈâÆñÃ	Ò Ç Â�È ¨�Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦ Ä
Ã r ÈQÒ ¦;Ç Ã'Ò Ê § y%�'��� { ��¥âÂ�È r Ò�Ã�ÃMÆ ÃMÆ Ç Â Ê Ë�Á9Ã'É r�¦ Ò Ê Ë�Ã § r Ò Ê § Á Êur Ä È Ê Ë�Ë Ç4¦M§�¨�¦ Ò ¨ �
������� 5��c8 ëõí w ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) À�¯�ôÓð ¸ñð�ïM¸ Lε,µw|Ω ≤ 0 ïM³�ö w|∂Ω ≥ 0 �h¸ñð�¾Q³
w|Ω̄ ≥ 0

�
� §ªÊ É�É�È ¨�Ê¦MÇ ÈAÁ9Ã § Ë�È#v,Ì�È § Á9È�ÃMÆ Ç Â Ê Ë��0È7É�É ¦ Ê Ë Ç Â�ÈAË ÇÓ¦ Í Ê Ä Ê ÇÎ Í�Ã	Ì §#¨ Õ

||u|| ≤ ||s||ΓB∪ΓT
+ ||q||ΓL∪ΓR

+
1

2β
||f ||.

¥âÂ�È § È�s Ç ÄÈQÉ�É ¦ È7Ë ÇÓ¦ Í�Ä Ê Ë�Â�È7Ë r#¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ�ÔºÈ�s r Ä Ê Á Ê Ç Í#Ã'Ì §�¨ Ë�Ã § Ç Â�È ¨ ÈQÒ Ê Ñ;¦;ÇÓÊ Ñ È7Ë
ÃMÆ Ç Â�È¤ËDÃ'Ä Ì Ç�Ê Ã § �#q Ê Ç Â Ê §AÇ Â�È ÒÓÈ ¦ Ä É�ÃMÆ�Ë Ê § ù	Ì�Ä ¦ ÒÓÄ ÎQr È7Ò Ç Ì�ÒÓÍ#È ¨�r Ò�Ã'Í�ÄÈQÉóË �QÇ Â�È r Ò�Ã�Ã	Æ Ê ËÈ7ËÓËDÈ §'ÇÓÊ¦ Ä Ä Î Á9Ä ¦ ËÓË Ê Á ¦ ÄMÈ�s�Á9È r�Ç�Ç Â ¦;Ç Â�ÈQÒÓÈ Ê ÇhÊ Ë ¦9rPr Ä Ê È ¨SÊ §AÇ Â�È¤Á ¦ Ë�È Ã	Æ ¦âÇpw Ã r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ
r Ò�Ã'Í�ÄÈQÉª�
������� 5�� 8 ëõí f ∈ C1,λ(Ω̄) � s, q ∈ C3,λ(0, 1) ï;¿�¾ ²´³�ö'¾ ��¾Q³�ö	¾Q³�¸ ìDí ε ï;³�ö µ �ï;³�ö ï;ÀÓÀ�¯�ò ²´³"! À�¯$# ôQ²õ¾Q³�¸ ô4ì;ò%��ïM¸P²õ°Q²´±H²´¸º¹ ìDí�¸ñð�¾¼°4ì;¯�³�ö	ïM¿�¹ ö	ïM¸æï ïM¸ ¸ñð�¾¼ô4ìM¿�³�¾Q¿4À �
¸´ð�¾�ö'¾9¿�²´½;ï;¸º²´½;¾�À�ìDí�¸ñð�¾�ÀQì;±H¯�¸º²õì;³�ìí y%�'��� { ÀQï;¸º²÷Àñí4¹ ¸ñð�¾�í9ì;±´± ì � ²´³"!�°4ì;¯�³�ö�ÀAí9ì;¿�ï;±´±
³�ì;³#³�¾ !,ï;¸º²´½�¾�²´³�¸�¾ !'¾Q¿4À k ï;³�ö m � � ð�¾9¿�¾ 1 ≤ k + m ≤ 3

∥

∥

∥

∥

∂k+mu

∂xk∂ym

∥

∥

∥

∥

≤ C

(

1√
ε

)k+m

(1 + ||u||) ,

� ð�¾Q¿�¾ C ²÷À[²´³�ö	¾���¾Q³�ö'¾9³#¸�ìDíS¸´ð�¾&��ï;¿Óï;òó¾9¸�¾9¿4À ε ï;³�ö µ
�

� ¿�ì?ìí �v��Ã Ç È Ç Â ¦;Ç w È�Á ¦	§ w Ò Ê Ç È ω = u − g �%w Â�ÈQÒÓÈ
ω

Ë ¦;ÇÓÊ Ë � È?Ë ¦M§ È#v,Ì ¦MÇ�Ê Ã §Ë Ê É Ê Ä ¦ Ò Ç Ã y'�	�&� { w�Ê Ç ÂªÂ�Ã'É Ã'ù	È § ÈQÃ'Ì�Ë%Í�Ã	Ì §�¨�¦ Ò Î ÁQÃ §�¨�Ê Ç�Ê Ã § ËQ� q�È[Â ¦�Ñ È

Lε,µω = f − Lε,µg = f̂
Ã § Ω, ω ≡ 0

Ã § ∂Ω.

¢üÃ § Ë Ê¨ ÈQÒ Ç Â�È Ç Ò ¦M§ ËDÆñÃ	ÒÓÉ ¦;Ç�Ê Ã §

ξ =
(µ +

√
ε)x

ε
, η =

(µ +
√

ε)y

ε
.

¥âÂ�È Ç Ò ¦M§ ËDÆñÃ	ÒÓÉ�È ¨ ¨ Ã	É ¦	Ê § Ω̃ Ê Ë�ù ÊÑ È § Í Î Ω̃ = (0, µ+
√

ε
ε )2

��� rPr Ä Î�Ê § ù Ç Â Ê Ë Ç Ò ¦M§ ËÔ
ÆñÃ	ÒÓÉ ¦MÇ�Ê Ã §0��Ç Â�È ¦ Í�Ã Ñ È ¨�Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦ ÄÅÈ#v,Ì ¦MÇ�Ê Ã § Í#È?Á9Ã'É È?Ë

ω̃ξξ + ω̃ηη +
µ√

ε + µ
ã1ω̃ξ +

µ√
ε + µ

ã2ω̃η − ε

(
√

ε + µ)2
b̃ω̃ = f̃ ,

Ã § Ω̃,

w Â�ÈQÒÓÈ
ω̃(ξ, η) = ω(x, y)

��¥âÂ�ÈAÁ9Ã�È (óÁ Ê È §,Ç Ë ã1
� ã2

� b̃ ¦ Ò�È ¨ È ��§ È ¨ Ë Ê É Ê Ä ¦ ÒÓÄ Î ¦	§�¨

f̃(ξ, η) =
ε

(
√

ε + µ)2
f̂(x, y).
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*�Ã	Ò%È ¦ Á4Â

(ζ1, ζ2) ∈ Ω̃ �-w È ¨ È § Ã Ç È Ç Â�È*Ò�È?Á ÇÓ¦	§ ù	ÄÈ
(ζ −δ, ζ +δ)2∩ Ω̃

Í Î R̃δ(ζ1, ζ2)
�

w Â�ÈQÒÓÈ
δ = O(1)

��*�Ã'Ò ¦ Ä Ä
(ξ, η) ∈ Ω̃ ¦M§�¨ R̃δ

w È�Â ¦�Ñ È yPËDÈ7È } � �Sr#¦ ù	È �������·Ã	Ò~}�� �¥âÂ�ÈQÃ'Ò�È7É����&��� { Ç Â ¦MÇ

|ω̃|1,λ,R̃δ
≤ C(‖f̃‖0,λ,R̃2δ

+ ‖ω̃‖R̃2δ
),

¦M§�¨ ÆñÃ	Ò
l = 0, 1

|ω̃|l+2,λ,R̃2δ
≤ C(‖f̃‖l,λ,R̃2δ

+ ‖ω̃‖R̃2δ
),

w Â�ÈQÒÓÈ | · |l+2,λ,R̃δ

¦	§�¨ ‖ · ‖l+1,λ,R̃δ

¦ Ò�È Ç Â�ÈAË Ç4¦M§�¨�¦ Ò ¨ ËDÈ7É Ê Ô § Ã	ÒÓÉóË ¦M§�¨Ð§ Ã	ÒÓÉóË Ê §
Ck,λ yPËDÈ7È � ÆñÃ	Ò�È�s ¦ É r ÄÈ � } � � �R� { ��« Ê § Á9È |ω|k,Ω ≤ |ω|k,λ,Ω

� w È[Ã	Í Ç4¦MÊ§

|ω̃|1,R̃δ
≤ |ω|1,λ,R̃δ

≤ C(‖f̃‖0,λ,R̃2δ
+ ‖ω̃‖R̃2δ

),

¦M§�¨ ÆñÃ	Ò
l = 0, 1

|ω̃|l+2,R̃δ
≤ |ω|l+2,λ,R̃δ

≤ C(‖f̃‖l,λ,R̃2δ
+ ‖ω̃‖R̃2δ

).

¥�Ò ¦M§ ËDÆñÃ	ÒÓÉ Ê § ùAÍ ¦ Á4ø Ç Ã Ç Â�È�Ã	Ò Ê ù Ê §�¦ Ä Ñ;¦ Ò Ê÷¦ Í�ÄÈ7Ë Ç Â Ê Ë Ê É r Ä Ê È7Ë¤ÆñÃ'Ò ¦ Ä Ä
(x, y) ∈ Ω ¦	§�¨

Rδ = Rδ(x, y)

( ε

µ +
√

ε

)

|ω|1,R2δ
≤ C

(

ε

(µ +
√

ε)2

( ε

µ +
√

ε

)λ

‖f̂‖0,λ,R2δ
+ ‖ω‖R2δ

)

,

¦M§�¨ ÆñÃ	Ò
l = 0, 1

( ε

µ +
√

ε

)l+2

|ω|l+2,Rδ
≤ C

ε

(µ +
√

ε)2

×
(

l
∑

v=0

( ε

µ +
√

ε

)v

|f̂ |v,R2δ
+
( ε

µ +
√

ε

)l+λ

|f̂ |l,λ,R2δ

)

+ C‖ω‖R2δ
.

��È r Ä ¦ Á Ê § ù
f̂

Í Î f − Lε,µg Î,Ê ÈQÄ ¨ Ë Ç Â�È[Ò�ÈRv,Ì Ê ÒÓÈ ¨ ÒÓÈ7Ë�Ì�Ä Ç �
�


 ¾Qò�ïM¿ ��� ��¥âÂ�È r Ò�Ã�Ã	Æ Ê § �0È7É É ¦ � Ê Ë ¦-rPr Ä Ê Á ¦ Í�Ä È Ê §�Ç Â�È¤Á ¦ Ë�È w Â�È7Ò�È Ç Â�È r Ã'Ë Ê ÇÓÊ Ñ�Ê ÇÎÁ9Ã § Ë Ç Ò ¦	Ê §,Ç y%�	�&� ¨ { Ê ËâÒÓÈQÄ ¦ s�È ¨ Ç Ã

a1(x, y) ≥ 0, a2(x, y) ≥ 0, b(x, y) ≥ 2β > 0.

�*e	� ��
�m%�
�
j�|k����;k%h��(h%i

� § Ã'Ò ¨ È7Ò Ç ÃªÃ	Í Ç4¦MÊ§ É�Ã	ÒÓÈ Ê § ÆñÃ'Ò�É ¦MÇ�ÊÑ È r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒSÈ�s r Ä Ê Á Ê Ç È7Ò�ÒÓÃ	Ò�Í�Ã	Ì §�¨ ËSÃ §�Ç Â�È
¨ ÈQÒ Ê Ñ;¦MÇ�ÊÑ È7Ë�ÃMÆ Ç Â�È�Ë�Ã	ÄÌ Ç�Ê Ã § ÃMÆ\y'�	�&� { ��Ç Â�È�Ë�Ã	ÄÌ Ç�Ê Ã §�Ê Ë ¨ È?Á9Ã'É r Ã'Ë�È ¨ªÊ§,Ç Ã ¦ ËDÌ�ÉlÃ	Æ
Ò�È7ù	Ì�Ä ¦ Ò ¦M§#¨ Ä ¦�Î È7Ò�ÁQÃ	É r Ã § È §,Ç ËQ�0¥âÂ�È�È�s Ç È § Ë Ê Ã § ÃMÆ Ê÷¨ È ¦ ÆñÒÓÃ	É } �-� Ê ËSÌ�Ë�È ¨ Ç Ã ¨ È9Ô
��§ È Ç Â�È�Ò�È7ù	Ì�Ä ¦ Ò%Ë�Ã	ÄÌ ÇÓÊ Ã §0�9w Â Ê Á4Â ¦�Ñ Ã Ê÷¨ Ë Ê É r Ã'Ë Ê§ ù�Ã Ñ ÈQÒÓÄ Î ¦ Ò Ç�Ê�� Á Ê÷¦ Ä�Á9Ã	É r�¦MÇ�Ê Í Ê Ä Ê ÇÎÁ9Ã §#¨�Ê ÇÓÊ Ã § Ë7� q�ÈóËDÂ�Ã w�Ç Â ¦;Ç�Ç Â�ÈQÒÓÈ�È�s Ê Ë Ç Ë ¦ ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § v

ËDÌ�Á4Â Ç Â ¦MÇ Lε,µv = f ¦M§�¨
w Â�È §yÊ Ç Ë�Í�Ã	Ì §#¨�¦ Ò Î Á9Ã §#¨�Ê ÇÓÊ Ã § Ë ¦ ÒÓÈ Á4Â�Ã'Ë�È §y¦-rPr ÒÓÃ r Ò Ê÷¦;Ç ÈQÄ Î	�ÅÇ Â�È ÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § v ¦M§�¨
Ê Ç Ë ¨ ÈQÒ ÊÑ�¦MÇ�ÊÑ È?Ë�Ì r Ç Ã¼ËDÈ?Á9Ã §�¨ Ã'Ò ¨ ÈQÒ ¦ ÒÓÈªÍ#Ã'Ì §�¨ È ¨ Ê §�¨ È r È §�¨ È §,Ç Ä Î ÃMÆ Ç Â�È�ËDÉ ¦ ÄÄ
r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ4ËQ�



��� ì � ï;¿�ïMò�¾Q¸æ¾Q¿ � ±´±H² ��¸P²õô � ¿�ì	°Q± ¾Qò�À ��� �
�"È ��§ È Ç Â�È � ÈQÒÓÃ Ã	Ò ¨ ÈQÒ ¨�Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦ ÄÅÃ r ÈQÒ ¦;Ç Ã	Ò

L0
Ç Ã�Í#È

L0z = −bz.

¢üÃ § Ë Ê¨ ÈQÒ Ç Â�È È�s Ç È §#¨ È ¨}¨ Ã'É ¦	Ê § Ω∗ = (−d, 1 + d) × (−d, 1 + d) ⊃ Ω � d > 0.¥âÂ�È�È�s Ç È §#¨ È ¨�¨�Ê t ÈQÒÓÈ §,Ç�Ê÷¦ Ä·Ã r È7Ò ¦MÇ Ã	Ò4Ë
L∗

ε,µ
¦M§�¨ L∗

0

Á9Ã Ê § Á Ê¨ È w�Ê Ç Â Ç Â�È Ã r ÈQÒ ¦;Ç Ã'ÒÓË
Lε,µ

¦M§#¨ L0
Ò�È?Ë r È7Á Ç�ÊÑ ÈQÄ Î Ã § Ω

���üÈ7Ä Ã w[�Nw È Ê É r Ä Ê Á Ê Ç Ä Î�¨ È ��§ ÈSË�É Ã�Ã Ç ÂóÈ�s Ç È § Ë Ê Ã § Ë
a∗
1
� a∗

2
� b∗ ¦M§�¨ f∗ ÃMÆ Ç Â�ÈSÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § Ë

a1
� a2

� b ¦M§�¨ f Ç Ã Ω∗ Ë�Ã Ç Â ¦;ÇâÇ Â�È Î ÁQÃ Ê§ Á Ê÷¨ È
w�Ê Ç Â Ç Â�È�ÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § Ë

a1
� a2

� b ¦	§�¨ f Ê§ Ω
�#¥âÂ�È?ËDÈ[È�s Ç È § Ë Ê Ã § Ë ¦ ÒÓÈAÁ9Ã § Ë Ç Ò�Ì�Á Ç È ¨ Ë�Ã

Ç Â ¦MÇ a∗
1 ≥ 0, a∗

2 ≥ 0, b∗ ≥ 2β > 0 ¦MÇ�¦ Ä Ä r Ã Ê§,Ç Ë Ê§ Ω∗ ¦M§#¨

f∗ = a∗
1 = a∗

2 = 0, b∗ = 2β, (x, y) ∈ Ω∗ \ D,

w Â�ÈQÒÓÈ
D Ê Ë ¦M§ Ã r È § Ë�È Ç Ë�Ì�Á4Â Ç Â ¦MÇ Ω ⊂ D ⊂ Ω∗ �

¢üÃ § Ë Ê¨ ÈQÒ Ç Â�È ¨�Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦ Ä
È#v,Ì ¦MÇ�Ê Ã § L∗
ε,µv∗ = f∗ Ã § Ω∗ ¦M§�¨ ¨ È7ÁQÃ	É r Ã'Ë�È

v∗¦ Ë¤ÆñÃ	ÄÄÃ w Ë
v∗(x, y) = v∗0(x, y) +

√
εv∗1(x, y) + εv∗

2(x, y),

w Â�ÈQÒÓÈ

L∗
0v

∗
0 = f∗,

√
εL∗

0v
∗
1 = (L∗

0 − L∗
ε,µ)v∗0 ,

εL∗
ε,µv∗2 =

√
ε(L∗

0 − L∗
ε,µ)v∗1 , v∗2 |∂Ω∗ = 0.

��Ã Ç È Ç Â ¦;Ç v∗0
¦	§�¨ v∗1

Ë ¦MÇ�Ê ËÆ Î � È7Ò�ÃóÃ'Ò ¨ È7Ò ¨�Êut È7Ò�È §'ÇÓÊ¦ Ä�ÈRv'Ì ¦;Ç�Ê Ã § Ë ¦M§�¨ Â�È § Á9È Ç Â�È7Ò�È
¦ ÒÓÈ § Ã Ê Ë�Ë�Ì�È?Ë0ÃMÆ�ÁQÃ	É r�¦MÇ�Ê Í Ê Ä Ê ÇÎ �7¥âÂ�È Ç È7Ò�É

v∗2
Ê Ë Ç Â�È¤ËDÃ'Ä Ì ÇÓÊ Ã § ÃMÆ ¦	§ ÈQÄÄ Ê r�Ç�Ê Á r Ò�Ã'Í�Ä È7É

Ã § Ç Â�ÈSÈ�s Ç È §�¨ È ¨ ¨ Ã'É ¦	Ê § Ω∗ ��¥âÂ�È�È�s Ç È § Ë Ê Ã § Ë
b∗, f∗ ¦ Ò�È�ËDÌ#Á4Â Ç Â ¦;ÇâÇ Â�È*ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã §

g∗ ≡ (L∗
0 − L∗

ε,µ)v∗1
Ê Ë � È7Ò�Ã ¦MÇAÇ Â�È ÆñÃ	Ì�Ò�ÁQÃ	Ò § ÈQÒ4ËSÃMÆ Ç Â�È È�s Ç È §�¨ È ¨¼¨ Ã	É ¦MÊ§¼¦M§�¨

g∗ ∈ C1,λ(Ω̄∗)
�#� §�Ç Â Ê Ë wâ¦�Î Ç Â�È Ç È7Ò�É

v2 ∈ C3,λ(Ω̄∗) Ê Ë"Ë�Ì)( Á Ê È §,Ç Ä Î ÒÓÈQù	Ì�Ä ¦ ÒâÆñÃ	Ò
Ã	Ì�Ò r Ì�Ò r Ã'Ë�È7Ë�} ���æ�

©�Ê Ñ È § µ2 ≤ γε
α

�#w È Ë�ÈQÈ Ç Â ¦MÇ0Ç Â�È ÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § Ë
v∗0

¦	§�¨ v∗1
¦M§#¨"Ç Â�È Ê Ò ¨ ÈQÒ Ê Ñ;¦;ÇÓÊ Ñ È7Ë ¦ Ò�È

Í#Ã'Ì §�¨ È ¨ªÊ §�¨ È r È §�¨ È §,Ç Ä Î Ã	Æ Í�Ã Ç Â�ËDÉ ¦ ÄÄ r�¦ Ò ¦ É È Ç È7ÒÓË7��« Ê§ Á9È
v∗2

Ë ¦;ÇÓÊ Ë � È7Ë ¦ Ë Ê É Ê Ä ¦ Ò
È#v,Ì ¦;ÇÓÊ Ã §ªÇ Ã y%�	�&� { w È�Á ¦M§ Ì�ËDÈ �0È7É É ¦ � ¦M§�¨ �0ÈQÉ�É ¦ � ¦ ÄÃ § ù w�Ê Ç Â µ2 ≤ γε

α
Ç ÃÃ	Í Ç4¦MÊ§ ÆñÃ'Ò

0 ≤ k + m ≤ 3

∥

∥

∥

∥

∂k+mv∗2
∂xk∂ym

∥

∥

∥

∥

≤ C
( 1√

ε

)k+m

, if µ2 ≤ γε

α
.

�"È ��§ È Ç Â�È[Ò�È7ù	Ì�Ä ¦ ÒâÁ9Ã'É r Ã § È §,Ç v Ç ÃóÍ�È Ç Â�ÈAË�Ã	ÄÌ ÇÓÊ Ã § Ã	Æ Ç Â�È[ÈQÄÄ Ê r�Ç�Ê Á r ÒÓÃ	Í�ÄÈQÉ

Lε,µv = f, (x, y) ∈ Ω, and v = v∗, (x, y) ∈ ∂Ω.

�"ËÓËDÌ�É Ê§ ù�Ë�Ì)( Á Ê È §,Ç Ë�É Ã�Ã Ç Â § È?Ë�ËAÃMÆ Ç Â�È ÁQÃ�È ( Á Ê È §,Ç Ë � w È Á ¦	§ È7Ë ÇÓ¦ Í�Ä Ê ËDÂ Ç Â�ÈóÆñÃ	Ä Ô
Ä Ã w�Ê§ ù�Í#Ã'Ì §�¨ ËâÃ § Ç Â�È � Ò4Ë Ç�Ç Â�ÒÓÈQÈ ¨ ÈQÒ ÊÑ�¦MÇ�ÊÑ È?ËâÃMÆ Ç Â�È[ÒÓÈQù	Ì�Ä ¦ ÒâÁQÃ	É r Ã § È §'Ç v

∥

∥

∥

∥

∂k+mv

∂xk∂ym

∥

∥

∥

∥

≤ C
(

1 + ε(2−k−m)/2
)

, 0 ≤ k + m ≤ 3, if µ2 ≤ γε

α
.
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 ²õì;¿�ö'ï;³�� î ������ ²õô��'¾9¸º¸���� � ë ��� ð�²÷À�ð��M²´³
� e��

���
� j �|k � �;k�h���h�i
�

�"ËÓËDÃ�Á Ê÷¦;Ç È ¨ w�Ê Ç Â Ç Â�È Ä ÈQÆ Ç È ¨ ù	È
ΓL

�?w È ¨ È ��§ È ¦ Í#Ã'Ì §�¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î ÈQÒ�ÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § wL
�

¢üÃ § Ë Ê¨ ÈQÒ Ç Â�È�È�s Ç È §�¨ È ¨�¨ Ã	É ¦MÊ§ Ω∗∗ = (0, 1) × (−d, 1 + d), 0.5 > d > 0
��q È

¨ È ��§ È
w∗

L
Ç Ã�Í�È Ç Â�ÈAË�Ã	ÄÌ ÇÓÊ Ã § Ã	Æ

L∗∗
ε,µw∗

L = 0, (x, y) ∈ Ω∗∗,
y �#��� ¦ {

w∗
L|ΓL

= (u − v)∗, w∗
L(1, y) = 0, y ∈ [−d, 1 + d],

y ���&�QÍ {
w∗

L(x,−d) = w∗
L(x, 1 + d) = 0, x ∈ [0, 1].

y ���&�7Á {
������� 5���8�� ð�¾Q³ µ2 ≤ γε

α
�â¸´ð�¾ °4ì;¯�³�ö'ï;¿�¹ ± ï;¹	¾Q¿âí4¯�³�ôQ¸P²õìM³ w∗

L
ÀQï;¸º²÷À
	¤¾�À�¸´ð�¾�í9ì;±��

± ì � ²´³�! °4ìM¯�³�ö�À

|w∗
L(x, y)| ≤ Ce

−
√

γα
√

ε
x
,

∥

∥

∥

∥

∂iw∗
L

∂yi

∥

∥

∥

∥

≤ C(1 +
√

ε
1−i

), i = 1, 2, 3.

� ¿�ì?ìí �v¥âÂ�È
Í�Ã	Ì §#¨�¦ Ò Î ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § (u−v)(0, y) Ê Ë0È�s Ç È §#¨ È ¨ Ë�Ã Ç Â ¦MÇ (u−v)∗(0, y) =
0

ÆñÃ'Ò
y < −d

2
¦M§#¨ y > 1 + d

2

� � Î Ç Â�ÈAÁ9Ã	É r�¦ Ò Ê Ë�Ã §0r Ò Ê§ Á Ê r ÄÈ ��Ê Ç ÆñÃ	ÄÄ Ã w Ë Ç Â ¦;Ç

|w∗
L(x, y)| ≤ Ce−

√
γα
ε

x, (x, y) ∈ Ω
∗∗

.

��Ã Ç È Ç Â ¦;Ç Ç Â�ÈâÁQÒ�Ì ¨ È ¨ ÈQÒ Ê Ñ;¦;ÇÓÊ Ñ È%Í�Ã	Ì §#¨ Ë ù ÊÑ È §�Ê § �0È7É É ¦ � ¦ ÄË�Ã ¦9rPr Ä Î[Ê §�Ç Â�È�Á ¦ ËDÈ
w Â�È § a1(x, y) ≥ 0, a2(x, y) ≥ 0

� Ï Ë Ê§ ù Ç Â�ÈóË ¦ É�È ¦ ÒÓù	Ì�É�È §,Ç Ã §�Ç Â�È�È�s Ç È §�¨ È ¨
¨ Ã	É ¦MÊ§ w È Á ¦M§ Ë�Â�Ã wpÇ Â ¦;ÇAÇ Â�È7Ë�È Á9ÒÓÌ ¨ ÈóÍ�Ã	Ì §�¨ Ë[Ã § Ç Â�È ¨ È7Ò ÊÑ;¦;ÇÓÊ Ñ È7Ë ¦ Ä÷Ë�Ã ¦9rPr Ä Î
Ç Ã w∗

L

��� §ÐÇ Â�È ¨�Ê ÒÓÈ7Á ÇÓÊ Ã § Ã	Ò Ç Â�Ã'ù	Ã §#¦ Ä Ç Ã Ç Â�È�Ä ¦�Î ÈQÒ w ÈAË�Â ¦ Ò r È §ÐÇ Â�È?ËDÈSÍ�Ã	Ì §�¨ ËQ�Pq�È
� ÒÓË Ç Ã	Í Ç4¦MÊ§Ð¦ Í�Ã	Ì §�¨ Ã § w∗

L
Ç Ã ÒÓÈ�#È7Á Ç¤Ç Â�ÈSÆ ¦ Á ÇâÇ Â ¦;Ç�Ê ÇâÊ Ë � È7Ò�Ã Ã § Ç Â�È[È ¨ ù	È?Ë

Γ ∗∗
T¦M§�¨ Γ ∗∗

B

����Ã Ç È Ç Â ¦;Ç*Ç Â�È�ÁQÃ�È ( Á Ê È §,Ç a2
Ê Ë�È�s Ç È §#¨ È ¨ªÇ Ã Ç Â�È ¨ Ã'É ¦	Ê § Ω∗∗ Ë�Ã Ç Â ¦;Ç

‖a∗
2‖Ω∗∗ ≤ C1(d + y)(1 + d − y)

����Ã Ç È ¦ Ä÷Ë�Ã Ç Â ¦;Ç

L∗∗
ε,µ ((d + y)(1 + d − y)) = −2ε + µ(1 − 2y)a∗

2 − b∗(d + y)(1 + d − y).

�"ËÓËDÌ�É Ê§ ù Ç Â ¦MÇ µ Ê Ë�Ë�Ì)( Á Ê È §,Ç Ä Î Ë�É ¦ ÄÄ�yõË�Ã Ç Â ¦;Ç 4C1µ < β { ��Ê Ç ÆñÃ'Ä ÄÃ w Ë Ç Â ¦;Ç

|w∗
L(x, y)| ≤ C(d + y)(1 + d − y), (x, y) ∈ Ω̄∗∗.

*�ÒÓÃ	É Ç Â�È ¦ Í�Ã Ñ È�Í�Ã	Ì §�¨ Ã § |w∗
L(x, y)| ¦	§�¨�Ç Â�È"Æ ¦ Á Ç%Ç Â ¦;Ç w∗

L(x,−d) = w∗
L(x, 1 +

d) = 0 � w È[Ã'Í ÇÓ¦	Ê §
∣

∣

∣

∣

∂w∗
L

∂y
(0, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C,
∂w∗

L

∂y
(1, y) = 0,

∣

∣

∣

∣

∂w∗
L

∂y
(x,−d)

∣

∣

∣

∣

≤ C,

∣

∣

∣

∣

∂w∗
L

∂y
(x, 1 + d)

∣

∣

∣

∣

≤ C.

� Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦;Ç È Ç Â�È[È#v,Ì ¦MÇ�Ê Ã § L∗∗
ε,µw∗

L = 0 w�Ê Ç ÂªÒ�È?Ë r È7Á Ç¤Ç Ã y Ç Ã�Ã'Í ÇÓ¦	Ê §

L∗∗
ε,µ

∂w∗
L

∂y
= −µ

∂a∗
1

∂y

∂w∗
L

∂x
− µ

∂a∗
2

∂y

∂w∗
L

∂y
+

∂b∗

∂y
w∗

L = f̃ .



��� ì � ï;¿�ïMò�¾Q¸æ¾Q¿ � ±´±H² ��¸P²õô � ¿�ì	°Q± ¾Qò�À ��� �
Ï Ë Ê § ù Ç Â�È�Á9ÒÓÌ ¨ È ¨ È7Ò ÊÑ;¦;ÇÓÊ Ñ È�Í#Ã'Ì §�¨ Ë ÆñÒ�Ã'É ��ÈQÉ�É ¦ � ¦	§�¨ µ2 ≤ γε

α
�,w È�Â ¦�Ñ È

‖f̃‖ ≤ C ¦	§�¨ÐÇ Â�È7Ò�ÈQÆñÃ	ÒÓÈ
∥

∥

∥

∥

∂w∗
L

∂y

∥

∥

∥

∥

≤ C.

¥âÂ Ê Ë ¦ Ò�ù'Ì�É�È §,Ç Á ¦	§ Í�È È�s Ç È §#¨ È ¨�Ç Ã r Ò�Ã ¨ Ì�ÁQÈ Ç Â�È�Â Ê ù'Â�ÈQÒ ¨ È7Ò ÊÑ;¦;Ç�ÊÑ È Í#Ã'Ì §�¨ Ë7�
Ï Ë Ê § ù y ���&� ¦ { � y ���&�7Á { ¦M§#¨ Ç Â�È"Æ ¦ Á Ç%Ç Â ¦MÇ a∗

2(x,−d) = a∗
2(x, 1+d) = 0 w È"Ë�ÈQÈ Ç Â ¦;Ç

∂2w∗
L

∂y2
(x,−d) =

∂2w∗
L

∂y2
(x, 1 + d) = 0,

∣

∣

∣

∣

∂2w∗
L

∂y2
(0, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C,
∂2w∗

L

∂y2
(1, y) = 0.

Ï Ë Ê § ù�¥ ¦�Î ÄÃ	Ò È�s r#¦M§ Ë Ê Ã § Ë ¦	§�¨ Ç Â�È*Í#Ã'Ì §�¨ ËüÃ §�Ç Â�È"ÒÓÈQù'Ì�Ä ¦ Ò%ÁQÃ	É r Ã § È §,Ç v w È�Â ¦�Ñ È
Ç Â�È[Í�Ã	Ì §#¨

∣

∣

∣

∣

∂2w∗
L

∂y2
(0, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C
(d + y)(1 + d − y)√

ε
.

� Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦;Ç È0y ���&� { Çpw�Ê Á9È w�Ê Ç ÂªÒ�È?Ë r È7Á Ç�Ç Ã y Ç Ã Ã'Í ÇÓ¦	Ê §

L∗∗
ε,µ

∂2w∗
L

∂y2
= − 2µ

∂a∗
1

∂y

∂2w∗
L

∂x ∂y
− 2µ

∂a∗
2

∂y

∂2w∗
L

∂y2
+ (2

∂b∗

∂y
− µ

∂2a∗
2

∂y2
)
∂w∗

L

∂y

− µ
∂2a∗

1

∂y2

∂w∗
L

∂x
+

∂2b∗

∂y2
w∗

L = f̃1, (x, y) ∈ Ω∗∗.

� Î Á9Ã § Ë Ç Ò�Ì�Á Ç�Ê Ã §ÐÇ Â�È[È�s Ç È § Ë Ê Ã § Ë
a∗
1
� a∗

2
¦M§�¨ b∗ ¦ Ò�È[Ë�Ì�Á4Â Ç Â ¦MÇ

∣

∣

∣

∣

∂ka∗
i

∂yk

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂b∗

∂y

∣

∣

∣

∣

≤ C(d + y)(1 + d − y), k = 0, 1, 2 and i = 1, 2.

q È ¨ È ¨ Ì�ÁQÈ Ç Â ¦MÇ ‖f̃1‖ ≤ C√
ε
(d + y)(1 + d − y)

� Ï Ë Ê § ù Ç Â�ÈAÁ9Ã §�¨�Ê Ç�Ê Ã § Ë

C1µ(1 + 2d) − b∗ < 0, |a∗
2| ≤ C1(d + y)(1 + d − y),

w ÈSÃ	Í ÇÓ¦MÊ§
∣

∣

∣

∣

∂2w∗
L

∂y2

∣

∣

∣

∣

≤ C√
ε
(d + y)(1 + d − y).

Ï Ë Ê § ù Ç Â Ê Ë�Í#Ã'Ì §�¨zw ÈSÃ'Í ÇÓ¦	Ê §
∣

∣

∣

∣

∂3w∗
L

∂y3
(x,−d)

∣

∣

∣

∣

≤ C√
ε
,

∣

∣

∣

∣

∂3w∗
L

∂y3
(x, 1 + d)

∣

∣

∣

∣

≤ C√
ε

∣

∣

∣

∣

∂3w∗
L

∂y3
(0, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C√
ε
,

∂3w∗
L

∂y3
(1, y) = 0.

� Êut È7Ò�È §,Ç�Ê÷¦;Ç È0y ���&� { Ç Â�Ò�È7È ÇÓÊ É�È?Ë w�Ê Ç ÂªÒ�È?Ë r È7Á Ç¤Ç Ã y Ç ÃóÃ'Í ÇÓ¦	Ê §

L∗∗
ε,µ

∂3w∗
L

∂y3
= f̃2.
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 ²õì;¿�ö'ï;³�� î ������ ²õô��'¾9¸º¸���� � ë ��� ð�²÷À�ð��M²´³
� Î ËDÌ Ê ÇÓ¦ Í�ÄÈ[È�s Ç È § Ë Ê Ã § Ë ‖f̃2‖ ≤ C

ε
¦	§�¨ Ç Â�È §

∥

∥

∥

∥

∂3w∗
L

∂y3

∥

∥

∥

∥

≤ C

ε
.

¥�Ã ��§�Ê ËDÂ �,§ Ã Ç È Ç Â ¦;ÇâÊ §ÐÇ Â�È�Á ¦ Ë�È w Â�È7Ò�È
4C1µ > β ¦M§#¨ µ2 ≤ γε

α
Ç Â�È § ε ≥ C ¦M§�¨

w È ¦ Ò�È Ê§ Ç Â�È § Ã § Ô�Ë Ê§ ù	Ì�Ä ¦ Ò�Ä Î r È7Ò Ç Ì�ÒÓÍ#È ¨ Á ¦ Ë�È Ê § w Â Ê Á4Â ¦ ÄÄ Ç Â�È ¨ ÈQÒ Ê Ñ;¦MÇ�ÊÑ È7Ë ¦ Ò�È
Í#Ã'Ì §�¨ È ¨ÐÊ§�¨ È r È §�¨ È §'Ç Ä Î ÃMÆ

ε
�
�

�"È ��§ È Ç Â�È[Í#Ã'Ì §�¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î È7ÒüÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § wL
Í Î

Lε,µwL = 0, (x, y) ∈ Ω, wL

∣

∣

∣

∣

ΓL

= u − v, wL

∣

∣

∣

∣

ΓR

= 0, wL

∣

∣

∣

∣

ΓT ∪ΓB

= w∗
L.

*�Ã	Ò Ç Â�È�Í�Ã	Ì §�¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î È7Ò ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § wT
¦ Ë�Ë�Ã�Á Ê÷¦;Ç È ¨~w�Ê Ç Â Ç Â�È Ç Ã r È ¨ ù'È

ΓT
�	Ç Â�È

È�s Ç È §�¨ È ¨ª¨ Ã'É ¦MÊ§ÐÊ Ë ÇÓ¦ ø	È §ÐÇ ÃóÍ�È
(x, y) ∈ [−d, 1 + d] × [0, 1] ¦	§�¨

Lε,µwT = 0, (x, y) ∈ Ω, wT

∣

∣

∣

∣

ΓT

= u − v, wT

∣

∣

∣

∣

ΓB

= 0, wT

∣

∣

∣

∣

ΓL∪ΓR

= w∗
T .

������� 5��(8�� ð�¾Q³ µ2 ≤ γε
α
�¤¸ñð�¾ó°4ìM¯�³�ö	ïM¿�¹Ð±ï;¹	¾Q¿¤í4¯�³�ô9¸º²õì;³ w∗

T
ÀQï;¸º²÷À
	¤¾�À�¸´ð�¾�í9ì;±��

± ì � ²´³�! °4ìM¯�³�ö�À
∣

∣

∣

∣

w∗
T (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ Ce
−

√
γα

√
ε

(1−y)
,

∥

∥

∥

∥

∂iw∗
T

∂xi

∥

∥

∥

∥

≤ C(1 +
√

ε
1−i

), i = 1, 2, 3.

� ¿�ì?ìí �v¥âÂ�È r ÒÓÃ�ÃMÆ0ÆñÃ'Ä ÄÃ w Ë Ç Â�ÈAË ¦ É�ÈSÄ Ê§ È?Ë ¦ Ë Ç Â�È r Ò�Ã�ÃMÆhÃMÆ Ç Â�È r ÒÓÈ Ñ�Ê Ã	Ì�Ë¤ÄÈQÉ�É ¦ �
¬�Ã w È Ñ È7Ò ��§ Ã Ç È Ç Â ¦;Ç

L∗∗
ε,µe

−
√

γα
√

ε
(1−y)

=
(

γα +
µ√
ε
a∗
2

√
αγ − b∗

)

e
−

√
γα

√
ε

(1−y)

≤
(

γα + γa∗
2 − b∗

)

e
−

√
γα

√
ε

(1−y)
.

��Ã Ç È Ç Â ¦;Ç Ã §�Ç Â�È�Ã'Ò Ê ù Ê§�¦ Ä ¨ Ã	É ¦MÊ§ γα+γa2− b ≤ 2γa2− b ≤ 0
�'¥âÂ�È�È�s Ç È § Ë Ê Ã § Ë

¦ ÒÓÈAÁ9Ã § Ë Ç Ò�Ì�Á Ç È ¨ Ç Ã É ¦MÊ§,ÇÓ¦MÊ§ Ç Â Ê Ë"Ë Ê ù § r�¦;Ç�Ç È7Ò § Ã §ÐÇ Â�È�È�s Ç È §#¨ È ¨�¨ Ã'É ¦MÊ§ ����Ä÷Ë�Ã �
a1

Á ¦M§ Í#ÈAË�Ì Ê ÇÓ¦ Í�Ä Î È�s Ç È §�¨ È ¨ Ë�Ã Ç Â ¦MÇ

L∗∗
ε,µ

(

(x + d)(1 + d − x)
)

=
(

− 2ε + µ(1 − 2x)a∗
1 − b∗(x + d)(1 + d − x)

)

≤ 0.

�

�"È ��§ È Ç Â�È�Í�Ã	Ì §�¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î ÈQÒ�ÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § Ë ¦ ËÓËDÃ�Á Ê¦MÇ È ¨Zw�Ê Ç Â Ç Â�È Ã Ç Â�È7Ò Çpw ÃÐÈ ¨ ù'È7Ë
wR

¦	§�¨ wB
¦M§�¦ Ä Ã'ù	Ã'Ì�ËDÄ Î�Ç Ã wT

¦M§�¨ wL
� �"ËÓËDÃ�Á Ê÷¦;Ç È ¨ w�Ê Ç Â Ç Â�È Á9Ã'Ò § ÈQÒ

ΓLB =
ΓL ∩ ΓB

¨ È ��§ È ¦ ÁQÃ	Ò § ÈQÒâÄ ¦�Î ÈQÒ¤ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § wLB
Ë�Ì�Á4Â Ç Â ¦MÇ

Lε,µwLB = 0, (x, y) ∈ Ω,

wLB = −wB , (x, y) ∈ ΓL, wLB = −wL, (x, y) ∈ ΓB ,

wLB = 0, (x, y) ∈ ΓR, wLB = 0, (x, y) ∈ ΓT .



��� ì � ï;¿�ïMò�¾Q¸æ¾Q¿ � ±´±H² ��¸P²õô � ¿�ì	°Q± ¾Qò�À ���+ 
��Ã Ç È Ç Â ¦;Ç�¦MÇAÇ Â�È Á9Ã'Ò § È7Ò

(0, 0) � wL(x, 0) Ê Ë�È#v,Ì ¦ Ä Ç Ã wL(0, y) = (u − v)(0, y)w Â Ê Á4Â Ê Ë�È#v,Ì ¦ Ä Ç Ã (u − v)(x, 0) = wB(x, 0) w Â Ê Á4Â Ê § Ç Ì�Ò §ªÊ Ë�È#v,Ì ¦ Ä Ç Ã wB(0, y)
�

��Ã Ç È ¦ Ä÷ËDÃ Ç Â ¦;Ç u − v, wL, wB ∈ C3,λ(Ω̄) ¦M§�¨

Lε,µwL = Lε,µwB = Lε,µ(u − v) = 0.

¬�È § Á9È w È�Â ¦�Ñ È"Ë�Ì)( Á Ê È §,Ç ÁQÃ	É r�¦;ÇÓÊ Í Ê Ä Ê ÇÎ ÆñÃ	Ò
wLB ∈ C3,λ(Ω̄)

� � Î Ì#Ë Ê§ ù Ç Â�È*ÁQÃ	É Ô
r�¦ Ò Ê Ë�Ã § r Ò Ê § Á Êur Ä È ¦M§#¨¼Ç Â�È�Ã	Í Ñ�Ê Ã'Ì�Ë�Í ¦ ÒÓÒ Ê ÈQÒ ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã §0�·Ç Â�ÈªÆñÃ	ÄÄÃ w�Ê § ù�Í�Ã	Ì §�¨ Ã §
wLB

Â�Ã	Ä ¨ Ë
∣

∣

∣

∣

wLB(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ Ce−
√

γα
ε

xe−
√

γα
ε

y.

�"ËÓËDÃ�Á Ê÷¦;Ç È ¨ w�Ê Ç Â Ç Â�È"Á9Ã'Ò § È7Ò
ΓRT = ΓR∩ΓT

¨ È ��§ È ¦ Á9Ã	Ò § È7Ò
Ä ¦�Î ÈQÒ ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § wRTËDÌ�Á4Â Ç Â ¦;Ç

Lε,µwRT = 0, (x, y) ∈ Ω,

wRT = −wR, (x, y) ∈ ΓT , wRT = −wT , (x, y) ∈ ΓR,

wRT = 0, (x, y) ∈ ΓL, wRT = 0, (x, y) ∈ ΓB .

��Ã ÇÓÊ § ù Ç Â ¦;Ç

Lε,µe
−

√
γα

2
√

ε
(1−x)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−y)

=
(γα

2
+

µa1
√

γα

2
√

ε
+

µa2
√

γα

2
√

ε
− b
)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−x)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−y)

≤
(γα

2
+

γ

2
(a1 + a2) − b

)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−x)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−y)

≤
(

γ(a1 + a2) − b
)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−x)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−y) ≤ 0

Ã § È[Á ¦	§ È?Ë Ç4¦ Í�Ä Ê ËDÂ Ç Â�È�Í�Ã	Ì §�¨
∣

∣

∣
wRT (x, y)

∣

∣

∣
≤ Ce

−
√

γα

2
√

ε
(1−x)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−y)

.

� §�¦ Ä Ã'ù	Ã	Ì#Ë"Í�Ã	Ì §#¨ ËSÂ�Ã	Ä ¨ ÆñÃ	Ò Ç Â�ÈóÃ Ç Â�È7Ò Çpw ÃªÁ9Ã'Ò § È7ÒÓË7��� § Ë�Ì�É�É ¦ Ò Î w ÈóË ÇÓ¦;Ç È Ç Â�È
É ¦	Ê § ÒÓÈ7Ë�Ì�Ä Ç Ã	Æ Ç Â Ê Ë r�¦-r ÈQÒ?Õ
��� ��� 4 �"� � 8 � ð�¾ ÀQì;±H¯�¸º²õì;³ u ìí y'�	�&� { ô4ï;³e°4¾�ö	¾4ô4ì;ò%��ì�ÀQ¾4ö}²´³�¸�ì�¸´ð�¾[í9ì;±´±ì � ²´³"!
À4¯�òlìí�ô4ìMò���ì;³�¾9³#¸õÀ

u = v + wL + wR + wT + wB + wLB + wLT + wRB + wRT

� ð�¾Q¿�¾ Lε,µv = f ��ïM³�ö�¸ñð�¾¤± ïM¹	¾9¿�ï;³�ö�ô4ìM¿�³�¾Q¿%± ïM¹	¾9¿�í4¯�³�ôQ¸P²õìM³�À¤ïM¿�¾�¾4ï	ô4ð�ÀQì;±H¯�¸º²õì;³�À¤ìí
¸´ð�¾üð�ìMò�ì !,¾9³�¾ÓìM¯�À�¾��Q¯�ï;¸º²õì;³ Lε,µw = 0

��� ì;¯�³�ö'ï;¿�¹�ô4ì;³�ö;²´¸º²õì;³�À�í9ìM¿¤¸ñð�¾9ÀQ¾0í4¯�³�ô9¸º²õì;³�À
ôÓïM³ °4¾ À ��¾4ôQ² 	ü¾4ö�ÀQì�¸ñð�ïM¸S¸´ð�¾ °4ìM¯�³�ö�ÀÐìM³y¸ñð�¾ªô4ì;ò%��ì;³�¾Q³�¸PÀÐï;³�ö ¸´ð�¾9²´¿ªö	¾Q¿�²´½�ïM¸P²´½;¾�À
!M²´½;¾9³}°4¾9± ì � ð�ìM± ö	�
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∥

∥

∥

∂k+mv

∂xk∂ym

∥

∥

∥
≤ C

(

1 + ε
2−k−m

2

)

, 0 ≤ k + m ≤ 3,

|wL(x, y)| ≤ Ce
−

√
γα

√
ε

x
, |wB(x, y)| ≤ Ce

−
√

γα
√

ε
y
,

|wR(x, y)| ≤ Ce
−

√
γα

√
ε

(1−x)
, |wT (x, y)| ≤ Ce

−
√

γα
√

ε
(1−y)

,

|wLB(x, y)| ≤ Ce
−

√
γα

√
ε

x
e
−

√
γα

√
ε

y
, |wLT (x, y)| ≤ Ce

−
√

γα
√

ε
x
e
−

√
γα

2
√

ε
(1−y)

,

|wRB(x, y)| ≤ Ce
−

√
γα

2
√

ε
(1−x)

e
−

√
γα

√
ε

y
, |wRT (x, y)| ≤ Ce

−
√

γα

2
√

ε
(1−x)

e
−

√
γα

2
√

ε
(1−y)

,
∥

∥

∥

∥

∂kwL

∂yk

∥

∥

∥

∥

≤ C
(

1 +
√

ε
1−k
)

,

∥

∥

∥

∥

∂kwR

∂yk

∥

∥

∥

∥

≤ C
(

1 +
√

ε
1−k
)

, 1 ≤ k ≤ 3,

∥

∥

∥

∥

∂kwB

∂xk

∥

∥

∥

∥

≤ C
(

1 +
√

ε
1−k
)

,

∥

∥

∥

∥

∂kwT

∂xk

∥

∥

∥

∥

≤ C
(

1 +
√

ε
1−k
)

, 1 ≤ k ≤ 3.

� ìM¿�ï;±´±�¸ñð�¾�± ïM¹	¾9¿�ô4ì;ò%��ì;³�¾Q³�¸PÀ�� � ¾�ïM± ÀQì ð�ï;½;¾�¸´ð�ï;¸
∥

∥

∥

∂k+mw

∂xk∂ym

∥

∥

∥
≤ Cε

−k−m
2 , 1 ≤ k + m ≤ 3.

�*e�� m � � j o�n
�
��� � i 	\k�l

¢üÃ § Ë Ê¨ ÈQÒ Ç Â�ÈSÆñÃ	ÄÄ Ã w�Ê§ ù Ì rBw�Ê §�¨ ��§�Ê Ç È ¨�Ê t ÈQÒÓÈ § Á9È[Ë�Á4Â�ÈQÉ�È

LN,MU(xi, yj) = εδ2
xU + εδ2

yU + µa1D
+
x U + µa2D

+
y U − bU = f,

w Â�ÈQÒÓÈ
D+ Ê Ë Ç Â�È ÆñÃ	Ò wâ¦ Ò ¨ ¨�Êut ÈQÒÓÈ § ÁQÈ Ã r ÈQÒ ¦;Ç Ã	Ò ¦M§#¨ δ2 Ê Ë Ç Â�È Ë Ç4¦M§�¨�¦ Ò ¨ Ë�È7ÁQÃ §�¨Ã	Ò ¨ ÈQÒ�Á9È §,Ç ÈQÒÓÈ ¨Ð¨�Êut È7Ò�È § Á9ÈSÃ r ÈQÒ ¦;Ç Ã	Ò?�Nq�È ¦-rPr Ä ÎóÇ Â�È ¦ Í�Ã Ñ È ��§�Ê Ç È ¨�Êut È7Ò�È § Á9ÈSÃ r È7ÒDÔ

¦;Ç Ã'ÒSÃ § Ç Â�È Ç È § Ë�Ã	Ò r ÒÓÃ ¨ Ì�Á Ç É�È7Ë�Â
ΩN,M = ΩN × ΩM �Sw Â�È7Ò�È

ΩN y
ΩM { Ê Ë ¦

r�Ê È?Á9È w�Ê Ë�ÈâÌ §�Ê ÆñÃ	ÒÓÉjÉ�È7Ë�Â } �R� Ç Â ¦MÇ�r Ä ¦ Á9È?Ë ¦ Ì §�Ê ÆñÃ	ÒÓÉjÉ�È7Ë�Â ÁQÃ §,ÇÓ¦	Ê §�Ê § ù O(N)
É�È?ËDÂ

r Ã Ê §,Ç Ë Ê § È ¦ Á4Â�Ã	Æ Ç Â�È Ç Â�ÒÓÈQÈ"Ë�Ì�Í�ÒÓÈQù Ê Ã § Ë
[0, σ], [σ, 1−σ], [1−σ, 1]

�	¥âÂ�È Ç Ò ¦M§ Ë Ê ÇÓÊ Ã §
r Ã Ê §,Ç Ë σx, σy

¦ ÒÓÈ Ç4¦ ø'È §ÐÇ ÃóÍ�È

σx = min

{

1

4
, 2

√

ε

γα
ln N

}

, σy = min

{

1

4
, 2

√

ε

γα
ln M

}

.


 ¾Qò�ïM¿ ��� ����Ã Ç È Ç Â ¦;ÇªÊ Æ a1 = a2 = 1, µ = 0 Ç Â�È § γ = β ¦M§�¨ Ç Â�È ¦ Í#Ã Ñ È
§ Ì�É È7Ò Ê Á ¦ Ä�É�È Ç Â�Ã ¨ Á9Ã Ê § Á Ê÷¨ È7Ë w�Ê Ç Â Ç Â�È*É�È Ç Â�Ã ¨ ¦M§�¦ Ä Î Ë�È ¨�Ê§ }����#ÆñÃ'Ò Ç Â�È"ÒÓÈ ¦ Á Ç�Ê Ã § �
¨�Ê t Ì�Ë Ê Ã § r Ò�Ã'Í�Ä È7É ¦M§�¨ Ë�Â�Ã w�§óÇ Ã�Í�È r�¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ�ÔºÌ §�Ê ÆñÃ'Ò�É Ã	ÆhËDÈ?Á9Ã §�¨ Ã'Ò ¨ È7Ò;yñÌ rÐÇ ÃÄ Ã'ù ¦ Ò Ê Ç Â�É Ê Á�Æ ¦ Á Ç Ã'ÒÓË { �
*�ÒÓÃ	É Ç Â�È r Ã Ê§'Çpw�Ê Ë�È Í#Ã'Ì §�¨ Ë Ã §¼Ç Â�ÈÐÄ ¦�Î ÈQÒ Á9Ã	É r Ã § È §,Ç Ë ¦M§�¨ ÆñÃ'Ò Ç Â Ê Ë�Á4Â�Ã Ê ÁQÈ Ã	Æ
Ç Ò ¦M§ Ë Ê ÇÓÊ Ã § r Ã Ê§,Ç7��Ê Ç ÆñÃ	ÄÄÃ w Ë Ç Â ¦;Ç

∥

∥

∥
wL(xi, yj)

∥

∥

∥
≤ CN−2, xi ≥ σx, when σx <

1

4
.

¥âÂ�È ¨�Ê Ë�ÁQÒ�È Ç È[ËDÃ'Ä Ì Ç�Ê Ã § Ê Ë ¨ È?Á9Ã'É r Ã'Ë�È ¨ÐÊ§'Ç Ã Ç Â�ÈAË�Ì�É



��� ì � ï;¿�ïMò�¾Q¸æ¾Q¿ � ±´±H² ��¸P²õô � ¿�ì	°Q± ¾Qò�À ��� �
U = V + WL + WR + WT + WB + WLB + WLT + WRB + WRT ,

w Â�ÈQÒÓÈ

LN,MV = f, V
∣

∣

∣

Γ N,M
= v
∣

∣

∣

Γ N,M
,

LN,MWL = 0, WL

∣

∣

∣

Γ N,M
= wL

∣

∣

∣

Γ N,M
,

¦M§�¨�Ç Â�È Ã Ç Â�ÈQÒ�Ä ¦�Î ÈQÒ"ÆñÌ § Á ÇÓÊ Ã § Ë ¦ ÒÓÈ ¨ È ��§ È ¨ Ë Ê É Ê Ä ¦ Ò�Ä Î ��¥âÂ�È É ¦ s Ê É�Ì�É r Ã Ê §,Çpw�Ê ËDÈÈQÒÓÒ�Ã'Ò ‖u − U‖ Ê Ë[È7Ë Ç�Ê É ¦;Ç È ¨ Í Î Í#Ã'Ì §�¨�Ê§ ùªÈ ¦ Á4Â Ã	Æ Ç Â�ÈóÈQÒÓÒ�Ã'Ò[Á9Ã	É r Ã § È §,Ç Ë ‖v −
V ‖, ‖wL − WL‖, ‖wR − WR‖ . . .

Ë�È r#¦ Ò ¦;Ç È7Ä Î �%¥âÂ�È�È7Ò�ÒÓÃ	Ò ‖v − V ‖ Ê Ë Í#Ã'Ì §�¨ È ¨Ì�Ë Ê§ ù ¦ ÁQÄ ¦ Ë�Ë Ê Á ¦ Ä Ç ÒÓÌ § Á ¦;Ç�Ê Ã § ÈQÒÓÒ�Ã'Ò ¦	§�¨ ÁQÃ	É r�¦ Ò Ê ËDÃ §Zr Ò Ê § Á Êur Ä È ¦ ÒÓù	Ì�É�È §'Ç � Ï Ë Ê§ ù
¦ Ë ÇÓ¦	§�¨�¦ Ò ¨ Ç ÒÓÌ § Á ¦;Ç�Ê Ã § ÈQÒÓÒÓÃ	Ò ¦ ÒÓù	Ì�É�È §,Ç

|LN,M(V − v)(xi, yj)| ≤ C1N
−1 (ε‖vxxx‖ + µ‖vxx‖)

+ C2M
−1 (ε‖vyyy‖ + µ‖vyy‖) ≤ C(N−1 + M−1)

√
ε.

¥âÂ,Ì#Ë ¦;Ç È ¦ Á4ÂÐÉ�È?ËDÂ r Ã Ê §,Ç (xi, yj) ∈ Ω̄N,M Ç Â�È[Ò�È7ù	Ì�Ä ¦ Ò�Á9Ã'É r Ã § È §,Ç ÃMÆ Ç Â�È[È7Ò�ÒÓÃ	Ò
Ë ¦MÇ�Ê Ë � È?Ë Ç Â�ÈSÆñÃ'Ä ÄÃ w�Ê§ ù r#¦ Ò ¦ É�È Ç ÈQÒ�ÔºÌ §�Ê ÆñÃ'Ò�É�È?Ë ÇÓÊ É ¦;Ç È

|(V − v)(xi, yj)| ≤ C(N−1 + M−1)
√

ε.

������� 5�� 8�� ¸�¾4ï	ô4ð ò�¾9À�ð���ì;²´³#¸ (xi, yj) ∈ Ω̄N,M �ü¸ñð�¾�± ¾Pí4¸âÀ�²´³"!	¯�± ï;¿�ô4ì;ò%��ìM³�¾Q³�¸
ìí[¸ñð�¾�¾9¿�¿�ìM¿[ÀQï;¸º²÷À 	ü¾9À�¸ñð�¾ °4ì;¯�³�ö

|(WL − wL)(xi, yj)| ≤ C(N−1 ln N + M−1).

� ¿�ì?ìí � Ï Ë Ê§ ù Ç Â�È Ç Ò�Ì § Á ¦;ÇÓÊ Ã § È7Ò�ÒÓÃ	Ò¤Í�Ã	Ì §�¨ Ë

|LN,M(WL − wL)(xi, yj)| ≤ C1(hi+1 + hi) (ε‖wLxxx‖ + µ‖wLxx‖)
+C2(kj+1 + kj)

(

ε‖wLyyy‖ + µ‖wLyy‖
)

¦M§�¨ Ë Ê§ ÁQÈ
µ2 ≤ γε

α
�Pw ÈSÃ	Í Ç4¦MÊ§

|LN,M(WL − wL)(xi, yj)| ≤
C1√

ε
(hi+1 + hi) + C2M

−1.
y ���&� {

¥âÂ�È�ÆñÃ	ÄÄ Ã w�Ê§ ù�Í#Ã'Ì §�¨ ËâÃ § Ç Â�È ¨�Ê ËÓÁ9ÒÓÈ Ç ÈSÍ�Ã	Ì §#¨�¦ Ò Î Ä ¦�Î ÈQÒ¤ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § WL

|WL(xi, yj)| ≤ C

i
∏

s=1

(

1 +

√
γα

2
√

ε
hs

)−1

= Ψi,

¦ ÒÓÈ�È?Ë Ç4¦ Í�Ä Ê ËDÂ�È ¨ Ì#Ë Ê§ ù Ç Â�È ¨�Ê ËÓÁ9ÒÓÈ Ç ÈSÁQÃ	É r�¦ Ò Ê ËDÃ § r Ò Ê§ Á Ê r ÄÈ ¦	§�¨ÐÇ Â�È�Æ ¦ Á Ç�Ç Â ¦;Ç

εδ2 ≤ γα

2
Ψi+1, µD+Ψi = −µ

√
γα

2
√

ε
Ψi+1, bΨi ≥ bΨi+1.

� §ÐÇ Â�È[ÒÓÈQù Ê Ã § [σx, 1) × (0, 1)



�)� � �����	� 
 ²õì;¿�ö'ï;³�� î ������ ²õô��'¾9¸º¸���� � ë ��� ð�²÷À�ð��M²´³

|WL(xi, yj)| ≤ CΨN/4 ≤ CN−1, σx < 1/4,

w Â Ê Á4ÂªÄÈ ¦'¨ Ë Ç Ã

|(WL − wL)(xi, yj)| ≤ CN−1, (xi, yj) ∈ [σx, 1) × (0, 1).

��Ã Ç È Ç Â ¦MÇ7� ÆñÃ'Ò
xi < σx

��Ç Â�È Ç Ò�Ì § Á ¦MÇ�Ê Ã § ÈQÒÓÒ�Ã'Ò Ê Ë

|LN,M(wL − WL)| ≤ CN−1 ln N
(

ε3/2
∥

∥

∥

∂3wL

∂x3

∥

∥

∥
+ µ

∥

∥

∥

∂2wL

∂x2

∥

∥

∥

)

+CM−1
(

ε
∥

∥

∥

∂3wL

∂y3

∥

∥

∥
+ µ

∥

∥

∥

∂2wL

∂y2

∥

∥

∥

)

.

� §�Ç Â�È*Ä ¦�Î ÈQÒ
ÒÓÈQù Ê Ã § (0, σ)× (0, 1) ¦M§�¨~w Â�È § σ < 1
4

� hi = hi+1 =
8
√

ε√
γα

N−1 ln N
Ã § È[Á ¦	§ Ì#ËDÈ0y ���&� { Ç ÃóÃ'Í ÇÓ¦	Ê §

|LN,M (WL − wL)| ≤ C(N−1 ln N + M−1), xi < σx.

Ï Ë�È ¦	§ ¦-rPr Ò�Ã r Ò Ê÷¦;Ç ÈQÄ Î Á4Â�Ã'Ë�È § Í ¦ Ò�Ò Ê È7Ò ÆñÌ § Á Ç�Ê Ã § ¦M§�¨ Ç Â�È ¨�Ê Ë�ÁQÒ�È Ç È*É Ê§�Ê É�Ì�É r Ò Ê§ Ô
Á Ê r Ä È Ç Ã�Ã'Í ÇÓ¦	Ê §}Ç Â�È ÒÓÈ#v,Ì Ê Ò�È ¨ Ò�È?ËDÌ�Ä Ç�Ê§}Ç Â Ê Ë�Ò�È7ù Ê Ã § � q Â�È § È Ê Ç Â�ÈQÒ

σx = 1/4
Ã'Ò

σy = 1/4 ��¦ ÁQÄ ¦ Ë�Ë Ê Á ¦ Ä Ç ÒÓÌ § Á ¦MÇ�Ê Ã § È7Ò�ÒÓÃ	Ò w�Ê Ç Â ¨�Ê ËÓÁ9ÒÓÈ Ç È Á9Ã'É r�¦ Ò Ê Ë�Ã § r Ò Ê§ Á Ê r ÄÈ Ê ËÌ�ËDÈ ¨ÐÇ Ã�È7Ë ÇÓ¦ Í�Ä Ê Ë�Â Ç Â�È[ÈQÒÓÒ�Ã'ÒâÍ#Ã'Ì §�¨ �
�

� §�¦ Ä Ã'ù	Ã	Ì#ËâÍ#Ã'Ì §�¨ Ë�Â�Ã	Ä ¨ ÆñÃ'Ò Ç Â�ÈAÈQÒÓÒ�Ã'Ò�Á9Ã	É r Ã § È §,Ç Ë |(WB − wB)| � |(WR − wR)|¦M§�¨ |(WT − wT )| �
������� 5���8�� ¸A¾4ï	ô4ðyò�¾9À�ð ��ìM²´³�¸ (xi, yj) ∈ ¯ΩN,M �*¸ñð�¾ ± ¾Pí4¸ �[°4ì;¸º¸�ì;ò{ï;³�ö�¿�² !?ð�¸
À4²´³�!M¯�±ï;¿�ô4ì;ò%��ìM³�¾Q³�¸PÀ�ìíS¸ñð�¾ ¾9¿�¿�ìM¿SÀQï;¸º²÷À
	¤¾�À[¸ñð�¾üí9ì;±´± ì � ²´³"!�¾9À�¸P²´òóï;¸�¾�À

|(WB − wB)(xi, yj)| ≤ C(N−1 + M−1 ln M),

|(WR − wR)(xi, yj)| ≤ C(N−1 ln N + M−1),

|(WT − wT )(xi, yj)| ≤ C(N−1 + M−1 ln M).

������� 5�� 8�� ¸*¾4ï'ôÓð¼ò�¾9À�ð ��ì;²´³�¸ (xi, yj) ∈ Ω̄N,M ��¸ñð�¾Ð°ÓìM¸P¸�ì;ò���± ¾Pí4¸�ô4ì;¿�³�¾9¿�À�²´³ �
!M¯�± ïM¿�ô4ì;ò%��ìM³�¾Q³�¸�ìíS¸ñð�¾ ¾9¿�¿�ìM¿SÀQï;¸º²÷À
	¤¾�À[¸ñð�¾üí9ì;±´± ì � ²´³"!�¾9À�¸P²´òóï;¸�¾

|(WLB − wLB)(xi, yj)| ≤ C(N−1 ln N + M−1 ln M).

� ¿�ì?ìí �v��Ã Ç È Ç Â�È Ç ÒÓÌ § Á ¦MÇ�Ê Ã § ÈQÒÓÒ�Ã'ÒâÍ#Ã'Ì §�¨ Ë

|LN,M(WLB − wLB)(xi, yj)| ≤ C1(hi+1 + hi) (ε‖wLBxxx‖ + µ‖wLBxx‖)
+ C2(kj+1 + kj)

(

ε||wLByyy|| + µ||wLByy||
)

≤ C1√
ε
(hi+1 + hi) +

C2√
ε
(kj+1 + kj).

¢üÃ § Ë Ê¨ ÈQÒ Ç Â�È[Ò�È7ù Ê Ã § ΩN,M\(0, σ) × (0, σ)
���"Ã Ç È Ç Â ¦;Ç



��� ì � ï;¿�ïMò�¾Q¸æ¾Q¿ � ±´±H² ��¸P²õô � ¿�ì	°Q± ¾Qò�À �)���

|WLB(xN
4

, yN
4

)| ≤ C

N
4
∏

s=1

(

1 +
4σx

N

√
γα

2
√

ε

)−1
M
4
∏

r=1

(

1 +
4σy

M

√
γα

2
√

ε

)−1

� § ¦M§ ¦M§�¦ Ä Ã'ù	Ã	Ì#Ë�Æ ¦ Ë�Â Ê Ã §�Ç Ã Ç Â�È�Í�Ã	Ì §�¨ Ã § WL
�cw Â�È § σx < 1/4, σy < 1/4 w È

Â ¦�Ñ È
|WLB(xi, yj)| ≤ CN−1M−1, x1 ≥ σx

¦	§�¨ yj ≥ σy

¦M§�¨
|wLB(xi, yj)| ≤ CN−2M−2, x1 ≥ σx

¦	§�¨ yj ≥ σy.
� §ÐÇ Â�È[ÒÓÈQù Ê Ã § ΩN,M\(0, σx) × (0, σy)

Ã § È[Á ¦M§ È7Ë ÇÓ¦ Í�Ä Ê ËDÂ

|(WLB − wLB)(xi, yj)| ≤ C(N−1 + M−1), σx < 1/4, σy < 1/4.

� §ÐÇ Â�ÈAÁ9Ã'Ò § ÈQÒâÒ�È7ù Ê Ã § (0, σx) × (0, σy) ��Ç Â�È[É�È7Ë�ÂªË Ê � È?Ë ¦ ÒÓÈSË�Ì�Á4Â Ç Â ¦MÇ

hi = hi+1 =
8
√

ε√
γα

N−1 ln N, kj = kj+1 =
8
√

ε√
γα

M−1 ln M.

Ï Ë Ê § ù Ç Â�È Ç ÒÓÌ § Á ¦;Ç�Ê Ã § ÈQÒÓÒÓÃ	ÒâÍ#Ã'Ì §�¨zw È�Ã'Í ÇÓ¦	Ê §

|LN,M(WLB − wLB)(xi, yj)| ≤ C(N−1 ln N + M−1 ln M),

¥âÂ�È r ÒÓÃ,Ã	Æ Ê Ë�Á9Ã'É r Ä È Ç È ¨ª¦ Ë Ê §ÐÇ Â�ÈAÁ ¦ Ë�ÈSÃMÆ
�0ÈQÉ�É ¦ $��
�

« Ê É Ê Ä ¦ Ò Í�Ã	Ì §�¨ Ë
Â�Ã	Ä ¨ ÆñÃ	Ò Ç Â�È�ÈQÒÓÒÓÃ	Ò
Á9Ã'É r Ã § È §,Ç Ë |(WRB −wRB)| � |(WRT −wRT )|¦M§�¨ |(WLT − wLT )| ¦M§�¨ w È[ÁQÃ § ÁQÄ Ì ¨ È w�Ê Ç Â Ç Â�ÈSÆñÃ	ÄÄÃ w�Ê § ù ÒÓÈ7Ë�Ì�Ä Ç �
������� 5���8  ¾9¸ u °4¾ó¸ñð�¾ ÀQì;±H¯�¸º²õì;³ ìí�¸ñð�¾ ö;² �"¾Q¿�¾Q³�¸º²õï;±ü¾��Q¯�ï;¸º²õì;³ y%�'��� { ï;³�ö U °4¾
¸´ð�¾�öM²÷À9ôQ¿�¾Q¸æ¾AÀQì;±H¯�¸º²õì;³}ö	¾ 	 ³�¾ÓöÐï	°4ì;½;¾ ��� ð�¾Q³�ïM¸â¾4ï	ô4ðªòó¾9ÀDð���ìM²´³�¸ (xi, yj) ∈ Ω̄N,M

|(U − u)(xi, yj)| ≤ CN−1 ln N + CM−1 ln M

� ð�¾Q¿�¾ C ²÷À�ï ô4ì;³�À�¸�ï;³#¸%²´³�ö'¾ ��¾Q³�ö	¾Q³�¸�ìí ε, µ ïM³�ö N
�

� ��� ��j
��h\n � �

� 5�� ��O�� \ I�D BÓTZ V	�NO 
�O�� T I7<4F I�I7EJA a O��� � F ZQT A,I7E7O : R I T I#< B U BÓT TZ > @ CæU E @ < BÓT FH<�IQ\< B UC Z A F÷Z7T I UMG Z A'FE< B ENC�F Z E�IQ\ TB I7<�UF Z E O A'F�� @ C�F Z E R	TZ >,\ B <~O����������������! #"�$&%('�)�%*��+
,.- �/���! !%�0,V21�3�V 5��QW?N98�5��?YQX V :7=7=�Y O

� :4��� O : ON��I T�TB \H\ñV : O �?O65 B I?I T UMK;V6�NO �NO 5\O27 FH\H\ B�T V a O8�� � F ZQT A,IQE�I7EJA9�QO J O�K	C'FEC�C,GMFHE O;:<%=+
> - $?�@"?%�� ,�- �/�*�! #%�08��AB�C�?"D�E0� #F - ��$�'G%�H > % - 08I=��H�J�AK��JL��H�$pO � C,I R <AIQE�I7EJAM5âIQ\H\�N#� � ��ÅTB C�C4V �hZ <�I � I9U Z E�V :Q=?=?= O

� N*� 5\O65¤I7EóIQEBA � O � O6O B \H\ Z IRI9OQP¤FK� B�TB E;UF I�>,FH\HF UMK R'TZ?R�B�T UF B C Z�F C Z \ @ UF Z EJC Z#F UC BâBSR�@ I O
UF Z E −ε24u + ru = f(x, y) FHE�I C R�@ I TB OUT�VXW	�ZY�[;�\������[;W	08�=A][ V_^a`,V N?6QWQ8�W�=?X V546?6?= O

� W�� QO : O�
#IRA9K�b4C B EJC�G7I�KMI�I7EBA LQO LQO	c T I7\!� UpC B D?I-Oedf g08�X��Hh��0.Iji - ��$? !A  g08�?�*H\kBAgA  , �! #"
k<F - ���! #%�06$�O : <�IRA B <[FH< �ÅTB C�C4V�L B Gml ZQT G�I7EBAn
 Z EBA Z E#V 5�67>?X O



�)�R� �����	� 
 ²õì;¿�ö'ï;³�� î ������ ²õô��'¾9¸º¸���� � ë ��� ð�²÷À�ð��M²´³
� Y4�A@ O�
#FHE��SI7EJA97 O�KMUMK	E B C�O : C�K9< R U Z UFH<¤IQE�IQ\EK9C�FEC%I7EJA�K	C'FEC�C,GMFHE O UMK R�B A B < Z < R�Z C�F UF Z EFZ7T IQE B \H\HF R UFH<S< Z E-D B <ÓUF Z E O A'F�� @ C�F Z E R	TZ >,\ B <~O�Y�[ ��������[ W	08�=A][Q�*08I W ,L, A  #"?���! #%*0�$V

^��2`�V >7=7W98M>?N?: V :Q=?=	5 O
� >*��a O6�� � F Z7T A'I7E�V67 O 
 O � FH<DG B U�U·I7EBA �QO J O'KMC,FEC�C,GMFHE O � I T I#< B U BÓT�O	@ E,F F÷ZQT <���E'F U B A	FK� B�T�O
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