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F ∗ x « Ó ß«(y�ãwo'�
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s Ó «M¬�q�t�n Ó áu«Dsðßwn'¬ ~�« Ó «	ápo�s�o Ó q>¡
η
qDßá�ß ãà« Ó ßFs�� x « Ó ßà«&y�ãwo'�

Γ
�0ßroPÖ"! Ó n Ñ ~ s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«DsÎßrn	¬�q¸�

κ
s�{ko*v�n;o$#�vPßro¸¬;smn&t�s�{ko Ó áu«Mã��ß&% Ñ qÎß x ßws��	¡

µ
k�,¬#«Má�ßrv x ß q�v�n:qÎßFs��'�

ν ' ß¬ko¸áu«&sÎß v x ß q�v�n:qÎßFs��'¡
ψ
q�s Ó o>«	á�t Ñ ¬%v�sðßwn'¬0�

ψ∗ x « Ó ßà«&y�ãro	¡
ρ

}o¸¬�qDßws���n&tOs�{%oL� Ñ ßà¨�
θ

¬%n	¬�Ö��ßáEo>¬%qÎßwn'¬�«Mã�s�o>áp~�o Ó «&s Ñ�Ó o	¡
θ∗

¡
θ̄ x « Ó ßà«&y�ãro�q>�

θ′
¡
θ′′ z Ó q�sÌ«	¬��q�o�v�n	¬��n Ó }o Ó }o Ó ß x «&sÎß x o�qºÔªßws�{ Ó o�q�~�o?v�s
s�n

η
�

(*),+ eiYl%`.-6j f�i0/�`e
1 {ko y�n Ñ ¬#�« Ó ��ã«��:o Ó o32 Ñ «Dsðßwn'¬%q%« Ó o6o�q�~�o?vPßà«Mããw��ß ¬;s�o Ó o�q�sÎß¬0!�t Ó n	áq«�~%{;�}qÎßrv>«Mã�~�n'ß ¬;s
n&t x ßwo>Ô y�o�v>« Ñ q�oLs�{%o��|{�« x oLs�{ko�v¸«(~�«(v¸ßFs�� s�n «'�á�ßFsS«�ã« Ó !:o�¬ Ñ áSy�o Ó n(t ß¬ x « Ó ß«	¬:s
q�n'ã Ñ sðßwn'¬%q>¡MßQ� o	�(y�«(qÎßrv>«Mããw�SvPãrn:q�o>�ÖNt�n Ó á q�n	ã Ñ sÎßrn	¬%q>�VÞ�¬ps�{%o ~ Ó o?q�o>¬;s=v�n	¬;s�o54Ys>¡Mß¬ x « Ó ß«	¬:s
q�n'ã Ñ sðßwn'¬%q"« Ó o[ápo8«M¬;sms�n y�o�« Ó o8 Ñ v�sÎßrn	¬|s�n «�qDßáp~�ãro Ó o32 Ñ «DsÎßrn	¬Aq Ñ v�{�«:q"«M¬ n Ó �ß Ö
¬�« Ó ���ß&%8o Ó o¸¬;sðß«	ã�o32 Ñ «DsÎßrn	¬76â¦�©*�98��¨§ Ó «M¬#YsÎã�: q6y�n Ñ ¬��« Ó � ãà«��(o Ó o32 Ñ «DsÎßrn	¬�q"«	�á�ßws
áEn Ó oÌ«	¬�u�ß;%�o Ó o>¬;sq���á�ápo�s Ó �,! Ó n Ñ ~%q>�'¢Y��á�ápo�s Ó �<! Ó n Ñ ~�q n Ó qÎß áp~�ãr�pq���á�ápo�s Ó ßro�q
« Ó o ß ¬ x « Ó ßà«M¬;s*s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«Dsðßwn'¬%q[Ô {�ß v�{ }n�¬kn(s�«	ãFs�o Ó s�{ko�q�s ÓðÑ v�s Ñ�Ó «Mã=t�n Ó á n(t�s�{ko
o�2 Ñ «Dsðßwn'¬ Ñ ¬�}o Ó ß¬ x o?q�sðß;!,«DsÎßrn	¬=6 Ð ã Ñ áu«M¬�«M¬�   Ñ ápo¸ß�> Ú�?@8��

1 {koÉáu«Mß¬v«' x «M¬;sð«�!(o�n(t s�{ko q���á�ápo�s Ó ��ápo�s�{kn� ßrqSs�{�«Ds�ßFsGv¸«	¬Py�o®«&~%~�ã ßro>
q Ñ v�v�o?q�q�t Ñ ããw� s�n®¬kn	¬�Ö ãß ¬ko8« Ó �ß;%�o Ó o>¬;sÎßà«Mã o�2 Ñ «&sÎßrn	¬%qA!:n x o Ó ¬�ß¬0!�s�{kouápn&sðßwn'¬ n(t x ßrqDÖ
v�n Ñ q
� Ñ ßà¨���0ßro�! Ó n Ñ ~�«	¬�«Mãr�}qDß qªÔÕ«(qª¬�«	ápo>®«Dt s�o Ó ¢}n(~k{�ß Ñ q*�0ßroAÔ {knÉ}o x o>ãwn:~�o8_ßws
s�n z ¬�E~�n	ß¬;s s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«DsÎßrn	¬�qzÔ {�ß v�{�áu«&~u«A!	ß x o¸¬��ß;%�o Ó o>¬;sÎßà«Mã}o�2 Ñ «&sÎßrn	¬Es�nSßws�q�o¸ãwtØ�
1 {�ßrqAáEo�s�{kn� Ñ ¬�ß z o?q[«MãáEn;q�sA«	ã ã ' ¬knVÔª¬ o54�«:v�s[ß ¬;s�o$! Ó «Dsðßwn'¬As�o�v�{�¬�ßB2 Ñ o�q^t�n Ó y�n(s�{
n Ó �ß ¬#« Ó � «M¬# ~�« Ó sÎßà«Mãº�ß&%8o Ó o¸¬;sðß«	ã=o�2 Ñ «&sÎßrn	¬%q±«M¬��¬%n «	 {%nYv_«(q�q Ñ áE~ksÎßrn	¬%q*n Ó «
~ Ó ßrn Ó ' ¬knVÔªãro>0!(o n&t^s�{ko o32 Ñ «Dsðßwn'¬ Ñ ¬#}o Ó ß¬ x o?q�sðß;!,«DsÎßrn	¬�ß qu¬ko�o8}o>C6Q [«Mãr~�« ' ßà}o�q
«M¬� Ð «Mãà«(q�qÎ«:qD>H×�?E8P� 1 {ko��ß;%�o Ó o>¬:sðß«	ã*o�2 Ñ «&sÎßrn	¬ Ó o¸áu«	ß ¬%q_ß¬ x « Ó ßà«M¬;s Ñ ¬�}o Ó q�n	ápo
v�n	¬;sðß ¬ Ñ n Ñ q�! Ó n Ñ ~ n&t s Ó «	¬%q�t�n Ó áu«&sÎßrn	¬%q Ñ q Ñ «	ã ãr� ' ¬%nVÔª¬ «(qEq���á�ápo�s Ó ßro�q�n(t"«��ßwtÇÖ
t�o Ó o¸¬;sÎßà«Mã o32 Ñ «Dsðßwn'¬0��� v�s Ñ «Mããr� «Gq���á�ápo�s Ó �F! Ó n Ñ ~ áu«(~%qÌ«M¬Y�|q�n'ã Ñ sðßwn'¬|s�nÉ«	¬kn&s�{ko Ó
q�n'ã Ñ sðßwn'¬G6Á 6n Ñ�Ó o8«(q o�s>�¨«Mãâ�;> ��?@8���Þ�¬ v>«(q�o�n&t s�{kopq�v>«Mãß ¬0!F! Ó n Ñ ~ n(t<s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«Dsðßwn'¬%q¸¡
s�{ko�! Ó n Ñ ~�Ö ß ¬ x « Ó ßà«M¬;s q�n	ã Ñ sðßwn'¬%q « Ó oÕ¬kn	¬%omy Ñ s<s�{koÌÔ�o¸ãã Ö ' ¬knVÔª¬pqDßá�ß ãà« Ó ßFs��Sq�n'ã Ñ sðßwn'¬%q
6¾§
« ' }o>á�ß Ó ã ß�«	¬��� Ñ�ÓðÑ q�nD�F>Ù>Ú�? �,¢�ßá�ß ãà« Ó ßws��Sq�n	ã Ñ sÎßrn	¬%q%« Ó o x o Ó � Ñ q�o�t Ñ ã�ß¬ps�{ko q�o¸¬�q�o
s�{�«&ss�{ko�� Ó o> Ñ v�oms�{ko"ß¬�}o�~�o>¬�}o¸¬;s x « Ó ß«(y�ãwo?q<n(t s�{ko6~ Ó n(y�ãro¸áH6Á�"ápo�qA> I�?E8P�,Þ�¬�s�{�ß q
~�«&~�o Ó ¡#Ô�o�«&~k~�ãr��« q�~�o�vPßà«MãOt�n Ó á n&tº�0ßro,! Ó n Ñ ~ s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«Dsðßwn'¬%q s�n s�{koS~ Ó n:y�ãwo>á
n&t q�s4«J!	¬#«DsÎßrn	¬�ÖN~�n	ß¬;s6�%nVÔ «M¬� {ko8«DsLs Ó «M¬%q�t�o Ó s�{ Ó n Ñ !:{e«|~�n Ó n Ñ q�ápo>�ß Ñ á n x o Ó «
q�s Ó o�s�v�{�ß¬0!Gq�{%o�o�s8�

1 {ko q�s Ñ k� n(t�{Y�� Ó n�}��¬�«	á�ß v �%nVÔ «	¬� {ko8«Ds s Ó «	¬%q�t�o Ó s�{ Ó n Ñ !:{ « ~�n Ó n Ñ q
áEo8�ß Ñ á s�nVÔº« Ó kq�« q�s Ó o�s�v�{�ß¬0! q�{%o�o�sGy�o�v�n	ápo�q�á Ñ v�{�ápn Ó o ß ¬;s�o Ó o�q�sÎß¬0!e Ñ o s�n
ßFs�q x «(q�s%«&~k~�ãß v¸«Dsðßwn'¬%q n	¬Es�{ko y�n Ñ ¬��« Ó �±ã«��:o Ó �%nVÔ v�n	¬;s Ó n'ãQ�VÞ�¬Gv�o Ó s4«Mß¬p~�n Ó n Ñ q ápoPÖ
�ß«[«(~k~�ãßrv>«Dsðßwn'¬%q q Ñ v�{�«:qOs�{kn;q�oªß¬ x n'ã x ß¬0!6{%o>«Ds Ó o¸ápn x «MãYt Ó n	á ¬ Ñ vPãro>« Ó t Ñ o¸ã�ko�y Ó ßrq>¡
Ñ ¬�}o Ó ! Ó n Ñ ¬���ß q�~�n:qð«Mãkn(t Ó «'�ßwn,«(v�sÎß x oºÔº«:q�s�oÌáu«Ds�o Ó ßà«Mãâ¡(q�s�n Ó «�!(o
n&t�t�nYn� q�s Ñ %8qÒ«M¬�
o54}n&s�{ko Ó á�ßrvu«	¬�GK|n Ó o¸¬�}n(s�{ko Ó á�ß v�v�{ko>á�ß v¸«	ã Ó o>«:v�sÎßrn	¬�q[«M¬� �ß q�q�n}vPßà«Dsðß ¬L! � Ñ ßàkq
ß ¬|s�{%o�~�«(v ' o>�Ö y�o> Ó o8«(v�s�n Ó q¸¡;s�{koAÔ�n Ó ' ß¬0!S� Ñ ßà {ko>«&s�!(o>¬ko Ó «Dsðßwn'¬=6Jq�n Ñ�Ó v�o38n Ó «(y�Ö
q�n Ó ~}sðßwn'¬M6 qÎß ¬ ' 88o$%�o?v�s�q�« Ó o
ßáp~�n Ó s4«M¬;s>�$Nmo�~ Ó o�q�o¸¬;sð«&sÎß x o<q�s Ñ �ßwo?qz}o8«Mãß ¬0!ªÔªßws�{�s�{ko?q�o
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o5%8o�v�s�q {�« x o�y�o�o¸¬ Ó o�~�n Ó s�o>�yY�A« Ñ s�{kn Ó q q Ñ v�{�«(q
� Ñ ~}s4«S«M¬��¢ Ó ß}{#« Ó > 
 ?â¡M� y�o>ã�«M¬�
� o�o¸¬#«D>Ù5? � 1 {koS{ko>«&s>¡�áu«(q�q"«	¬��ápn	ápo¸¬;s Ñ á s Ó «M¬%q�t�o Ó ß ¬ s�{ko±ã«	á�ß ¬�« Ó y�n Ñ ¬��« Ó �
ã«��:o Ó �%nVÔ n'¬u«^q�s Ó o�s�v�{�ß¬0!*q�{ko�o�s%« Ó oÕßáE~�n Ó sð«	¬;s t Ó n'á s�{ko�n Ó o�sðßrv>«Mã�«(q Ô�o¸ãã�«:q ~ Ó «:v�Ö
sÎß v¸«Mã�~�n'ß ¬;smn&t x ßwo>Ô y�o�v>« Ñ q�oLn&tOs�{ko>ß Ó Ôªßà}o Ó «&~k~�ãß v¸«Dsðßwn'¬%q�s�nG~�n	ãr��ápo Ó s�o?v�{�¬kn'ãwn�!(�
«M¬�±ápo�sð«	ã ã Ñ�Ó !(�'�V� Ó «M¬koA>��?0!'« x o%«M¬Eo54�«:v�s qDßá�ß ãà« Ó ßFs���q�n	ã Ñ sðßwn'¬ ß¬Ev¸ãwn;q�o8 «M¬#«Mãr�:sðßrv>«Mã
t�n Ó áut�n Ó q�s�o8«	}��y�n Ñ ¬��« Ó �uãà«��(o Ó �%nVÔ n&t «M¬ ß ¬%v�n	áp~ Ó o�q�qDßry�ãro x ß q�v�n Ñ q=� Ñ ß|~�«:q�sÌ«
q�s Ó o�s�v�{�ß¬0!|o¸ãà«(q�sÎß v�~�ãà«Ds�o	�0£�«:v8�n Ó áu«(v «M¬� � Ó «	¬ko > Ù'Ù ?=q�s Ñ �ßro> s�{koGq�s�o8«	}� sØÔ�nMÖ
�ß ápo>¬%qDßrn	¬#«Mã¨ß¬%v�n'áE~ Ó o?q�qÎßwy�ãwo^y�n Ñ ¬��« Ó �uãà«��(o Ó �%nVÔ n&t
«��mo>Ô
s�n	¬�ß«	¬ � Ñ ß¨¡kv>« Ñ q�o>
y;�Ss�{%o6q�s Ó o�s�v�{�ß ¬0!�n&t0«M¬Go>ã«:q�sðßrv
��«Ds�q�{ko�o�s%Ô {�ß v�{uápn x o?q
ß ¬ÉßFs�q=nVÔª¬G~�ãà«M¬%o Ñ ¬�}o Ó «
Ñ ¬�ßwt�n Ó áVq�s Ó o�q�qÌ«M¬# s�{ko x o¸ãrnYv¸ßFs�� x « Ó ßwo?qªã ß¬ko8« Ó ãw�_ÔªßFs�{ s�{ko �ßrq�sð«	¬%v�o*t Ó n	át« z 4}o>
~�n'ß ¬;s>���{�ßà«Má > Ü ?�ß ¬ x o�q�sÎß !'«Ds�o>SsØÔ�nMÖ��ß ápo>¬%qDßrn	¬#«Mãkq�s�o>«'}�Sq�sð«�!	¬�«&sÎßrn	¬�Ö ~�n	ß¬:s ��nVÔ n(t
«M¬®ß ¬�v�n	áp~ Ó o�q�qÎßwy�ãro x ßrq�v�n Ñ q�� Ñ ßà|s�nVÔÕ« Ó kqª«Gq�s Ó o�s�v�{�ß ¬L!pq Ñ�Ó tÁ«(v�o	�LN nD�_£�«&{�«(~�«Ds Ó «
«M¬��� Ñ ~}s4« > ��¡�Ù>Û�?�q�s Ñ �ßwo8Ss�{koª£�¥*©aq�sð«J!'¬�«Dsðßwn'¬�Ö ~�n'ß ¬;sO�%nVÔv«M¬#S{%o>«Ds s Ó «	¬%q�t�o Ó ß ¬
v¸«(q�o
n&tIq�s4«J!'¬�«Dsðßwn'¬�ÖN~�n	ß¬;s���nVÔ[�JN o�v�o¸¬;sÎãr�	¡	�*«��8« Ó o�s8�	«Mãâ��>Ù3I�?�q�s Ñ �ßro>Ss�{ko Ñ ¬%q�s�o>«'}�
y�n Ñ ¬��« Ó � ãà«��(o Ó �%nVÔ�ß¬ s�{ko Ó o$!	ßrn	¬|n&t q�s4«J!'¬�«Dsðßwn'¬�ÖN~�n	ß¬;s�n'¬ «pq�s Ó o�s�v�{�ß ¬L!pq�{ko�o�s>�

1 {ko ~ Ñ�Ó ~�n;q�o n(t6s�{�ßrq�~�«&~�o Ó ß qps�n ß ¬ x o?q�sðß;!,«Ds�o�s�{koAq�s�o>«'}� sØÔ�nMÖ��ßáEo>¬%qÎßwn'¬�«Mã
q�s4«J!	¬#«DsÎßrn	¬�ÖN~�n	ß¬;s �%nVÔ n&t�«	¬ ß¬%v�n	áp~ Ó o�q�qDßry�ãro x ßrq�v�n Ñ q�� Ñ ßà s�{ Ó n Ñ !:{ « ~�n Ó n Ñ q
áEo8�ß Ñ á s�nVÔÕ« Ó kq «Pq�s Ó o�s�v�{�ß ¬L! q Ñ�Ó tÁ«:v�o	� 1 {koAs�o¸áp~�o Ó «Ds Ñ�Ó o��ßrq�s Ó ßwy Ñ sÎßrn	¬�ß q�n:y�Ö
sð«Mß¬ko8vÔ {ko>¬ s�{ko q�s Ó o�s�v�{�ß¬0! q Ñ�Ó tÁ«:v�o ßrqE{ko>ã «&s�« v�n'¬%q�sð«M¬;sEs�o>áE~�o Ó «Ds Ñ�Ó o	� 1 {ko
áEn'ápo¸¬;s Ñ á�«M¬#Es�{ko s�{ko Ó áu«Mã%y�n Ñ ¬��« Ó �±ã«��:o Ó o32 Ñ «DsÎßrn	¬�q « Ó omq�n'ã x o> Ñ qÎß ¬L!�q�{knYn(sDÖ
ß ¬0!�áEo�s�{kn�¨� 1 {ko Ó o�q Ñ ãws�q>¡Is�{ Ñ q�n(y}s4«Mß¬ko>¨¡�« Ó ops�{ko>¬ ~ Ó o?q�o>¬;s�o>=! Ó «(~k{�ß v¸«Mããr��«M¬�
«M¬�«	ãw�}q�o>¨�

��������X�R���� ) -�G B UØ;DC Z�/ UØC BÕR CD+:-�FH;�I¸\ R	TØZ?5 \ B�0 >

�.)��� jmhOi0/�`e"! `�#%$ ` i0/�`=e
Ý o v�n	¬�qDßà}o Ó s�{ko sØÔ�nMÖ��ß ápo>¬%qDßrn	¬#«Mã q�s�o8«	}� �%nVÔ n&t «	¬�ß ¬�v�n	áp~ Ó o�q�qÎßwy�ãro x ß q�v�n Ñ q
ã ßB2 Ñ ß^s�{ Ó n Ñ !:{S«
~�n Ó n Ñ q¨ápo>�ß Ñ áy¬ko>« Ó « q�s4«J!'¬�«Dsðßwn'¬^~�n	ß¬;s�«Dsz« q Ñ�Ó tÁ«(v�o<v�n	ß¬%v¸ß�ß¬0!
ÔªßFs�{�s�{ko~�ã«	¬ko

y = 0
¡?s�{ko=��nVÔ y�o>ß ¬0!Lv�n'¬ z ¬ko8*s�n

y > 0
��Ý oºß¬:s Ó n� Ñ v�osØÔn6o�2 Ñ «Mã

«M¬�|n(~%~�n;qDßws�o^t�n Ó v�o?qª«Mãrn	¬0!Ss�{%o
x

Ö�« 4�ßrq q�nEs�{�«&s s�{ko[ÔÕ«Mãã0ß q q�s Ó o�s�v�{ko8 ' o�o�~�ß ¬L!Ss�{ko
n Ó ß;!'ß ¬ z 4}o> 6'&�ß !��Ù38P� 1 {ko y�n Ñ ¬��« Ó � ãà«��(o Ó o�2 Ñ «&sÎßrn	¬%qOt�n Ó q�s�o>«'}��sØÔ�nMÖ��ßáEo>¬%qÎßwn'¬�«Mã



Ù �	Û �������
	 ³VÈ	°���Ã� � ¼�Ë��>½�¹ð²�³	Í8½�È	³VÈ�Ã��� ����� ¨³V¶u³	Í
q�s4«J!	¬#«DsÎßrn	¬�ÖN~�n	ß¬;s �%nVÔas�{ Ó n Ñ !:{®«�~�n Ó n Ñ qªápo>�ß Ñ á 6�{�ß;!:{�ãw�|~�o Ó áEo8«&y�ãro38 n x o Ó s�{koq�s Ó o�s�v�{�ß¬0!Gq Ñ�Ó tÁ«:v�o 6¾Ôªßws�{ s�{%oA«&~k~�ãß v¸«Dsðßwn'¬�n(t�©�« Ó v�� : qÕã«�Ô 8º« Ó oA!	ß x o¸¬®«(q















∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= U

∂U

∂x
+ ν

∂2u

∂y2
+
ν

k
(U − u).

6�I��Ù38

Þ�¬Eo32 Ñ «Dsðßwn'¬ 6�I��Ù38�¡
U(x)

q�s4«M¬�kqOt�n Ó s�{%omq�s4«J!	¬#«DsÎßrn	¬�ÖN~�n	ß¬;s x o¸ãrn}vPßws��Aß ¬Es�{koªß ¬ x ß q�v¸ß
t Ó o�o^q�s Ó o>«	á ¡

u
«M¬#

v
« Ó o s�{ko*v�n'áp~�n'¬ko¸¬;s�q�n&t x o>ãwn}vPßws�� Ó o?q�~�o�v�sÎß x o>ãw�uß¬ s�{ko

x
«M¬�

y
�ß Ó o�v�sðßwn'¬%q>¡

k
ßrqms�{ko�~�o Ó ápo>«(y�ßã ßws���n(t s�{koS~�n Ó n Ñ qªápo>�ß Ñ á®¡

µ
ß q s�{koSv�nYo5#�vPßro¸¬;s

n&tO� Ñ ßà x ß q�v�n:qÎßFs��'¡
ρ

ßrq�s�{koL� Ñ ßà®}o¸¬�qDßws��	¡
ν = µ/ρ

ßrq�s�{ko ' ß ¬%o¸áu«Dsðßrv x ß q�v�n:qÎßFs��'�
Ð � Ñ qDß¬0!Ss�{koLy�n Ñ ¬��« Ó ��ãà«��(o Ó «(~k~ Ó n�4�ß áu«Dsðßwn'¬%qº«M¬�É¬ko$!'ãwo?v�sÎß¬0! x ßrq�v�n Ñ qÒ�ßrq�qDß Ö

~�«Dsðßwn'¬0¡Ys�{ko*o32 Ñ «Dsðßwn'¬ t�n Ó s�o¸áp~�o Ó «Ds Ñ�Ó o
T

ßrq�!	ß x o¸¬�yY�

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= κ

∂2T

∂y2

6�I�� I�8
Ô {ko Ó o

κ
ßrq�s�{ko�v�nYo$#Gv¸ßwo>¬;s
n(t�s�{ko Ó áu«Mã0�ß;% Ñ qDß x ßFs���n&t�s�{koL� Ñ ß¨�

� '���'��,���	��
O#}"�� $�����
	 !� ���O�
1 {koA«&~k~ Ó n:~ Ó ßà«Ds�o y�n Ñ ¬#�« Ó � v�n'¬��ßwsÎßrn	¬%q�t�n Ó s�{koA«(y�n x o6~ Ó n:y�ãwo>á)« Ó o !	ß x o>¬�yY�

u = cx, v = 0, T = Tw at y = 0,
6 I�� Ú�8

u→ U(x) = ax, T → T∞ as y → ∞.
6 I�� Ü�8

¥mo Ó o
c(> 0)

«	¬�
a(> 0)

« Ó ov�n	¬%q�sð«	¬;s�q>¡
Tw

ßrq�s�{%o Ñ ¬�ßFt�n Ó ásÔÕ«Mãã;s�o>áE~�o Ó «Ds Ñ�Ó o	¡
T∞ßrqs�{%o t Ó o�oLq�s Ó o8«Máds�o>áp~�o Ó «&s Ñ�Ó o	¡

Tw

«M¬�
T∞

« Ó o*«Mã q�n�v�n'¬%q�s4«M¬;s�qÒÔªßws�{
Tw > T∞

�

� ' � '�� �;!�� ��
 ��� �3� ����!� ���
Ý o[¬knVÔ ß ¬;s Ó n� Ñ v�o^s�{koLt�n'ã ãrnVÔªß ¬L! Ó o¸ãà«Dsðßwn'¬%q�t�n Ó

u, v
«M¬#

θ
«(q

u =
∂ψ

∂y
, v = −

∂ψ

∂x
, θ =

T − T∞
Tw − T∞

,
6�I����8

Ô {ko Ó o
ψ

ß q s�{%o q�s Ó o8«Má t Ñ ¬%v�sðßwn'¬0��¤ qÎß ¬0!Ls�{ko Ó o¸ãà«Dsðßwn'¬ 6�I����8 ß¬ps�{%omy�n Ñ ¬��« Ó �±ã«��:o Ó
o�2 Ñ «Dsðßwn'¬ 6 I��Ù38 «	¬��ß ¬ps�{komo>¬ko Ó !(��o32 Ñ «Dsðßwn'¬ 6�I�� I�8�Ô�o !(o�s s�{ko t�n'ã ãrnVÔªß¬0!*o�2 Ñ «&sÎßrn	¬%q

∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
−

∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2
= U

∂U

∂x
+ ν

∂3ψ

∂y3
+
ν

k
(U −

∂ψ

∂y
)

6�I�� 
�8
«M¬�

∂ψ

∂y

∂θ

∂x
−

∂ψ

∂x

∂θ

∂y
= κ

∂2θ

∂y2
.

6�I��H×J8
1 {ko*y�n Ñ ¬��« Ó ��v�n	¬��ßFsðßwn'¬%q 6 I�� Ú�8Õ«M¬�=6 I�� Ü�8<s�{ko¸¬ y�o�v�n	ápo

∂ψ

∂y
= cx,

∂ψ

∂x
= 0, θ = 1 at y = 0,

∂ψ

∂y
→ U(x) = ax, θ → 0 as y → ∞.



Ê*¹VË�·�Í	³M´�È 	 ³MÈ	°P´ �µ ³ � ·�³Vµâ¿Á¹V·��ª¹V¿Ç·#µ���� ¹MÏ Ù ��Ù
� '�� '�� $:#0� �������"������ ��� !�"D# �����"�%" �P#k!� ���O�
Ý ou¬knVÔ ß ¬;s Ó n� Ñ v�ops�{ko�qÎßáE~�ã ß z o> t�n Ó á n(tÕ�zßwo¸Ö�! Ó n Ñ ~As Ó «	¬%q�t�n Ó á�«&sÎßrn	¬%q�¬�«	ápo¸ãr�	¡
s�{ko�q�v¸«	ã ß¬0! ! Ó n Ñ ~�n&t�s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«DsÎßrn	¬�qA6Jq�o�o 1 «(~�«M¬�ßà�ß q °Pµª³ � ��> Ù>Ü ?@8�¡

Γ : x∗ = xeεα1 , y∗ = yeεα2 , ψ∗ = ψeεα3 ,

u∗ = ueεα4 , v∗ = veεα5 , U∗ = Ueεα6 , θ∗ = θeεα7 .
6�I�� ��8

��2 Ñ «Dsðßwn'¬ 6�I�� ��8�áu«���y�omv�n	¬�qDßà}o Ó o>�«(q
«^~�n	ß¬;sDÖNs Ó «M¬%q�t�n Ó áu«DsÎßrn	¬±Ô {�ß v�{�s Ó «	¬%q�t�n Ó áGq
v�nMÖ n Ó �ß¬�«Ds�o�q

(x, y, ψ, u, v, U, θ)
s�nEs�{ko�v�nMÖ n Ó �ß¬�«Ds�o�q

(x∗, y∗, ψ∗, u∗, v∗, U∗, θ∗).¢ Ñ y%q�sÎßws Ñ sðß ¬L!D6 I�� ��8Òß¬ 6 I�� 
�8º«	¬� 6 I��H×J8ÒÔ�o !(o�s8¡


































eε(α1+2α2−2α3)
(∂ψ∗

∂y∗
∂2ψ∗

∂x∗∂y∗
−

∂ψ∗

∂x∗
∂2ψ∗

∂y∗2

)

= eε(α1−2α6)U∗
∂U∗

∂x∗

+νeε(3α2−α3)
∂3ψ∗

∂y∗3
+
ν

k
e−εα6U∗

−

ν

k
eε(α2−α3) ∂ψ

∗

∂y∗
,

eε(α1+α2−α3−α7)
(∂ψ∗

∂y∗
∂θ∗

∂x∗
−

∂ψ∗

∂x∗
∂θ∗

∂y∗

)

= κeε(2α2−α7)
∂2θ∗

∂y∗2
.

6�I�� ��8

1 {ko q��Yq�s�o>á�Ôªßã ã Ó o>áu«Mß¬eß¬ x « Ó ß«	¬:s Ñ ¬�}o Ó s�{ko ! Ó n Ñ ~ n&t�s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«Dsðßwn'¬%q
Γ

¡�q�n
ÔoSÔ�n Ñ ãà|{�« x o6s�{koLt�n'ã ãrnVÔªß¬0! Ó o>ã«&sÎßrn	¬%qª«	áEn'¬0!Ss�{koLs Ó «	¬%q�t�n Ó áu«&sÎßrn	¬ ~#« Ó «Mápo�s�o Ó q¸¡
¬�«Mápo¸ãr�

α1 + 2α2 − 2α3 = α1 − 2α6 = 3α2 − α3 = −α6 = α2 − α3
6 I�� Ù8Û�8

α1 + α2 − α3 − α7 = 2α2 − α7.

& Ó n	áus�{ko z Ó q�s Ó o¸ãà«DsÎßrn	¬ ß¬ 6�I��Ù>Û�8%Ô�o !(o�s

α2 − α3 + α6 = 0.

1 {koGs�{�ß Ó  Ó o>ã«&sÎßrn	¬ !	ß x o?qLs�{%o x «Mã Ñ o
α2 = 0

� & Ó n'á
α2 − α3 + α6 = 0

ÔoF!(o�s8¡
α3 = α6

6 qÎß ¬%v�o
α2 = 0

8P� ��!'«	ß ¬ t Ó n'á
α1 + 2α2 − 2α3 = 3α2 − α3

Ô�o !(o�s>¡
α1 = α3

��Þ�¬ x ßwo>Ôan&tOs�{%o�q�o	¡Ys�{%o*y�n Ñ ¬��« Ó � v�n	¬��ßFsðßwn'¬%q
y�o?v�n'áEo

∂ψ∗

∂y∗
= cx∗,

∂ψ∗

∂x∗
= 0, θ∗ = 1 at y∗ = 0,

∂ψ∗

∂y∗
→ U∗ = ax∗, θ∗ → 0 as y∗ → ∞

ÔªßFs�{ s�{ko�«	��ßFsðßwn'¬�«Mã�v�n	¬��ßFsðßwn'¬%q
α1 = α3 = α4 = α6

¡
α2 = α5 = α7 = 0

� 1 { Ñ q
s�{ko�q�o�s

Γ
Ó o> Ñ v�o�q�s�nu«Sn'¬koL~�« Ó «Mápo�s�o Ó ! Ó n Ñ ~�n(t�s Ó «	¬%q�t�n Ó áu«&sÎßrn	¬%qÕ«(q

x∗ =xeεα1 , y∗ = y, ψ∗ = ψeεα1 , u∗ = ueεα1 ,

v∗ = v, U∗ = Ueεα1 , θ∗ = θ.
6 I�� Ù'Ù38



Ù ��I �������
	 ³VÈ	°���Ã� � ¼�Ë��>½�¹ð²�³	Í8½�È	³VÈ�Ã��� ����� ¨³V¶u³	Í
� '���'^��� ��� � ��!�� ����k#}"  # �8!?�
� x « Ó ßà«&y�ãroAn Ó t Ñ ¬%v�sÎßrn	¬ Ô {�ßrv�{ Ó o�sð«Mß¬%q|qÎ«	ápo q�s ÓðÑ v�s Ñ�Ó «	ãmt�n Ó á ß¬ «P~#« Ó sÎß v Ñ ãà« Ó
á�«&s�{ko>áu«DsÎß v¸«	ãDs Ó «M¬�q�t�n Ó áu«Dsðßwn'¬Sßrq ' ¬knVÔª¬A«:q0«M¬[ß¬ x « Ó ß«	¬:s8��Þ t�« x « Ó ß«(y�ãwo n Ó t Ñ ¬%v�sÎßrn	¬
Ó o�sð«Mß¬%q�ßFs�q q�s ÓÎÑ v�s Ñ�Ó «Mã:t�n Ó ásß¬±«Mãã,á�«&s�{ko>áu«DsÎß v¸«	ã;s Ó «M¬%q�t�n Ó áu«DsÎßrn	¬�qIs�{%o¸¬ ßws ßrq v¸«	ã ãro>
«M¬�«(y%q�n'ã Ñ s�o ß¬ x « Ó ß«	¬:s8�#Þ�¬ s�{�ß q^~�«&~�o Ó ¡�«&y%q�n	ã Ñ s�o±ß ¬ x « Ó ßà«M¬;s�q*« Ó o ¬kn(s�{�ß¬0! y Ñ s6s�{ko
qDßá�ß ãà« Ó ßFs�� x « Ó ßà«&y�ãwo?qº«	¬� s�{ko�qÎß á�ßã« Ó ßws�� q�n	ã Ñ sÎßrn	¬�q¸�

&�ß Ó q�sºÔoS}o Ó ß x o"«	¬_«&y�q�n'ã Ñ s�o"ß¬ x « Ó ßà«M¬;s%Ô {�ßrv�{_ßrqÕ«*t Ñ ¬%v�sðßwn'¬ n&t�s�{koS}o�~�o¸¬#}o¸¬;s
x « Ó ßà«&y�ãwo'¡�¬�«Mápo¸ãr�

η = yxs
� &kn Ó s�{�ß q ~ Ñ�Ó ~�n;q�o'¡�ÔoSÔ Ó ßFs�o

x∗ = Bx, B = eεα1 , y∗ = B
α2

α1 y, ψ∗ = B
α3

α1 ψ, U∗ = UB
α6

α1 .

1 npo�q�sð«(y�ãßrq�{
y∗x∗s = yxs

¡�ÔoL{�« x o

y∗x∗s = yB
α2

α1Bsxs = yxsB
s+

α2

α1 .

§ Ñ s�sðß ¬L!
s +

α2

α1
= 0

Ôo<!(o�s>¡
y∗x∗s = yxs

�0¢�ß¬%v�o
α2 = 0

q�n
s = 0

«M¬#�Ô�o !(o�s
η = y∗

� 1 { Ñ qÕÔ�oLn(y}s4«Mß¬
η = y∗

6 I�� Ù�I�8
«(qª«M¬®«&y�q�n'ã Ñ s�oSß ¬ x « Ó ß«	¬;s>�

Ý o�¬knVÔ z ¬#_«Eq�o?v�n'¬�É«(y%q�n'ã Ñ s�o�ß ¬ x « Ó ß«	¬;s
G

¡�Ô {�ß v�{_ß¬ x n'ã x o�q s�{ko[}o�~�o¸¬#}o¸¬;s
x « Ó ßà«&y�ãwo

ψ
�8��o�s Ñ q�«(q�q Ñ áEo<s�{�«&s

G = xrψ
�8Ý o%Ôªß ãã z ¬�

r
q Ñ v�{Ls�{�«Ds

xrψ = x∗rψ∗
¡

s�{ko>¬

x∗rψ∗ = BrxrB
α3

α1 ψ = Br+
α3

α1 xrψ.

�mnVÔ yY� ~ Ñ s�sðß ¬L!�¡
r +

α3

α1
= 0

Ô�o !(o�s>¡
r = −

α3

α1
= −1

6JqDß¬%v�o
α1 = α3

8P� 1 { Ñ q>¡
Ôo !(o�ss�{koLq�o�v�n'¬� «(y%q�n'ã Ñ s�o"ß¬ x « Ó ß«	¬:s

G
«(q
G = x∗−1ψ∗

�,§ Ñ s�sÎß¬0!
G = F (η)

Ô�o
v¸«M¬ Ô Ó ßFs�o

ψ∗ = x∗F (η).
6 I�� Ù8Ú�8

Ý oA«	ãrq�nS{#« x o θ∗ = θ(η)
�

Þ�¬ x ßro¸Ô n&t Ó o¸ãà«Dsðßwn'¬%q 6 I�� Ù�I�8Ò«M¬� 6�I��Ù>Ú�8P¡Ys�{koLo32 Ñ «DsÎßrn	¬�q 6 I�� ��8y�o�v�n	ápo
{

F ′2
− FF ′′ = a2 + νF ′′′ +

ν

k
(a− F ′),

F θ′ + κθ′′ = 0.

6 I�� Ù>Ü�8

1 {ko*y�n Ñ ¬��« Ó ��v�n	¬��ßFsðßwn'¬%qª« Ó o^s Ó «M¬%q�t�n Ó ápo>Gs�n

F ′(η) = c, F (η) = 0 and θ(η) = 1 at η = 0.

F ′(η) → a, θ(η) → 0 as η → ∞.

��!'«	ß ¬�Ô�oÌß¬:s Ó n� Ñ v�o
s�{%o t�n	ããwnVÔªß¬0!Ls Ó «	¬%q�t�n Ó áu«&sÎßrn	¬%qOt�n Ó
η

¡
F

«	¬�
θ

ß¬Go�2 Ñ «Dsðßwn'¬%q
6 I��Ù¸Ü�8�ä

η = ναcβη∗, F = να′

cβ
′

F ∗, θ = να′′

cβ
′′

θ̄.



Ê*¹VË�·�Í	³M´�È 	 ³MÈ	°P´ �µ ³ � ·�³Vµâ¿Á¹V·��ª¹V¿Ç·#µ���� ¹MÏ Ù �	Ú
1 « ' ß¬0!

F ∗ = f
«M¬�

θ̄ = θ
s�{ko o32 Ñ «DsÎßrn	¬�q 6 I�� Ù>Ü�8 z ¬�«Mããw�Ssð« ' o s�{komt�n'ã ãrnVÔªß¬0!*t�n Ó á®ä







f ′′′ + ff ′′
− f ′

2

+ a2

c2 + k1(
a

c
− f ′) = 0,

θ′′ + Prfθ′ = 0,

6 I�� Ù ��8

Ô {ko Ó o
k1 =

ν

kc

ßrq s�{%o ~�o Ó áEo8«&y�ßãßFs�� ~�« Ó «Mápo�s�o Ó n&tLs�{%o ~�n Ó n Ñ q áEo8�ß Ñ á «M¬�

Pr =
ν

κ

ßrq�s�{ko[§ Ó «M¬�}sÎã0¬ Ñ áSy�o Ó � 1 {ko*y�n Ñ ¬��« Ó � v�n	¬��ßwsÎßrn	¬�q�sð« ' o s�{koLt�n Ó á

f ′ = 1, f = 0, θ = 1 at η∗ = 0

f ′
→

a

c
, θ → 0 as η∗ → ∞.

�.) _ j bdc l /�f8h g $ c i�� ` - #�`=l��
`=g�jmi�/�`=e
1 {ko�«&y�n x o q��}q�s�o¸á n(t*o�2 Ñ «Dsðßwn'¬%qD6�I��Ù ��8�«	ãwn'¬0! ÔªßFs�{]y�n Ñ ¬��« Ó � v�n'¬��ßwsÎßrn	¬%q « Ó o
q�n'ã x o>�y;��v�n	¬ x o Ó sÎß¬0!�s�{ko¸á s�nu«M¬ ß¬�ßFsðß«	ã x «Mã Ñ o*~ Ó n(y�ãro¸á®��Ý o�q�o�s



















f ′ = z, z′ = p,

p′ = z2
− fp−

a2

c2
− k1

(a

c
− z

)

,

θ′ = q, q′ = −Prfq

6QÚ��Ù38

ÔªßFs�{�s�{ko[ß¬�ßFsðß«	ã�v�n'¬��ßwsÎßrn	¬%q

f(0) = 0, f ′(0) = 1, θ(0) = 1.

Þ�¬ n Ó }o Ó s�n�ß¬;s�o�! Ó «Ds�o 6ÁÚ�� Ù�8É«:q «	¬�ß¬�ßwsÎßà«Mã x «Mã Ñ o ~ Ó n:y�ãro¸á Ô�o Ó o�2 Ñ ß Ó o s�n !	ß x o
x «	ã Ñ o�qEt�n Ó

p(0) = f ′′(0)
«	¬�

q(0) = θ′(0)
y Ñ s ¬kn q Ñ v�{ x «	ã Ñ o�q�« Ó o !	ß x o¸¬ n	¬

s�{koEy�n Ñ ¬��« Ó �'�#Ý o Ñ q�o�s�{kopq�{knYn&sÎß¬0!_áEo�s�{kn�¨�0¢ Ñ ßFs4«&y�ãro±ß¬�ßwsÎßà«Mã x «Mã Ñ o�q t�n Ó
f ′′(0)«M¬�

θ′(0)
« Ó o v�{kn:q�o¸¬�«M¬# s�{ko¸¬�ß¬;s�o�! Ó «DsÎßrn	¬�ß q v¸« ÓÎÓ ßro> n Ñ s8� Ý o v�n	áp~�« Ó o|s�{ko

v¸«Mã v Ñ ã«&s�o> x «Mã Ñ o�q*t�n Ó
f ′

«	¬�
θ

«Ds*s�{%oGo¸¬� n&t�sÎßápo ß¬:s�o$! Ó «&sÎßrn	¬eß ¬;s�o Ó x «	ã
η = 5ÔªßFs�{ s�{koM!	ß x o>¬ y�n Ñ ¬��« Ó �Av�n	¬#�ßFsðßwn'¬%q

f ′(5) =
a

c

«M¬�
θ(5) = 0

«M¬� «	�� Ñ q�sLs�{%o
o�q�sÎßá�«&s�o8 x «Mã Ñ o�q>¡

f ′′(0)
«	¬�

θ′(0)
¡
s�n7!'ß x o « y�o�s�s�o Ó «&~k~ Ó n�4�ßá�«&sÎßrn	¬ t�n Ó s�{ko

q�n'ã Ñ sðßwn'¬0�
Ý o*s4« ' o «Gq�o Ó ßro�qmn&t x «Mã Ñ o�q t�n Ó

f ′′(0)
«M¬�

θ′(0)
«	¬��«&~k~�ãw��s�{ko�t�n Ñ�Ó s�{ n Ó ko Ó

vPãà«(q�qDß v¸«	ã N Ñ ¬0!:oPÖ�  Ñ s�s4«uápo�s�{kn��ÔªßFs�{ q�s�o�~�Ö qÎß ��o
h = 0.01

� 1 {ko±«(y�n x o*~ Ó n}v�o> Ñ�Ó o
ßrq Ó o�~�o8«Ds�o8 Ñ ¬;sÎßã#Ô�o !(o�s<s�{ko Ó o?q Ñ ãws�q Ñ ~ps�n�s�{ko"ko�qÎß Ó o>�}o�! Ó o�o n&t0«:v�v Ñ�Ó «:v��	¡

10−5
�

��)	� c !Yj6g�i ! h e -�
 / !;fIj ! !�/�`=e"!
�n	áp~ Ñ s4«DsÎßrn	¬Ps�{ Ó n Ñ !:{ o¸áp~�ãrnD�(o8 ¬ Ñ ápo Ó ßrv>«Mãq�v�{ko>áEo�{�«(q�y�o�o¸¬ v¸« ÓðÓ ßwo8 n Ñ sSt�n Ó
x « Ó ßrn Ñ q x «	ã Ñ o?q�n&t�s�{koL~�« Ó «Mápo�s�o Ó q�q Ñ v�{ «(q�~�« Ó «	áEo�s�o Ó

a/c
¡;~�o Ó ápo>«(y�ß ãßws��G~�« Ó «Má�Ö

o�s�o Ó
k1

«	¬��§ Ó «	¬�Ysðãª¬ Ñ á�y�o Ó
Pr

��&kn Ó ß ãã Ñ q�s Ó «&sÎßrn	¬%qEn&t6s�{ko Ó o�q Ñ ãws�q>¡
¬ Ñ ápo Ó ßrv>«Mã
x «	ã Ñ o�qª« Ó oL~�ãrn&s�s�o> ß¬ s�{ko z ! Ñ�Ó o?q¸�



Ù �MÜ �������
	 ³VÈ	°���Ã� � ¼�Ë��>½�¹ð²�³	Í8½�È	³VÈ�Ã��� ����� ¨³V¶u³	Í

��������X�R�� ��� I T F IPUØF Z E Z�/ C Z>T F.H Z EVUDI>\<2 B \ Z ;4F�UN+ f ′(η) 9 FHUØC η /Z>T - B 2 BðT I>\ 2>I>\ 4'B - Z�/ a/c
9 F�UØC Pr = 0.05, k1 = 0 >

&�ß Ó q�s8¡¨ÔoG~ Ó o�q�o¸¬;sLs�{%o Ó o?q Ñ ãws*t�n Ó s�{ko x « Ó ß«&sÎßrn	¬ n&t�s�{koG~#« Ó «Mápo�s�o Ó
a/c

Ô {ko¸¬
s�{komq�{ko�o�s%ß q ¬kn&s=~�n Ó n Ñ q¸¡�ßâ� o'�&s�{%o ~�« Ó «Mápo�s�o Ó

k1 = 0.
Þ�¬ &�ß !�� I�¡D{%n Ó ß ��n	¬;sð«	ã x o¸ãrn}vPßws��

~ Ó n z ãro�qA« Ó o�q�{knVÔª¬ t�n Ó �ß&%8o Ó o¸¬;s x «Mã Ñ o?q*n&t
a/c

� 1 Ô�nAq�o�s�n&t x «Mã Ñ o�q�t�n Ó
a/c

¡�ßQ� o	�
a/c < 1

«M¬#
a/c > 1

« Ó o�v�n'¬%qDßà}o Ó o8¨�0Þ s ß q�q�o�o>¬ s�{�«&s�s�{ko {kn Ó ß ��n	¬;sð«	ã x o>ãwn}v¸ßFs��
ß ¬%v Ó o8«(q�o�q*ÔªßFs�{ s�{ko�ß¬%v Ó o>«:q�oEn&tº¬kn	¬�Ö ��o Ó n x «Mã Ñ o�q^n&t

a/c
�¨Þ s[ßrqLo x ß}o>¬;s^t Ó n	á s�{�ß q

z ! Ñ�Ó ops�{#«Ds Ô {ko>¬
a/c > 1

¡Is�{ko �%nVÔd{�«(qA«Ay�n Ñ ¬��« Ó � ã«��:o Ó q�s ÓðÑ v�s Ñ�Ó o_«M¬� s�{%o
s�{�ß v ' ¬ko�q�qGn&t^s�{%oAy�n Ñ ¬��« Ó ��ã«��:o Ó }o?v Ó o>«:q�o?q±Ôªßws�{ s�{ko�ß¬%v Ó o>«:q�o®ß¬

a/c
� Þ s�v>«M¬

y�oSo54}~�ãà«Mß¬ko>�«:q t�n'ã ãrnVÔmq¸� &kn Ó z 4}o> x «	ã Ñ o�n&t
c
¡8v�n ÓÎÓ o�q�~�n	¬��ß¬0!ps�nGs�{kopq�s Ó o�s�v�{�ß ¬0!

n&t�s�{ko q Ñ�Ó tÁ«(v�o	¡%ß¬%v Ó o8«(q�o�ß¬
a

ß ¬ Ó o>ã«&sÎßrn	¬]s�n
c
6Jq Ñ v�{ s�{#«Ds

a/c > 1
8 ßáp~�ã ßro�q

ß ¬%v Ó o8«(q�ouß ¬ q�s Ó «	ß ¬�ß¬0!�ápn&sðßwn'¬ ¬ko8« Ó s�{ko�q�sð«�!	¬�«&sÎßrn	¬ Ó o�!	ßrn	¬0��© Ñ o s�n s�{�ß q Ó o>«:q�n'¬
s�{koS«(v�v�o¸ãro Ó «Dsðßwn'¬Gn&t s�{ko^o54Ys�o Ó ¬�«	ã�q�s Ó o>«	á�ßrqÒß ¬�v Ó o>«(q�o>É«M¬�ps�{�ß qÒãro>«'kqs�n�s�{�ß¬�¬�ß¬0!
n&t s�{ko y�n Ñ ¬��« Ó � ã«��:o Ó �
¦*¬ s�{ko n(s�{ko Ó {�«M¬��Ô {ko>¬

a/c < 1
¡Os�{%o �%nVÔ {�«:qu«M¬

ß ¬ x o Ó s�o>py�n Ñ ¬#�« Ó ��ã«��:o Ó q�s ÓðÑ v�s Ñ�Ó o	�,Þ�¬Gs�{�ß q�v¸«(q�o	¡:s�{%o6q�s Ó o�s�v�{�ß ¬0! x o¸ãrn}vPßws��
(cx)

n&t
s�{ko*q Ñ�Ó tÁ«:v�o^o54kv�o�o>kq�s�{ko x o>ãwn}vPßws��

(ax)
n(t�s�{koLo54Ys�o Ó ¬�«	ãIq�s Ó o8«Má®��Þ sÌßrq�s�nSy�o[¬kn&s�o>

s�{�«&sÌ¬knpy�n Ñ ¬��« Ó � ãà«��(o Ó ßrq�t�n Ó ápo>_Ô {ko>¬
a/c = 1

�

��������X�R�� ��� I T F IPUØF Z E Z�/ U B�0[R�BðT I¸U 4	TØB θ(η) 9 FHUØC η /Z>T - B 2 BðT I>\�28I¸\ 4'B - Z�/ a/c 9 F�UØC
Pr = 0.05, k1 = 0 >

&�ß !�� Ú Ó o�~ Ó o�q�o¸¬;s�qs�{%oLs�o¸áp~�o Ó «Ds Ñ�Ó oL~ Ó n z ãwo?q=t�n Ó �ß;%�o Ó o>¬:s x «	ã Ñ o?q
n&t



Ê*¹VË�·�Í	³M´�È 	 ³MÈ	°P´ �µ ³ � ·�³Vµâ¿Á¹V·��ª¹V¿Ç·#µ���� ¹MÏ Ù � �

a

c
= 0.1, 0.3, 0.5 < 1,

a

c
= 1.5, 2, 3 > 1.

&kn Ó «	ã ã x «	ã Ñ o�q*n(t
a/c

v�n'¬%qÎß}o Ó o8¨¡
θ

ßrqLt�n Ñ ¬� s�n�ko�v Ó o>«:q�o�Ôªßws�{ s�{%o ß ¬�v Ó o>«(q�opn&t
η

� 1 {ko Ó oAß qª¬kn qÎß !	¬�ß z v¸«	¬;s v�{�«M¬0!:o[ß ¬ s�{ko Ó «Ds�o*n&t }o�v Ó o8«(q�o*n&t
θ
t�n Ó s�{ko±�ß&%8o Ó o¸¬;s

x «	ã Ñ o�qLn&t
a/c

Ô {%o¸¬
a/c < 1

� 1 o¸áp~�o Ó «Ds Ñ�Ó ou«DsA«|~�n	ß¬:s*n'¬ s�{ko�q�{%o�o�sA}o?v Ó o>«:q�o?q
qDß !	¬�ß z v>«M¬;sÎãr� Ôªßws�{|s�{ko[ß¬%v Ó o8«(q�o*ß¬

a/c
�

&�ã Ñ ßà �%nVÔm«	¬�P{%o>«DsEs Ó «M¬�q�t�o Ó s�nVÔº« Ó kq±«A~�n Ó n Ñ qEq�s Ó o�s�v�{�ß ¬0! q�{%o�o�sp{�« x o_«M¬
ß áp~�n Ó sð«M¬;s<y�o>« Ó ß¬0!*n	¬Gq�o x o Ó «Mã;s�o?v�{�¬kn	ãrn�!'ßrv>«Mã}~ Ó n}v�o?q�q�o�q>�	¢Yn	ápoªápo�s4«Mãã Ñ�Ó !'ßrv>«Mã}~ Ó nMÖ
v�o�q�q�o�q*ß ¬ x n'ã x o�s�{koEv�nYn	ãß ¬0!|n&t�v�n	¬;sðß ¬ Ñ n Ñ q6q�s Ó ßr~%q n Ó z ã«	ápo¸¬;s�q^yY�� Ó «�Ôªß¬0! s�{ko>á
s�{ Ó n Ñ !:{�« 2 Ñ ßro�q�v�o¸¬;s�� Ñ ßà¨� 1 {%o Ó «Ds�o n&t�v�nYn'ã ß¬0!Pv¸«	¬ y�o v�n'¬;s Ó n	ããwo8�«	¬� z ¬#«Mã
~ Ó n� Ñ v�s
n&tz}o?qDß Ó o8�v�{�« Ó «:v�s�o Ó ß q�sÎß v�q=v>«M¬�y�oS«(v�{�ßro x o>ußwt�q�s Ó ßw~%qº« Ó o* Ó «�Ôª¬ps�{ Ó n Ñ !({
~�n Ó n Ñ q[ápo>�ßà«��zÝ�ßFs�{ s�{�ß qAápn(sÎß x «&sÎßrn	¬�Ô�o�q�s Ñ �ßro> s�{%o q�s�o>«'}�AsØÔ�nMÖ��ßáEo>¬%qÎßwn'¬�«Mã
q�s4«J!	¬#«DsÎßrn	¬�ÖN~�n	ß¬;sO��nVÔ n&t¨«M¬�ß¬%v�n'áp~ Ó o?q�qÎßry�ãwo�� Ñ ß�ß¬G~ Ó o?q�o>¬%v�o
n(t�~�n Ó n Ñ q ápo8�ß Ñ á
s�nVÔÕ« Ó kqÕ«Eq�s Ó o�s�v�{�ß¬0!Gq Ñ�Ó tÁ«(v�o	�

��������X�R�� � K¾I M � I T F I¸UØF Z E Z�/ C Z>T F.H Z EVUDI>\I2 B \ Z ;4F�UJ+ f ′(η) 9 FHUØC η /àZ¸T - B 2 BÎT I>\I2>I>\ 4,B - Z�/ k1I¸E 1 a/c 9 F�UØC Pr = 0.05 � K 5}M � I T F IPUØF Z E Z�/ U T I¸E;-�2 BðT - B 2 B \ Z ;ðFHUJ+ f(η) 9 F�UØC η /Z>T - B 2 BðT I¸\
2>I>\ 4'B - Z�/ k1

I¸E 1 a/c 9 F�UØC Pr = 0.05 >

��������X�R�� � � I T F I¸UØF Z E Z�/ U B�0[R�BÎT I¸U 4'TØB θ(η) 9 F�UØC η /Z>T - B 2 BðT I>\}2>I>\ 4'B - Z�/ Pr 9 F�UØC a/c =
0.1, k1 = 0.1

&�ß !:q>� Ü 6Á«�8ª«M¬#�Ü 6 y 8Ì« Ó o�s�{ko<! Ó «&~%{�ßrv>«Mã Ó o�~ Ó o?q�o>¬;sð«Dsðßwn'¬ n&t={kn Ó ß���n'¬;sð«Mã x o>ãwn}vPßws��
~ Ó n z ãro

f ′(η)
«M¬#ps Ó «M¬%q x o Ó q�o x o>ãwn}v¸ßFs��E~ Ó n z ãro

f(η)
t�n Ó s�{ko��ß&%8o Ó o¸¬;s x «Mã Ñ o�q=n&tIs�{%o



Ù �	
 �������
	 ³VÈ	°���Ã� � ¼�Ë��>½�¹ð²�³	Í8½�È	³VÈ�Ã��� ����� ¨³V¶u³	Í
~�o Ó ápo>«(y�ßã ßws���~�« Ó «	áEo�s�o Ó

k1
n&t�s�{%o ~�n Ó n Ñ q�áEo8�ß Ñ á 6

k1 = 0.0, 0.5, 1, 2
80Ô {ko¸¬Ss�{ko

§ Ó «	¬�Ysðã,¬ Ñ áSy�o Ó
Pr

ßrq Û�� Û � t�n Ó sØÔ�n*�ß;%�o Ó o>¬;s q�o�s n&t x «	ã Ñ o�q�n&t
a/c

ãw��ß¬0!*ß¬
0.1 < 1«M¬�

2 > 1
�	Þ sºßrq<t�n Ñ ¬#ps�{�«&s=t�n Ó

a/c < 1
¡:s�{ko {kn Ó ß ��n	¬;sð«	ã x o>ãwn}v¸ßFs��

f ′(η)
}o�v Ó o8«(q�o�q

ÔªßFs�{�s�{ko[ß¬%v Ó o>«:q�o6n&t
k1

y Ñ sÌßFsªß¬%v Ó o>«:q�o?qÒÔªßws�{|s�{koSß ¬%v Ó o8«(q�o6n(t
k1

Ô {ko>¬
a/c > 1

�
& Ó n	á &�ß !�� Ü 6 y 8Õßws"ßrq x o Ó �|vPãro>« Ó s�{�«Ds s�{ko�s Ó «M¬%q x o Ó q�o x o¸ãrn}vPßws��_}o?v Ó o>«(q�o�qÕÔªßws�{ s�{ko
ß ¬%v Ó o8«(q�o n(t

k1
Ô {ko>¬

a/c(= 0.1 < 1)
6
Pr = 0.05

8�y Ñ s
k1

{�«:q ¬%n qÎß;!'¬�ß z v¸«	¬:s
o5%8o�v�smn'¬ s�{koLs Ó «M¬�q x o Ó q�o x o>ãwn}vPßws��uÔ {ko>¬

a/c(= 2 > 1)
�

&�ß !���
q�{knVÔmq8s�{%o<o5%8o�v�s�q n(tYs�{koÒ§ Ó «	¬�Ysðã	¬ Ñ á�y�o Ó 6
Pr

8In'¬Ls�{ko s�o¸áp~�o Ó «Ds Ñ�Ó o
θ(η)t�n Ó z 4}o8 x «	ã Ñ o�qmn(t

a/c = 0.1, k1 = 0.1
���6q"«M¬;sðßrv¸ßw~�«&s�o8¨¡ks�{ko*s�{%o Ó á�«	ã�y�n Ñ ¬#�« Ó �

ã«��:o Ó s�{�ßrv ' ¬ko?q�q�}o?v Ó o>«(q�o�qAÔªßFs�{ ß ¬�v Ó o>«(qÎß¬0! s�{%oÉ§ Ó «M¬�}sÎãº¬ Ñ á�y�o Ó 6¾ßâ� o'��Ôªßws�{ s�{ko
}o�v Ó o8«(qÎß ¬0!�s�{ko Ó áu«Mã'�ß&% Ñ qÎß x ßws���8P�>Þ s�ßrq�vPãro>« Ó t Ó n'áas�{�ßrq z ! Ñ�Ó o s�{�«Ds�s�{ko s�o¸áp~�o Ó «Ds Ñ�Ó o
«Dsª«�~�n	ß¬:sª}o?v Ó o>«(q�o�q%ÔªßFs�{Éß¬%v Ó o>«:q�o*ß ¬ s�{ko�§ Ó «M¬�}sÎã�¬ Ñ á�y�o Ó

Pr
y Ñ s�s�{ko�ß¬%v Ó o>«:q�o

n&t
Pr

{�«(qÕ¬%npq Ñ v�{|o5%8o�v�smn	¬|s�{ko*{%n Ó ß ��n	¬;sð«	ã x o¸ãrnYv¸ßFs��'�

������� R�� � � I>\ 4'B - Z�/ f ′′(0) /Z>T - B 2 BÎT I>\�2>I>\ 4'B - Z�/ a/c I>E 1 k1 9 FHUØC Pr = 0.05 >
k1 a/c → = > 5 = > Y < > = N > =
0.0 OQ= > : ?>= 5 Oâ= > ?>X :>: 5 > :>:8:M5 X > Y = 585
0.1 OQ= > 68:M5 = Oâ= > Y = 5>5 < > = 5 = 5 X > 6 = 585
0.5 OQ= > 6 =>= 5 Oâ= > N�7M5>5 < > 5>5 =8<�X > :	5 =�<
1.0 OQ= > 7M54:	5 Oâ= > N X�=8< < > N>: = Y X > : ? :	5
1.5 OQ= > Y ? : < Oâ= > N	585 < < > 7 <>= 5 X > :8: = 5
2.0 OQ= > Y8Y =�< Oâ= > < : = 5 N > 5�YM5>5 Y > Y = 5 =

&�ß¬�«	ã ãr�	¡�Ô�o�v�n'áE~ Ñ s�o^s�{%oA�ß ápo>¬%qDßrn	¬�ãwo?q�q q�{ko>« Ó q�s Ó o?q�qÕ«&s s�{ko[ÔÕ«Mãã8t�n Ó x « Ó ßrn Ñ q
x «	ã Ñ o�qmn(t

a/c
«M¬#

k1
� 1 {ko x «Mã Ñ o?qmn&t

f ′′(0)
« Ó o�!	ß x o>¬�ß ¬As�{ko 1 «(y�ãwo'Ù	�¨¦ Ñ�Ó v�n	á�Ö

~ Ñ s�o8 Ó o�q Ñ ãws�qS«J! Ó o�o�o54kv�o>ã ãro¸¬;sðãw�®Ôªßws�{As�{ko Ó o?q Ñ ãws�q6n&t �"«��8« Ó o�s8��«	ãQ� >Ù3I�?
ß ¬ q�s�o>«'}�
v¸«(q�o�ÔªßFs�{

k1 = 0
� & Ó n'á s�{�ßrq�sð«&y�ãwo'¡0ßFs±ßrq x o Ó � vPãro>« Ó s�{�«&s�s�{%ou¬ Ñ áEo Ó ß v¸«	ã x «Mã Ñ o

n&t
Ôº«	ã ã q�{ko8« Ó q�s Ó o�q�qª}o�v Ó o8«(q�o�qÕÔªßws�{ s�{koAß¬%v Ó o>«:q�o[ß¬
k1

¡kt�n Ó « z 4}o> x «Mã Ñ o�n(t
a/cÔ {ko¸¬

a/c < 1
6 x «Mã Ñ o�qOn(t

f ′′(0)
« Ó oº¬ko$!,«Dsðß x oÒß¬�s�{�ß q v¸«(q�o38�«	¬� ß¬%v Ó o8«(q�o�q�ÔªßFs�{�s�{ko

ß ¬%v Ó o8«(qÎß ¬L!
k1

t�n Ó
a/c > 1

6 x «	ã Ñ o�q^n&t
f ′′(0)

« Ó oS~�n:qÎßwsÎß x o38P�z¦*¬ s�{kopn&s�{%o Ó {�«M¬#¨¡
t�n Ó « z 4}o> x «	ã Ñ o n&t

k1
¡:s�{ko"ÔÕ«Mãã8q�{ko8« Ó q�s Ó o?q�qÒ}o�v Ó o8«(q�o�q Ôªßws�{ s�{ko�ß¬%v Ó o>«:q�oÌß¬
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