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`

E(α, β)nf
´

(x) =

∞
Z

0

E((α, β)n;−xt)f(t)dt (x > 0)

> Z GVUFKAHJG,HJG � U�E D � R D >4HËKA\ � �,G'>¾U�H Z G E((α, β)n; z)
�=D G D T KA\JH��4HJG � U�E D�� H U�UFK � Q! D#"SD T U!� R D

� �,G'>¾U�H Z G�HËG�U�E D � R K9> D
Lν,r (1 ≤ r ≤ ∞, ν ∈ R) Z��$ D�%�D � � � D � D K��&� T K % \ D � �,G,>ÂU�H Z G�� Z G

R+ = (0, +∞) �&�,>FE U�E,K9U ‖f‖ν,r < ∞ W�'�E D T D

‖f‖ν,r ≡

0

@

∞
Z

0

|tν
f(t)|

dt

t

1

A

1/r

< ∞ (1 ≤ r < ∞); ‖f‖ν,∞ ≡ esssupt>0|t
ν
f(t)|.

� K R,R HËG � R'T�ZAR D T U�H D �(�&�'>ÂE K���U�E D�% Z �,G�� D �	G D �&�4W�U�E D T KAG �=D W U�E D T D R	T D � D GVUFK9U�H Z G K9G)�
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@BA1C�DFE)G�HJI6K-LME,N�HFD
�*µ�ÈPO���O�¿9ÈÅÁÃÄÅ��¿AÊ	¹O·¾¿A� ·Â¹�·¾½�¿CÄ�·¾µ���¸Æ¹O»�·¾½�¿[Á�'·¾¿�Q'È¾�	¶#·¾È¾�	��ÄF»í¹	È¾À�¹O»�·Â½�¿S»í¹'ÈÂÀ

(E(α, β)nf) (x) =

∞
∫

0

E(α, β)n;−xt)f(t) dt (x > 0), R�S � S<T
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E((α, β)n; z) =
1

2πi

∫

L

Γ (s)Γ (1 − s)
n
∏

i=1

Γ (βi − αis)
(−z)

−s
ds (z 6= 0) R�S � Ì T

� ÁË·¾½�ÈÂ¿=�O¶
αi, βi ∈ R (i = 1, . . . , n)

Á ��·¾½�¿CÏ	¿AÈÂ��¿9¶²����¿AÈÂ¿
L

ÁÃÄÛ·¾½�¿C¹	��¿C¹O» ·Â½�¿C»í¹	¶ Ð
¶ ¹ � Á�,Q Ä>O�¿A´7ÁÃ�O¶¶¸º´4½�¹'ÄÂ¿9�ºÁ������ÁË·¾¿S´9¹	�,·Â¹'µ�È4Ä9Ç � ½�ÁÃ´4½ÆÄÂ¿�O��	È¾�O·Â¿*�	¶ ¶:O�¹	¶¿AÄ�¹O»��S�OÀ�Àp�VÐ
»íµ���´�·¾Á ¹'�

Γ (s)
·¾¹�·¾½�¿Æ¶¿7»°·º�	��� �O¶¶ O#¹'¶ ¿=Ä ¹	»��S�OÀ�Àp�VÐ²»íµ���´7·ÂÁ¹	�

Γ (1 − s)
·Â¹�·Â½�¿

ÈÂÁ Q	½,·AÑ

R � T L = L−∞
ÁÃÄ�� ¶¿7»°·"¶¹�¹�O�¶ ¹�´9�O·Â¿=�ÆÁ����½�¹	È¾Á��9¹	�,·4�O¶ Ä�·¾ÈÂÁ O�Ä�·4�OÈÂ·ÂÁ�,Q��V·Å·Â½�¿ O#¹'Á �,·

−∞+iϕ1
�O����·Â¿AÈÂÀ�Á���V·¾Á �,QS�V· ·¾½�¿PO#¹'Á �,·

−∞+iϕ2
Ç

−∞ < ϕ1 < ϕ2 < ∞
�

R�� T L = L+∞
ÁÃÄC� ÈÂÁ Q	½,·[¶¹,¹�O�¶ ¹�´9�O·Â¿=� Á��·Â½�¿º½�¹	È¾Á��9¹	�,·4�O¶
Ä�·¾ÈÂÁ O ÄF·¾�OÈÂ·ÂÁ�,Q��V·[·¾½�¿

O#¹'Á �,·
+∞ + iϕ1

�	���Æ·Â¿AÈÂÀ�Á���V·¾Á �,Qº�O·�·Â½�¿ O#¹'Á �,·
+∞ + iϕ2

Ç
−∞ < ϕ1 <

ϕ2 < ∞
�

� ½�¿ »íµ���´�·¾Á ¹'� R�S � Ì T � Á ·Â½�´7¹'À(O�¶ ¿��
αi, βi ∈ C(i = 1, . . . , n) � �	ÄSÁ�,·ÂÈ¾¹���µ�´7¿=��Á�� ��� Ç � ½�¿AÈÂ¿�·¾½�¿S»í¹	¶¶ ¹ � Á�,Qp´7¹'����Á ·ÂÁ¹	��Ä�»í¹'ÈÅÁË·4ÄÅ¿ ��ÁÃÄ�·¾¿9��´9¿ � ¿AÈÂ¿ O�È¾¹VÊ	¿A�0Ñ

L = L−∞, <(α1 + . . . + αn) > 0; R S � ! T
L = L+∞, <(α1 + . . . + αn) < 0. R S � ��T� ½�¿S»í¹	¶¶ ¹ � Á�,Q�ÄF¿AÈÂÁ¿AÄÛÈ¾¿�O�ÈÂ¿=ÄF¿A�'·4�V·¾Á ¹'��Ä%¹	» R S � Ì T � ¿9È¾¿��	¶ÄÂ¹�¿AÄF·¾� � ¶ ÁÃÄF½�¿A�ÆÁ � � �"� Ñ

E((α, β)n; z) =
∞
∑

k=0

ckzk ≡ E((α, β)n; z), ck =
1

n
∏

i=1

Γ (αik + βi)
, R S � Î T

»í¹	È
L = L−∞

�O�#� n
∑

i=1

<(αi) > 0
Ç � ½�Á¶ ¿

E((α, β)n; z) =

∞
∑

k=0

dk

zk+1
, dk =

1
n
∏

i=1

Γ (−αik − αi + βi)
, R S � # T

»í¹	È
L = L+∞

�O��� n
∑

i=1

<(αi) < 0
�

� ½�¿�»íµ���´�·¾Á ¹'�
E((α, β)n; z)

Á� ·¾½�¿ »í¹	È¾À R S � Î T �	Ä ·¾½�¿ Q	¿9��¿9È4�O¶Á	�A¿A� ¼�ÁË·Â·¾��Q	Ð
�0¿ $p¿AÈ[»íµ���´7·ÂÁ¹	� � �'ÄSÁ �,·¾ÈÂ¹���µ�´9¿A� � ¸%�*�	��ÁÃ���O�����0µ#´4½�Ï	¹ � # � � � ½�¿9È¾¿7»í¹'ÈÂ¿ � ¿º´9�O¶¶
R�S � Ì T ·Â½�¿Æ¿��,·¾¿9����¿A� Q'¿9��¿AÈ¾�	¶ Á��9¿=� ¼�Á ·F·4��QOÐ��0¿�$p¿9ÈC»íµ���´�·¾Á ¹'�0� � ½�ÁÃÄ�»íµ���´�·¾Á ¹'� ÁÃÄ�·¾½�¿
Q	¿9��¿9È4�O¶Á	�=�V·ÂÁ¹	�Æ¹O»�·Â½�¿C´9¶�'ÄÂÄÂÁ´A�O¶ ¼�Á ·F·4��QOÐ��0¿�$p¿9È�»íµ���´7·ÂÁ¹	�

Eα, β(z)
� Ì�Ç�!�Ç#Î � Ñ

Eα, β(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ (αk + β)
(α > 0; β ∈ R; z ∈ C),

�O���ÆÀ�¹	È¾¿ Q'¿9��¿AÈ¾�	¶�»íµ���´�·¾Á ¹'�
Eα1,β1;α2,β2(z)

� S&� Ñ

Eα1,β1;α2,β2(z)=
∞
∑

k=0

zk

Γ (α1k + β1)Γ (α2k + β2)
; (α1, α2 > 0, β1, β2 ∈ R; z ∈ C).
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·Â¿9È¾ÀpÄÛ¹O»
Eα1,β1;α2,β2(z)

Ç�Á²� ¿'��·Â½�¿C��¿=ÄÂÄÂ¿9¶v»íµ��#´�·ÂÁ¹	� ¹	»�·Â½�¿ ��È¾ÄF·�Ï�Á �#�

Jν(z) =
(z

2

)ν

E1,ν+1;1,1

(

−
z2

4

)

,

·Â½�¿��,·¾ÈÂµ�Ê	¿�»íµ���´7·ÂÁ¹	�

Hν(z) =
(z

2

)ν+1

E1,ν+3/2;1,3/2

(

−
z2

4

)

,

·Â½�¿C��¹	À�À�¿9¶v»íµ���´7·ÂÁ¹	�

Sµ,ν(z) =
zµ+1

4
Γ

(

µ − ν + 1

2

)

Γ

(

µ + ν + 1

2

)

E1, µ−ν+1
2 ;1, µ+ν+1

2

(

−
z2

4

)

,

·Â½�¿C��¿AÄ¾ÄÂ¿9¶���¼��	ÁË·¾¶�	���p»íµ��#´�·ÂÁ¹	�

Jµ
ν (z) = Eµ,ν+1;1,1(−z),

·Â½�¿?Q'¿9��¿AÈ¾�	¶ Á��9¿=� ��¿AÄ¾ÄF¿A¶���¼��OÁ ·Â¶Ã�O�#�p»íµ���´7·ÂÁ¹	�

Jµ
ν,λ(z) =

(z

2

)ν+2λ

Eµ,ν+λ+1;1,λ+1

(

−
z2

4

)

.

�Å¿A´9¿9�,·Â¶¸ºÁ�'·¾¿9È¾¿AÄF·Û·Â¹�·Â½�¿�Á��Ê	¿=Ä�·¾Á*Q,�V·ÂÁ¹	�Æ¹O» ·Â½�¿S»íµ���´�·¾Á ¹'��Ä

Eα,β(z), Eα1,β1;α2,β2(z), E((α, β)n; z)

�O����·Â½�¿�Á�,·Â¿�Q'È¾�	¶�·¾È¾�	��ÄF»í¹	È¾À�Ä � Á ·Â½ ÄFµ#´4½�»íµ���´7·ÂÁ¹	��ÄSÁ� ·Â½�¿�Ï	¿AÈÂ��¿9¶ÃÄ*½#�	ÄS´7¹'��ÄFÁÃ��¿AÈFÐ
� � ¶¸ Á��´7È¾¿A�'ÄF¿=�r��µ�¿ ·Â¹�·Â½�¿9ÁÈ ´7¶¹'ÄÂ¿�´7¹	����¿A´7·ÂÁ¹	��Ä � Á ·Â½�·Â½�¿ ·Â½�¿A¹	È¾¸ ¹O»�»íÈ¾�'´�·¾Á ¹'���O¶
Á �,·Â¿�Q	È4�V·¾Á ¹'���	��� ·Â¹[·¾½�¿*ÄÂ¹	¶µ�·¾Á ¹'��Ä
¹O»0ÄÂ¹C´9�	¶ ¶¿A��Á�,·Â¿�Q'È¾�	¶��O���p��Á��v¿9È¾¿9�,·ÂÁÃ�O¶#¿! ,µ��O·ÂÁ¹	��Ä
¹O» »íÈ¾�'´�·ÂÁ¹	�#�O¶v¹	È4��¿9È�"�ÄF¿A¿�·Â½�¿CÄÂµ�È¾Ê	¿9¸�O���O�¿9È � # � Á��·Â½�ÁÃÄ�´7¹'����¿=´�·ÂÁ¹	���

����¹	µ�È6O���O#¿AÈ � ¿�Ä�·¾µ���¸ ·¾½�¿�À���O,O�Á�,Q O�ÈÂ¹�O#¿AÈF·¾Á ¿=Ä*ÄÂµ�´4½��	Ä"·Â½�¿ � ¹	µ�����¿A����¿=ÄÂÄAÇ
·Â½�¿ È¾�	�,Q	¿'Ç�·¾½�¿�ÈÂ¿�O�ÈÂ¿=ÄF¿A�,·¾�V·¾Á ¹'���O����·Â½�¿ Á ��Ê'¿9ÈÂ·¾� � Á ¶ÁË·�¸�¹O»%·Â½�¿ ·ÂÈ4�O��ÄF»í¹	È¾À R�S � S	T ¹	�
·Â½�¿�Ä>O��	´9¿

Lν,r (1 ≤ r ≤ ∞, ν ∈ R)
¹	»S��¿ � ¿AÄ>Q	µ�¿ À�¿A�'ÄFµ�È4� � ¶ ¿Æ»íµ���´7·ÂÁ¹	��Äp¹'�

R+ = (0, +∞)
ÄÂµ�´4½Æ·Â½��O·

‖f‖ν,r < ∞
Ç � ½�¿9È¾¿

‖f‖ν,r ≡

(
∫ ∞

0

|tνf(t)|
dt

t
< ∞

)1/r

; ‖f‖ν,∞ ≡ esssupt>0|t
νf(t)|. R S � ��T

�*µ�È�Á��Ê	¿AÄF·ÂÁ Q'�O·ÂÁ¹	��Ä��OÈ¾¿ � �	ÄÂ¿A��¹'��·Â½�¿ÆÈÂ¿�O�È¾¿AÄÂ¿9�,·¾�O·ÂÁ¹	��¹O»Å·¾½�ÁÄ�·ÂÈ4�O�#Ä�»í¹'ÈÂÀ Á � ·¾½�¿
»í¹	È¾À�¹O» À�¹	È¾¿ Q'¿9��¿AÈ¾�	¶vÁ �,·Â¿�Q	È4�O¶�·ÂÈ4�O�#Ä�»í¹'ÈÂÀ

(Hf)(x) =

∞
∫

0

Hm,n
p,q



xt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ai, αi)1,p

(bj , βj)1,q



 f(t) dt, R�S � � T
� ÁË·¾½[·Â½�¿�ÄF¹	Ð´A�O¶¶ ¿=�

H
Ð²»íµ���´�·¾Á ¹'�[Á �C·Â½�¿ýÏ	¿9È¾��¿A¶ ����µ�´4½��

Hm,n
p,q (z)

Ð »íµ��#´�·ÂÁ¹	��ÁÄ���¿ ����¿A�
»í¹	ÈÛÁ �,·¾¿�Q	¿AÈ¾Ä

m, n, p, q (0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ p)
Ç�»í¹'ÈÛ´9¹	À O�¶¿ �

ai, bj
�O����O#¹,ÄFÁ ·ÂÁÊ	¿

αi, βj (1 ≤ i ≤ p; 1 ≤ j ≤ q) � ¸p·¾½�¿S»í¹	¶¶ ¹ � Á�,Q�¿! ,µ��O·ÂÁ¹	�0Ñ
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Hm,n
p,q (z) = Hm,n

p,q



z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(ai, αi)1,p

(bj , βj)1,q



 =
1

2πi

∫

L

Hm,n
p,q (s)z−sds R S � # T

� ÁË·¾½

Hm,n
p,q (s) :=

m
∏

j=1

Γ (bj + βjs)
n
∏

l=1

Γ (1 − al − αls)

r
∏

l=n+1

Γ (al + αls)
q
∏

j=m+1

Γ (1 − bj − βjs)

. R�S � S Í T

��¿9È¾¿
L

ÁÃÄ�� Ä>O#¿=´7ÁÃ�O¶¶ ¸ ´4½�¹'ÄÂ¿9� Á������Á ·Â¿�´9¹	�,·Â¹'µ�È R L = L−∞, L = L+∞
Ç ¿7·¾´	� T Ç�O��� �O� ¿AÀ(O�·�¸�O�È¾¹���µ�´�·=Ç�Á » Á ·"¹�´9´9µ�È4Ä9Ç � ¿9Á�,Qp·4�OÏ	¿A� ·¾¹ � ¿[¹	��¿'���*��¿[Àp��¸ ���#� ·¾½�¿

·Â½�¿A¹	È¾¸�¹O»%·¾½�ÁÃÄ�»íµ���´�·¾Á ¹'� Á� ·Â½�¿ � ¹�¹	Ï�Ä � ¸�¼��V·Â½#�OÁ��O�#� ��� ��¿A��� � S Í � Ç���ÈÂÁÊV�	ÄF·¾��ÊV��Ç
��µ,O�·¾���O��� ��¹V¸'�	¶ � S ! � Ç���È¾µ�����ÁÏ	¹VÊvÇ���È¾¸�´4½�Ï	¹VÊ��O��� ¼��OÈ¾Á´4½�¿AÊ � S�S Ç���¿A´�·¾Á ¹'� ��� ! ��O�����SÁ ¶ � �'ÄÅ�O�������	Á*Q'¹ � ��Ç��ý½���O�·Â¿AÈ¾Ä S �	����Ì � �� ½�¿6O#��O�¿9ÈÅÁÃÄÛ¹	È#Q'�O��Á	�A¿A�º�'Ä%»í¹'¶ ¶¹ � ÄA����¿A´�·¾Á ¹'��Ì ��¿=�O¶ÃÄ � Á ·Â½Æ·Â½�¿[ÈÂ¿�O�ÈÂ¿=ÄF¿A�,·¾�V·¾Á ¹'�
¹O»

E(α, β)nf
�'Ä�Ä>O�¿A´7ÁÃ�O¶,´9�'ÄF¿=Ä0¹O»�·¾½�¿

H
Ð ·¾È¾�	��ÄF»í¹	È¾À R�S � � T �V��¿A´7·ÂÁ¹	��Ä !VÐ � �OÈ¾¿%��¿AÊ	¹O·¾¿A�

·Â¹ ·Â½�¿
Lν,r

Ð²·Â½�¿A¹	È¾¸�¹O»ý·Â½�¿p·¾È¾�	��ÄF»í¹	È¾À R�S � S<T Á��·Â½�¿º´A�	ÄÂ¿ � ½�¿9�
1 < p < n, αi >

0 (i = 1, . . . , p)
�O�#�

αi < 0 (i = p+1, . . . , n)
� � ½�¿ÅÁ ��Ê	¿AÈ¾ÄÂÁ¹	� ÈÂ¿A¶�O·ÂÁ¹	��Ä �OÈ¾¿PQ	ÁÊ	¿A�

Á ����¿=´�·ÂÁ¹	��Î��

�JA
E(α, β)n �

� G���D
	��#H�G� ��	 E����
H �

� G��BD�	���H G�
�ý¸ R�S � # T Ð R�S � S Í T ÇV·¾½�¿�¿��,·¾¿9����¿A�(Q	¿A��¿9È4�O¶Á	�A¿A��¼�Á ·F·4��QOÐ��0¿�$p¿9È »íµ���´7·ÂÁ¹	�

E((α, β)n; z)ÁÄpÈ¾¿�O�ÈÂ¿=ÄF¿A�'·¾¿A� Á ��·Â½�¿�»í¹	È¾Àn¹O»�·Â½�¿
H

Ð »íµ���´�·¾Á ¹'�0Ç%�O�#��ÄÂµ�´4½ ��ÈÂ¿�O�È¾¿AÄÂ¿9�,·¾�O·ÂÁ¹	� ÁÃÄ
��Á��v¿9È¾¿9�,·�Á����¿�O�¿9����¿9��´9¿�¹'� Ê��	¶ µ�¿AÄÛ¹O» ÈÂ¿=�O¶$O��	È¾�	À�¿7·Â¿AÈ¾Ä

αi (i = 1, . . . , n)
Ñ

Á T �»
αi > 0 (i = 1, . . . , n)

�O���
L = L−∞

Ç�·Â½�¿9�

E((α, β)n; z) = H1,1
1,n+1

[

z

∣

∣

∣

∣

(0, 1)
(0, 1), (1− β1, α1), . . . , (1 − βn, αn)

]

. R Ì�� S<T
Á Á T �»

αi > 0 (i = 1, . . . , p, p < n)
Ç

αi < 0 (i = p + 1, . . . , n)
�O��� ¿AÁË·¾½�¿9È

n
∑

i=1

αi > 0, L = L−∞
Ç�¹'È n

∑

i=1

αi < 0,L = L+∞
Ç�·Â½�¿A�

E((α, β)n; z) = H1,1
n−p+1,p+1

[

z

∣

∣

∣

∣

(0, 1), (βp+1,−αp+1), . . . , (βn,−αn)
(0, 1), (1− β1, α1), . . . , (1 − βp, αp)

]

.

R Ì�� Ì TÁ ÁÁ T �»
αi < 0 (i = 1, . . . , p, p < n)

�O�#�
αi > 0 (i = p + 1, . . . , n)

�O�#��¿AÁË·¾½�¿9È
n
∑

i=1

αi > 0,L = L−∞
Ç�¹	È n

∑

i=1

αi < 0,L = L+∞
Ç�·Â½�¿A�

E((α, β)n; z) = H1,1
p+1,n−p+1

[

z

∣

∣

∣

∣

(0, 1), (β1,−α1), . . . , (βp,−αp)
(0, 1), (1− βp+1, αp+1), . . . , (1 − βn, αn)

z

]

.

R Ì�� ! T



���'¬�¢7ª��	¢�����¢9ª�¢9¥Â¤V£Ë¨	�A¢���
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Á Ê T �»

αi < 0 (i = 1, . . . , n)
�	���

L = L+∞
Ç�·Â½�¿A�

E((α, β)n; z) = H1,1
n+1,1

[

z

∣

∣

∣

∣

(0, 1), (β1,−α1), . . . , (βn,−αn)
(0, 1)

]

. R Ì�� ��T
�ý¸ R Ì�� S<T Ð R Ì�� ��T Ç�·Â½�¿S·¾È¾�	��Ä�»í¹'ÈÂÀ

E(α, β)nf
Á� R�S � S<T ½#�	Ä�·Â½�¿*»í¹'¶ ¶¹ � Á�,Q�ÈÂ¿�O�ÈÂ¿=ÄF¿A�,·¾�VÐ

·ÂÁ¹	��ÄAÑ
ÿ T �»

αi > 0 (i = 1, . . . , n)

E((α, β)n; z) = H1,1
1,n+1

[

z

∣

∣

∣

∣

(0, 1)
(0, 1), (1− β1, α1), . . . , (1 − βn, αn)

]

. R Ì�� Î T
� T �»

αi > 0 (i = 1, . . . , p, p < n)
Ç
αi < 0 (i = p + 1, . . . , n)

�O����¿AÁË·¾½�¿9È
n
∑

i=1

αi > 0,L = L−∞
Ç�¹	È n

∑

i=1

αi < 0,L = L+∞
Ç�·Â½�¿A�

(E(α, β)nf)(x) =

∞
∫

0

H1,1
n−p+1,p+1

[

xt

∣

∣

∣

∣

(0, 1), (βp+1,−αp+1), . . . , (βn,−αn)
(0, 1), (1 − β1, α1), . . . , (1 − βp, αp)

]

f(t)dt. R Ì�� # T
� T �»

αi < 0 (i = 1, . . . , p, p < n)
�O���

αi > 0 (i = p + 1, . . . , n)
�O�#��¿AÁË·¾½�¿9È

n
∑

i=1

αi > 0,L = L−∞
Ç�¹	È n

∑

i=1

αi < 0,L = L+∞
Ç�·Â½�¿A�

(E(α, β)nf)(x) = R Ì�� ��T
∞
∫

0

H1,1
p+1,n−p+1

[

xt

∣

∣

∣

∣

(0, 1), (β1,−α1), . . . , (βp,−αp)
(0, 1), (1 − βp+1, αp+1), . . . , (1 − βn, αn)

]

f(t)dt.

� T �»
αi < 0

Ç
(i = 1, . . . , n)

�O���
L = L+∞

Ç�·Â½�¿9�

E((α, β)nf)(x) =

∞
∫

0

H1,1
n+1,1

[

xt

∣

∣

∣

∣

(0, 1), (β1,−α1), . . . , (βn,−αn)
(0, 1)

]

f(t)dt.

R Ì�� � T
� ½�¿?O�È¾¹�O�¿9ÈÂ·ÂÁ¿AÄÅ¹	»�·¾½�¿

H
Ð²»íµ���´7·ÂÁ¹	� R�S � # T �O��� ¹	»�·¾½�¿

H
Ð ·¾È¾�	��Ä�»í¹'ÈÂÀ R�S � � T ��¿�O�¿9���

¹	�Æ·Â½�¿S»í¹'¶ ¶¹ � Á ��Q ��µ�À � ¿AÈ¾Ä
a∗, ∆, µ, δ, a∗

1, a
∗
2, α, β, α0, β0

Ñ

a∗ =

n
∑

i=1

αi −

p
∑

i=n+1

αi +

m
∑

j=1

βj −

q
∑

j=m+1

βj , ∆ =

q
∑

j=1

βj −

p
∑

i=1

αi, R Ì�� # T

µ =

q
∑

j=1

bj −

p
∑

i=1

ai +
p − q

2
, δ =

p
∏

i=1

α−αi

i

q
∏

j=1

β
βj

j , R Ì�� S Í T

a∗
1 =

m
∑

j=1

βj −

p
∑

i=n+1

αi, a∗
2 =

n
∑

i=1

αi −

q
∑

i=m+1

βj , R Ì�� S�S<T



S�� � ����� ¨°£	�4¤�§�
 ������ ¥  £¢7¯V¤

α =

{

− min
1≤j≤m

[

<(bj)
βj

]

,
Á »

m > 0,

−∞,
Á »

m = 0,
R Ì�� S Ì T

β =

{

min
1≤i≤n

[

1−Re(ai)
αi

]

,
Á »

n > 0,

∞,
Á »

n = 0,
R Ì�� S ! T

α0 =

{

max
m+1≤j≤q

[

Re(bj )−1
βj

+ 1
]

,
Á »

q > m

−∞,
Á »

q = m,
R Ì�� S"��T

β0 =

{

min
n+1≤i≤p

[

Re(ai)
αi

+ 1
]

,
ÁË»

p > n,

∞,
ÁË»

p = n.
R Ì�� S Î T

� ½�¿�À���O,O�Á�,Q O�È¾¹�O�¿9ÈÂ·ÂÁ¿AÄAÇÅÄFµ�´4½b�'Ä�·Â½�¿ � ¹	µ��#��¿A����¿AÄ¾Ä9ÇÛ·¾½�¿ È¾�	�,Q	¿ �	���}·¾½�¿
ÈÂ¿�O�ÈÂ¿=ÄF¿A�,·¾�V·¾Á ¹'� ¹O»�·¾½�¿

H
Ð ·¾È¾�	��Ä�»í¹'ÈÂÀy¹	� ·Â½�¿

Lν,r
ÐÄ>O��	´9¿AÄ � ÁË·¾½��	�,¸

ν ∈ R
�O���

1 ≤ r ≤ ∞
�OÈ¾¿[��Á��v¿9È¾¿9�,·�Á� ·¾½�¿S»í¹	¶¶¹ � Á �,Q���Á��¿C´A�	ÄÂ¿AÄAÑ

(1) a∗ = ∆ = Re(µ) = 0; (2) a∗ = ∆ = 0, Re(µ) < 0; (3) a∗ = 0, ∆ > 0;

(4) a∗ = 0, ∆ < 0; (5) a∗
1 > 0, a∗

2 > 0; (6) a∗
1 > 0, a∗

2 = 0;

(7) a∗
1 = 0, a∗

2 > 0; (8) a∗ > 0, a∗
1 > 0, a∗

2 < 0; R Ì�� S # T
(9) a∗ > 0, a∗

1 < 0, a∗
2 > 0;

� ½�Á ¶¿S·Â½�¿[Á ��Ê	¿AÈF·¾Á � Á ¶ÁË·�¸ ¹O»�·¾½�¿
H

Ð ·¾È¾�	��Ä�»í¹'ÈÂÀsÁÃÄÅÊV�O¶ÁÃ�º»í¹'È
a∗ = 0

�
� ½�¿�´7¹'ÈÂÈ¾¿AÄ>O#¹'����Á�,Q�ÈÂ¿=ÄFµ�¶ ·¾ÄAÇ Q'Á Ê�Á�,Q

Lν,2
Ð#�	���

Lν,r
Ð²·Â½�¿9¹	È¾¸�¹	»'·¾½�¿

H
Ð²·ÂÈ4�O��ÄF»í¹	È¾À Ç

�OÈ¾¿C¿AÄF·¾� � ¶ ÁÃÄÂ½�¿A� Á��·Â½�¿ � � ¹VÊ'¿ � ¹�¹	Ï � ¸ �SÁ ¶ � �	Ä*�O��� ���OÁ Q	¹ � � Ç � ½�¿9¹'ÈÂ¿AÀpÄ !�� #VÐ !�� � ��O��� � � Ç � ½�¿9¹	È¾¿9ÀpÄ � � S Ð � � S Í � ÇAÈÂ¿=Ä O�¿A´7·ÂÁÊ	¿A¶ ¸'Ç � ½�Á¶¿ý·¾½�¿ÛÁ ��Ê'¿9ÈÂ·ÂÁ � Á ¶Á ·�¸�¹	»�ÄÂµ�´4½ �"·ÂÈ4�O�#Ä�Ð
»í¹	È¾ÀnÁÄ O�ÈÂ¿=ÄF¿A�'·¾¿A� Á � � � Ç � ½�¿A¹	È¾¿9ÀpÄ � � S�S Ð � � S�� � ��� ¿ ¹'��¶ ¸ ��¹O·¾¿Æ·¾½��V·p·¾½�¿ È¾�	�,Q	¿
H(Lν,r)

¹O»Å·¾½�¿
H

Ð²·ÂÈ4�O��ÄF»í¹	È¾À R S � � T ÁÄ ´4½��OÈ4�	´7·Â¿9È¾Á��9¿A��Á� ·Â¿AÈÂÀpÄ�¹O»Å·Â½�¿º»í¹	¶¶¹ � Á �,Q
·ÂÈ4�O��ÄF»í¹	È¾ÀpÄ9Ñ

��È¾��¿9¶¸,Á����*¹ � ¿9È�·�¸�O�¿*»íÈ¾�'´�·ÂÁ¹	�#�O¶�Á �,·Â¿�Q	È4�V·¾Á ¹'�p¹�O�¿9È4�V·Â¹'È¾Ä
Iα
0+;σ,ηf

�O�#�
Iα
−;σ,ηf

Ñ

(

Iα
0+;σ,ηf

)

(x) =
σx−σ(α+η)

Γ (α)

x
∫

0

(xσ − tσ)α−1tση+σ−1f(t) dt (x > 0), R Ì�� S���T

(

Iα
−;σ,ηf

)

(x) =
σxση

Γ (α)

∞
∫

x

(tσ − xσ)α−1tσ(1−α−η)−1f(t) dt (x > 0), R Ì�� S � T
��¿ ����¿A��»í¹	È

α ∈ C (<(α) > 0)
Ç
σ > 0

�O���
η ∈ C

"0�O����·Â½�¿�À�¹���Á	��¿A������O�¶Ã�	´7¿
·ÂÈ4�O��ÄF»í¹	È¾À

Lk,αf
Ñ

(Lk,αf) (x) =

∞
∫

0

(xt)
−α

e−|k|(xt)1/k

f(t) dt (x > 0), R Ì�� S # T

� ÁË·¾½
k ∈ R (k 6= 0)

�	���
α ∈ C

"��	��� ·Â½�¿[À�¹���Á	��¿A� �"�	��Ï	¿A¶v·ÂÈ4�O��ÄF»í¹	È¾À
Hk,ηf

Ñ



���'¬�¢7ª��	¢�����¢9ª�¢9¥Â¤V£Ë¨	�A¢���
�¨°¬ ¬�¤������¢��{¢9¥��0¦�ª��9¬ ¨  ª S�� #

(Hk,ηf)(x) =

∞
∫

0

(xt)
1/k−1/2

Jη

(

|k|(xt)1/k
)

f(t) dt (x > 0), R Ì�� ÌOÍ T
� ÁË·¾½

k ∈ R (k 6= 0)
�O���

η ∈ C (<(η) > −3/2)
"��O�#�º·¾½�¿S¿9¶¿9À�¿9�,·¾�	ÈÂ¸�·¾È¾�	��ÄF»í¹	È¾À

(Mζf) (x) = xζf(x) (ζ ∈ C). R Ì�� Ì S	T
� ¹O·¾¿�·Â½��O· � ½�¿A�

σ = 1
Ç R Ì�� S ��T �	��� R Ì�� S � T ´7¹'Á ��´9Á��¿ � ÁË·¾½d·Â½�¿ ÄÂ¹OÐ�´9�	¶ ¶¿A�

��È¾��¿9¶¸,Á Ð��"¹ � ¿AÈ�¹�O#¿AÈ¾�O·Â¹'È¾Ä � S Ì�Ç#��¿=´�·¾Á ¹'� S ��� S � Ñ

(

I+
η,αf

)

(x) ≡
(

Iα
0+;1,ηf

)

(x) =
x−α−η

Γ (α)

x
∫

0

(x − t)α−1tηf(t) dt (x > 0), R Ì�� Ì	Ì T

(

K−
η,αf

)

(x) ≡
(

Iα
−;1,ηf

)

(x) =
xη

Γ (α)

∞
∫

x

(t − x)α−1t−α−ηf(t) dt (x > 0),

R Ì�� Ì ! T»í¹	È
k = 1

�O�#�
α = 0 R Ì�� ÌOÍ T ¸,Á¿9¶Ã��ÄÛ·¾½�¿C´7¶Ã�	Ä¾ÄÂÁ´A�O¶ ����O�¶�'´7¿*·ÂÈ4�O��ÄF»í¹	È¾À

(Lf)(x) ≡ (L1,0f) (x) =

∞
∫

0

e−xtf(t) dt (x > 0). R Ì�� Ì �)T
� ¿CÄÂ½��O¶¶ µ�ÄÂ¿S»í¹	È

1 ≤ r < ∞
·¾½�¿[��¹	·¾�V·¾Á ¹'�

r
′ �O���

γ(r)
�	Ä�»í¹	¶¶¹ � Ä9Ñ

1

r
+

1

r′
= 1, γ(r) = max

[

1

r
,

1

r′

]

. R Ì�� Ì'Î T

�JA
Lν,r �

� ��� H G�� H �
E(α, β)n �

� G���D
	��#H�G� � ��� D
αi > 0

(i = 1, . . . , p, p < n)
�BD-I

αi < 0 (i = p + 1, . . . , n)

��¿9È¾¿ � ¿(O�È¾¿AÄÂ¿9�,·
Lν,r

Ð²·Â½�¿A¹	È¾¸ ¹O»%·¾½�¿
E(α, β)n

Ð²·ÂÈ4�O�#Ä�»í¹'ÈÂÀ R�S � S	T Á � ·Â½�¿p´A�	ÄÂ¿
1 <

p < n
Ç
αi > 0 (i = 1, . . . , p)

�	���
αi < 0 (i = p + 1, . . . , n)

����¸ R Ì�� Ì T �O��� R�S � # T Ç·Â½�¿C´9¹	��ÄF·¾�	�'·4Ä R Ì�� # T Ð R Ì�� S Î T ·4�OÏ'¿"·¾½�¿S»í¹	¶¶ ¹ � Á�,Q »í¹	È¾ÀpÄ9Ñ

a∗ = 2 +

n
∑

i=p+1

αi −

p
∑

i=1

αi; ∆ =

n
∑

i=1

αi; µ = n/2−

n
∑

i=1

βi; R !�� S<T

a∗
1 = 1 +

n
∑

i=p+1

αi; a∗
2 = 1 −

p
∑

i=1

αi; α = 0; β = 1; R !�� Ì T

α0 = 1 − min
1≤i≤p

<(βi)

αi
, β0 = 1 − max

p+1≤i≤n

<(βi)

αi
, R !�� ! T

�ý¸�·¾½�ÁÄ�´A�O¶Ã´7µ�¶Ã�V·¾Á ¹'�0Ç �	¶ ¶���Á��¿ ´9�	ÄÂ¿AÄ R�S	T � R # T Á � R Ì�� S # T �	ÈÂ¿�O#¹,ÄÂÄÂÁ � ¶ ¿'� ��� ·Â½�ÁÃÄ
ÄF¿=´�·ÂÁ¹	� � ¿S´9¹	��ÄÂÁÃ��¿9È�´A�	ÄÂ¿AÄ R�S	T � R ��T Á� R Ì�� S # T � ½�¿9�

a∗ = 0
�

³ È¾¹	À � ��Ç � ½�¿A¹	È¾¿9ÀpÄ � � S �	��� � � Ì � � ¿ ��¿=��µ�´7¿�·¾½�¿ ��È¾ÄF· · � ¹�È¾¿AÄÂµ�¶Ë·4Ä � ½�¿9�
αp+1 + . . . + αn = −1

�O�#�
α1 + . . . + αp = 1

�
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p < n



αi > 0 (i = 1, . . . , p)



αi < 0 (i = p + 1, . . . , n)



βi ∈ C (i = 1, . . . , n)
�4¢ §�¦ ����¬��¤V¬

αp+1 + . . . + αn = −1


α1 + . . . + αp = 1¤Vª��

<(β1 + . . . + βn) = n/2

�¤Oª��º£ ¢7¬

0 < ν < 1


1 < r < ∞ �

� ¤�������¢�¬ ¥¾¤Vª�§�  ¥��
E(α, β)n

�	¢���ªv¢��  ª
Lν,2

�¾¤Oª �4¢�¢ �	¬�¢9ª��	¢�� ¬  Lν,r
¤V§�¤Vª

¢7£¢��p¢7ª#¬  � [Lν,r ,L1−ν,r] �� ������
1 < r ≤ 2


 ¬���¢7ª ¬��¢�¬²¥Â¤Vª�§�  ¥��
E(α, β)n

¨Ã§  ªv¢���¬  �  ª�¢  ª
Lν,r



¤Oª�� ¬��¢9¥Â¢
�  £	��§C¬��¢ ¢��7¦�¤O£J¨°¬ ±

(ME(α, β)nf) (s) =
Γ (s)Γ (1 − s)
n
∏

i=1

Γ (βi − αis)
(Mf)(1 − s) (<(s) = 1 − ν). R !�� ��T

� ������S¬��¢9¥Â¢��  £ ��§C¬��¢ �  ª��O¨°¬ ¨  ª

s 6=
β1 + k

α1
, . . . , s 6=

βn + l

αn
(k, l = 0, 1, 2, · · · ) for <(s) = 1 − ν, R !�� Î T

¬���¢7ª ¬���¢C¬²¥Â¤Oª�§�  ¥��
E(α, β)n

¨Ã§  ªv¢���¬  �  ª�¢ �4¥  � Lν,r  ª�¬  L1−ν,r !

E(α, β)n(Lν,r) = L1−ν,r . R !�� # T
� ������

f ∈ Lν,r
¤Vª��

g ∈ Lν,r′


�¬���¢7ª�¬��¢9¥Â¢��  £	��§C¬��¢�¥Â¢9£ ¤V¬²¨  ª

∞
∫

0

f(x) (E(α, β)ng) (x) dx =

∞
∫

0

(E(α, β)nf) (x)g(x) dx. R !�� ��T
� ¢�����

f ∈ Lν,r


λ ∈ C

¤Vª��
h > 0


�¬���¢7ª
E(α, β)nf

¨Ã§ �	¨°¯�¢9ª �9±

(E(α, β)nf) (x) = hx1−(λ+1)/h d

dx
x(λ+1)/h

∞
∫

0

H1,2
n−p+2,p+2

×



xt

∣

∣

∣

∣

(−λ, h), (0, 1), (βp+1,−αp+1), . . . , (βn,−αn)

(0, 1), (1 − β1, α1), . . . , (1 − βp, αp), (−λ − 1, h)



 f(t)dt R !�� � T
�  ¥

Re(λ) > (1 − ν)h − 1

#"���¨°£ ¢

(E(α, β)nf) (x) = −hx1−(λ+1)/h d

dx
x(λ+1)/h

∞
∫

0

H2,1
n−p+2,p+2

×



xt

∣

∣

∣

∣

(0, 1), (βp+1,−αp+1), . . . , (βn,−αn), (−λ, h)

(−λ − 1, h), (0, 1), (1− β1, α1), . . . , (1 − βp, αp)



 f(t)dt R !�� # T
�  ¥

Re(λ) < (1 − ν)h − 1 �
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p < n



αi > 0 (i = 1, . . . , p)



αi < 0 (i = p + 1, . . . , n)



βi ∈ C (i = 1, . . . , n)
�4¢ §�¦ ����¬��¤V¬

αp+1 + . . . + αn = −1


α1 + . . . + αp = 1¤Vª��

<(β1 + . . . + βn) > n/2

�¤Oª��º£ ¢7¬

0 < ν < 1


1 < r < ∞ �
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