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� � Ê	Ë � Ë¡Ì � É.fhg�Ë àji álk � Ì�fÈÑ
á�Ë � f � É"Ünm�ÜnfÈË?á�Ü � ÌÒËpo�ÜDË � Ñ �rq Ë¡É � Ü�s'Ë¡Ìhmts � ÌÒÑ Ë � Üno à g
� Ü*á�Ë � Ñ à Ñ � Ë	Þ8u�Ñ i É i Ê$m'ÞSfhg�Ë à g�Ë¡á�Ñ
ÜnfÈÌhm	� i Ì?f�g�Ë � m ��� á�Ñ à Ü i"v fhg�Ëwk i kSo�É � fÈÑ i	� Ü?����Ë:Ï
à Ë � fÒÉ2m'Þ�x�Ñ �M� �yf � É i ��ÑÝÜ à g�Ñ{z
Íj|#Ê � s	Ë �	��� kSk�É
Ñ à¡� fÒÑ i'� f i fhg�Ë"Ë àji	�!i á�Ñ à Ü�m�Ü4fÒË¡áªÜ?�'�bg�Ë
�Si	� É
Ñ � Ë � ÌxÜnm�ÜnfÈË?á�Ü i�à?à o�Ìwk � Ì�fÈÑ à o�É � ÌÒÉ}m�Ñ � � m �#� á�Ñ à Ü i$v fhg�Ë~k i kSo�É � fÈÑ i	� Ü?�h�bg�Ë8ÜDË
Ünm�ÜnfÈË¡áªÜ � ÌÈËQÊ i s'Ë¡Ì � Ë � u�m�f�g�Ë v�i É É i�� Ñ � Ê�É ��� â5� £¬«�­���¦���¨4ÓÈ¦M©t�4¦T©?���TÓ�£Ø©�­¡¿�£ i £ ¦
�Ò¦M©����TÓ�£Ø©ª­:¿#£ j ®Ý°��eÓÈ¦h��¦TÓ�£Ø®¯¦T¿e�T¢0£�¦�£¬«�­x­h�j��ÓÈ­:°4°�®¯¦T¿ xα

i x
β
j

�:�
β = 0

Ñ v j � Ë?ÜÈÑ Ê ��� fÒË?Ü
f�g�Ë�Ü�m�ÜnfÈË?á*� Ü i oSfÒÜÈÑ � Ë����¥ÜDË?ËCzW��Þ���ÞP�$|��:�T�bg�Ëbk�Ì i k i ÌnfÒÑ i'��� É
Ñ2f4mCk � Ì � á�ËjfÈË?ÌÒÜ

kij
� Ë �Si fÈËf�g�Ë�Ë�� à g �M� Ê'ËFk � Ì � á�ËjfÒË¡Ì4Ü¡Þ

α �	��� β � ÌÒËlk i ÜDÑ2fÈÑ}s	Ë à�i	� Ünf �	� f4Ü à g � Ì �	à fÈË?ÌÈÑ}�¡Ñ � Ê�fhg�Ë
àji álk � ÌnfÒá�Ë � f � É¸Ü�m�Ü4fÒË¡á²Þ �M��� xi (t) � Ë?ÜÈÑ
Ê ��� fÈË?Ü?f�g�Ël��o �	� fÈÑ2f4m�Ñ �|àji áUk � Ì�fÈá�Ë � f i� f�fÒÑ á�Ë

t
���bg�Ë?ÜÈË

kij
à g � Ì �	à fÈË?ÌÈÑ}�¡Ë�f�g�ËAËj� à g �	� Ê	Ë8Übu#Ë�f � Ë?Ë ��àji áUk � Ì�fÈá�Ë � fÒÜ?���bg�ÑÝÜ

É ��� Ñ
Ü�Ü � Ñ �~i$v (α + β) i Ì � Ë¡Ì8�
� o�Ì � Ñ
á^ÑÝÜ�f i Ünf�o � m �M� Ñ � s'Ë¡Ì4ÜDËlk�Ì i u�É
Ë¡á àji	� ÜDÑÝÜ4fÒÑ � ÊÂÑ � Ñ � Ë � fÈÑ v m,Ñ � Ê*fhg�ËªËj��Ï

à g �M� Ê'ËCk � Ì � á�ËjfÒË¡Ì4Ü
kij

���"Ü v�i Ì���Ñ à g � Ë¡É
Ñ
ÜDÏ���Ë � fÈË � Ü�m�Ü4fÒË¡áªÜ&�¯ÜÈË¡Ëlz(��|�� � É
Ñ � Ë � ÌÒÑ2� � Ï
fÈÑ i	� á�Ëjfhg i�� Ñ
Ü?o�ÜDË � �#�bg�ËYÉ Ñ � Ë � Ì�á i�� Ë¡É i u�f � Ñ � Ë � Ñ � f�g�Ë � Ë¡Ñ
Ê$gLu i o�Ìhg iLi���i$v fhg�Ë
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Ñ � Ñ2fÈÑ � É àji'��� Ñ2fÈÑ i	� (a, 0)

Ê	Ñ}s	Ë?Ü � u �'� Ñ � fÈË?Ì�k�ÌÈË�f � fÒÑ i'� i"v fhg�Ë?kSgLm�ÜÈÑ à?� É!k!g�Ë �Si á�Ë �Si'� �
��� �
	���
��!�����/���
������� Ñ
Ü � Ë à Ë8ÜÈÜ � Ìhm v�i Ì i uSf � Ñ � Ñ � Ê �M� Ëj� �	à fªÑ � fÈË?Ì�k�ÌÈË�f � fÒÑ i'�ti$vf�g�Ë�k!g�Ë �Si á�Ë �Si'� �	ßSo�Ìnfhg�Ë¡ÌÒá i ÌÒË�fhg�Ë �Si'� g i á i Ê	Ë � Ë¡Ñ2f4m:k�Ì i u�É
Ë¡á � o�Ë.f i fhg�Ë�Ñ � Ñ fÒÑ � É
àji	�#� Ñ fÒÑ i'� Ë ��àji o � fÈË¡ÌÒË � Ñ � ��Ñ à g � Ë?É ÑÝÜDÏy��Ë � fÈË � Ünm�ÜnfÈË?á�Ü�Ñ
álk�É Ñ
Ë?Ü fhg � f f�g�Ë � Ë � o à Ë �É Ñ � Ë � Ì�Ünm�ÜnfÈË¡ámÑÝÜ �Si f � É ��� m�ÜÅÌÒË � ÉØ���bg�Ë�á�Ë � Ü�o�ÌÒË?Ü�Ê	Ñ}s	Ë � uLmlf�g�Ë�k�Ì �	à fÈÑ2fÈÑ i	� Ë?ÌÒÜ � Ñ É
É
u#ËFo�ÜDË � Ñ ��� ÜÒÜ i�à Ñ � fÈÑ i	�p� Ñ2f�g � fÈË¡álk i ÌÒÑ2� � fÒÑ i'� fÈË à g � Ñ}��o�Ë � É
É i�� Ñ � Êlf iÂ�	��� k�f�fhg�Ë
ÌÈË8Üno�É2fÒÜ i u�f � Ñ � Ë �~v�i Ì�Ñ � Ë � fÈÑ q#à?� fÈÑ i	� Ñ � É
Ñ � Ë � Ì àji álk � ÌnfÒá�Ë � f � É0Ünm�ÜnfÈË¡áªÜ?�

�bZ���� ��]Ce�^Se4`�]"!$#[]?a&% `[^'#A^Sen`�](!
)�Ë à�i	� ÜÈÑ � Ë¡Ì	fhg�Ë �Si'� É Ñ � Ë � Ì=u�Ñ àji áUk � Ì�fÈá�Ë � f � ÉMÜnm�ÜnfÈË?á i"v k i É}m �Si á�Ñ � É�f4mLk#Ë'Þ ��� á�Ë¡É}m
(SNL)
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�bg�Ë*á � ÜÈÜ u � É �	��à Ë�k�ÌÒÑ ��à Ñ2k�É ËQÑ � Ë �	à g à�i álk � ÌnfÒá�Ë � f�É
Ë �'� Ü�f i��»�!i	� É
Ñ � Ë � Ì � Ñ v Ï
v Ë¡ÌÒË � fÈÑ � ÉeË���o � fÈÑ i	� Ü��¥ÜDË?ËFzW�P|������bg�ËQÑ � Ë � fÈÑ q#à?� fÈÑ i	� Ñ
Ü �Si	� Ë�uLmªËj� à Ñ2fÈÑ � ÊFf�g�ËYÜ�m�ÜnfÈË?á
� Ñ fhg �	� Ñ � Ü4f �M� f �	� Ë i o�ÜlÑ ��5 Ë à fÒÑ i'�wi"v Üno!u�Ü4f �M��à Ë���o �	� fÒÑ f4m a

Ñ � fhg�Ë àji áUk � Ì�fÈá�Ë � f�Í'�
�bg�o#Ü � Ë à?�M� Ü � mFf�g � f�fhg�Ë à�i álk � ÌnfÒá�Ë � f � É�Ünm�ÜnfÈË?ámÑ
Ü�Ê i s'Ë¡Ì � Ë � uLmUf�g�Ë v�i É
É i�� Ñ � Ê
� Ñ76eË¡ÌÒË � fÒÑ � É0Ünm�ÜnfÈË¡á � Ñ fhg²Ñ � Ñ2fÈÑ � É à�i	��� Ñ fÒÑ i'� ÜQâ



















x
′

1 (t) = k21x
α
2 (t) x

β
1 (t) − k12x

α
1 (t) x

β
2 (t) − k1ex

α
1 (t) ,

x
′

2 (t) = k12x
α
1 (t) x

β
2 (t) − k21x

α
2 (t) x

β
1 (t) ,

x1 (0) = a, x2 (0) = 0.

�B���
ÍP�

�0Ëjf.o�Ü"ÜDË�f?â

X : [0, +∞[ −→ R
2,

t −→ XT (t) =
(

x1

(

t
)

, x2 (t)
)

f�g�ËAÜnf � fÈË v o ��à fÈÑ i	��� ÜÒÜ i�à Ñ � fÈË � f iªà�i álk � Ì�fÈá�Ë � f � É Ü�m�ÜnfÈË?á
(SNL) , �M���

F : R
2 −→ R

2,

(x1, x2) −→ F (x1, x2) = (f1 (x1, x2) , f2 (x1, x2))
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





f1 (x1, x2) = k21x
α
2 x

β
1 − k12x

α
1 x

β
2 − k1ex

α
1 ,

f2 (x1, x2) = k12x
α
1 x

β
2 − k21x

α
2 x

β
1 .

) Ñ fhg f�g�Ë8ÜDË �Si f � fÈÑ i	� Ü � Ë à¡�	� � ÌÈÑ2fÈËpfhg�Ë � Ñ 6eË¡ÌÒË � fÈÑ � É�Ünm�ÜnfÈË¡á � ��� Í��lo ��� Ë¡Ì�fhg�Ë
s	Ë à f i ÌÈÑ � É v�i ÌÒá^â















X
′

(t) = F (X (t)) ,

X (0) =

(

a

0

)

.
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�bZ��Fen](� #�_!e	� #;^Se4`�] `�
�^
�(� � e	� �{_ �5]�^Se #������ !/^'���

�bg�Ë&k � Ì�fÈÑ � É � Ë?ÌÈÑ}s � fÒÑ2s'Ë?Ü i"v f�g�Ë v o ��à fÒÑ i'� F � ÌÒË � Ë q�� Ë �²� Ü v�i É É i�� Ü¡â

∂f1

∂x1
(x1, x2) = βk21x

α
2 x

β−1
1 − αk12x

α−1
1 x

β
2 − αk1ex

α−1
1 k1ex

α
1 ,

∂f1

∂x2
(x1, x2) = αk21x

α−1
2 x

β
1 − βk12x

α
1 x

β−1
2 ,

∂f2

∂x1
(x1, x2) = αk12x

α−1
1 x

β
2 − βk21x

α
2 x

β−1
1 ,

∂f2

∂x2
(x1, x2) = βk12x

α
1 x

β−1
2 − αk21x

α−1
2 x

β
1 .

�bg�Ë v o ��à fÒÑ i'� F
ÑÝÜ � Ñ76eË¡ÌÒË � fÒÑ � u�É ËÂÑ � � É
Ébk i Ñ � f (x1, x2)

Ü�o à g f�g � f x1 6= 0 �M���
x2 6= 0 v�i Ì � É
É

α > 0 �	���²� É
É
beta > 0

Þ �	��� f�g�Ë�� �	à�i u�Ñ �M� á � fÈÌÒÑ �ÂÑ
Ü�Ê'Ñ2s'Ë � u�meâ

(DF )(x1,x2)
=









∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2









.

ß i Ì�É
Ñ � Ë � ÌÒÑ2�?Ñ � Ê&f�g�ËQÜ�m�ÜnfÈË?á � ��� �/� � Ë � kSk�É}mFfhg�ËQ� � m�É i Ì v�i ÌÈáFo�É � Ñ � f�g�Ë � Ë?Ñ Ê/g�Ï
u i o�Ì�g i�i���i"v f�g�ËYÑ � Ñ2fÈÑ � É à�i	��� Ñ2fÈÑ i	� (a, 0) .

ß!o�Ìnfhg�Ë¡ÌÒá i ÌÒË	â

i) F
ÑÝÜ �Si f � Ñ76eË¡ÌÒË � fÒÑ � u�É ËQÑ � (a, 0)

Ñ v α < 1 i Ì
β < 1.

ii)
� v α ≥ 1 �M��� β ≥ 1 F

ÑÝÜ � Ñ 6�Ë?ÌÈË � fÒÑ � u�É
ËÂÑ � (a, 0)
�´�bg�Ë²� � m�É i Ì v�i ÌÈáFo�É �

� kSk�É Ñ
Ë � Ñ � � Ë¡Ñ
Ê$gLu i o�Ìhg iLi��~i"v (a, 0)
É
Ë �'� Ü f i â

X
′

(t) = F T (a, 0) + (DF )(a,0) (x1 − a, 0)T

+
1

2

(

D2F
)

(a + θ (x1 − a) , θx2)
(

(x1 − a, 0)
T )2

, 0 < θ < 1.
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�bg�Ë ¢H®×¿�­4�TÓ u�Ñ àji áUk � Ì�fÈá�Ë � f � ÉÅÜnm�ÜnfÈË?á � kSk�Ì i ��Ñ
á � fÈÑ � Ê�f�g�Ë �Si'� É Ñ � Ë � ÌAÜ�m�ÜnfÈË?á

(SNL)
ÑÝÜ�Ê	Ñ}s	Ë �²� Ü v�i É É i�� Ü?â

X
′

(t) = F T (a, 0) + (DF )(a,0) (x1 − a, 0)
T

.

�bg�Ë � f�g�ËYËj��k�É
Ñ à Ñ f v�i ÌÈáFo�É � fÈÑ i	� Ñ
Ü










x
′

1 (t) = p21x2 (t) − p12x1 (t) − p1ex1 (t) ,

x
′

2 (t) = p12x1 (t) − p21x2 (t) ,

x1 (0) = a
Þ

x2 (0) = 0.
�bg�Ñ
ÜÂá�Ë �	� Ü�fhg � f f�g�Ñ
Ü É
Ñ � Ë � Ì�u�Ñ à�i álk � ÌnfÒá�Ë � f � ÉQÜ�m�ÜnfÈË?á g � Ü~f�g�Ë v�i É
É i�� Ñ � Ê

q Ê$o�ÌÒË	â

p12

p21

p1e

1 2

*,+.-'/ KjE�� 2
(SL) 4 % ZHFHE B I R 9 F = X ) P I R S4) B ETSDI?Z�, 1 , S B ) 6

� Ñ fhg


























p12 =
∂f2

∂x1
(a, 0) = 0,

p21 =
∂f1

∂x2
(a, 0) =







0,
Ñ v α ≥ 1 �M�#� β > 1,

−aαk12,
� f β = 1,

aβk21,
Ñ v α = 1 �M��� β > 1

p1e = αk1ea
α−1

p12 = 0
Ñ � s i É2s'Ë?ÜCf�g � f:f�g�Ë¡ÌÒËªÑ
Ü �!i Ëj� à g �M� Ê	Ëlu#Ë�f � Ë?Ë � àji álk � Ì�fÈá�Ë � fªÍ �M�#� ���

� i ÌÒË i s'Ë¡Ì�Ñ v α = 1 �M��� β > 1
Þ=fhg�Ë � f�g�Ë k�Ì i k i ÜDË � á i�� Ë¡É%Ñ
Ü �!i fYÌÈË � É[u�Ë à?� o�ÜÈË

p21 < 0
��� i f�g�Ë�Ñ � Ñ2fÈÑ � É àji'��� Ñ2fÈÑ i	� x2 (0) = 0

Ñ
Ü �!i f � Ë?É É �'��� k�fÒË � v�i Ì � kSk�É2m�Ñ � Ê
f�g�ËYá�Ëjfhg i�� i"v fÈË¡álk i ÌÒÑ2� � fÒÑ i'� �

)�ËqÜno�Ê'Ê	Ë8Ü4f�f i Ñ � fÈÌ i�� o à Ë � � £�­:©?��¦TÓ�®��8�T£Ø®¯¦T¿ �4���yf²á�Ë �M� Ü�fhg � f � Ë � �%�T®×£§�
©�¦M©�­¡¿�£ t∗

� ��v fÒË¡Ì²Ñ ��5 Ë à fÈÑ � Ê f�g�Ë ��o �M� fÈÑ2f4m a v�i Ì*k�Ë¡ÌÒá�Ñ2fnfÒÑ � Ê Ë�� à g �M� Ê'Ë�Ñ � fhg�Ë
Ünm�ÜnfÈË¡á

(SNL)
Þ �	���*� ËAá�Ë � Ü�o�ÌÒË�f�g�Ë àji áUk � Ì�fÈá�Ë � fAÍ � f?f�g�Ñ
Ü�fÈÑ
á�Ë

t∗
�e�bg�Ë �*v�i Ì

t > t∗
f�g�ËAÜ�m�Ü4fÒË¡á

(SNL)
Ñ
Ü�Ê i s	Ë?Ì � Ë � uLm fhg�Ë v�i É
É i�� Ñ � Ê§� � o à g�m k�Ì i u�É Ë?á²â















x
′

1 (t) = k21x
α
2 (t) x

β
1 (t) − k12x

α
1 (t) x

β
2 (t) − k1ex

α
1 (t) , t > t∗,

x
′

2 (t) = k12x
α
1 (t) x

β
2 (t) − k21x

α
2 (t) x

β
1 (t) ,

x1 (t∗) = a∗, x2 (t∗) = b.



Ç��	­¡¿�£Ø® ���4�M£¥®¯¦M¿q¦·¨»���x¦M¿�¢H®×¿e­4�TÓ*¾�¦M¢H¤T¿�¦M©»®¯�M¢�ÕÅ¦T©?���TÓ�£Ø©�­¡¿�£��T¢hµ#¤�°�£ ­¡© Í��"�
x�Ë � Ë?Ì � É É}m	Þ à�i álk � Ì�fÈá�Ë � f���ÑÝÜ �Si f �	à?à Ë8ÜÈÜÈÑ2u�É Ë�f i fhg�ËYá�Ë � Ü�o�ÌÒË¡á�Ë � f �M�#� fhg�o#Ü

b
ÑÝÜ

o �����Si���� ���bg�ÑÝÜ � Ñ 6eË¡ÌÒË � fÈÑ � É0Ü�m�Ü4fÒË¡á à?�M� u#Ë � ÌÒÑ f�fÈË � o ��� Ë¡Ìbfhg�Ë&s	Ë à f i ÌÒÑ � É v�i ÌÈá²â
{

X
′

(t) = F T
(

XT (t)
)

,

XT (t∗) = (a∗, b) .

� ���
ÍP�

F
u�Ë¡Ñ � Ê � ÌÒË¡Ê/o�É � Ì v o ��à fÈÑ i	� Þ � Ë à¡�M� � kSk�É}mtfhg�Ë�� � m,É i Ì v�i ÌÈáFo�É � f i F

Ñ � fhg�Ë
� Ë¡Ñ
Ê$gLu i o�Ìhg iLi��Ii$v (a∗, b)

�h�bg�Ë?ÌÈËªË���Ñ
ÜnfÒÜ � fÒÑ á�Ë
t0

Üno�� à Ñ Ë � fÒÉ2mqÜDá � É É%Ü�o à g f�g � ff�g�Ë�Ü�m�Ü4fÒË¡á � ��� Í�� à¡�	� u#Ë � kSk�Ì i'�'à g�Ë � uLmtfhg�Ë�É
Ñ � Ë � Ì � Ñ76eË¡ÌÒË � fÒÑ � É"Ünm�ÜnfÈË?á � Ñ2f�g
Ñ � Ñ2fÈÑ � É àji	�#� Ñ fÒÑ i'��i'� fhg�ËYÑ � fÒË¡Ìhs � É

[t∗, t0]
â







X
′

(t) = F T (a∗, b) + (DF )(a∗,b)

(

x1 − a∗, (x2 − b)
)T

, t > t∗,

XT (t∗) = (a∗, b) ,

� ���W�$�

� g�Ë¡ÌÒË�â

F T (a∗, b) =
(

k21b
αaβ

∗
− k12a

α
∗
bβ − k1ea

α
∗

Þ
12a

α
∗
bβ − k21b

αaβ
∗

)

.

�bg�ËYË¡ÌÒÌ i Ì � o�Ë�f i f�g�ËYÉ Ñ � Ë � ÌÈÑ}� � fÈÑ i	� � Ñ É
É=u�ËAÜ4fho � Ñ
Ë � Ñ ���	�Si fhg�Ë¡Ì.k � k#Ë?Ì?�

��Z�� �5aCc?d8^Se4`�] `�
~^
� � ��� !/^�� � � �bZ��	�I^�` ^
� ��
 #[]�`�]Cend�#��
�.` _ �

ß i Ì � kSk�É2m�Ñ � Ê�ÌÒË?Ü�o�É f4Ü i"v z ��ÞeÎ�Þ=�P|lÌÒË¡É � fÒÑ � Ê f i fhg�ËxÉ
Ñ � Ë � Ì"Ünm�ÜnfÈË?á�Ü?Þ�Ñ2f*ÑÝÜ � Ë à Ë?ÜÒÜ � Ì�m
f i ÌÈË � o à Ë�f�g�Ë � Ñ 6eË¡ÌÒË � fÈÑ � É0Ü�m�Ü4fÒË¡á � ���W�$��f i fhg�ËYÊ	Ë � Ë¡Ì � É v�i ÌÒá²â

Y
′

(t) = A Y (t) .

�bg�Ñ
Ü v�i ÌÈá)Ñ
Ü�Ü � Ñ � f i u#Ë �4�T¿e¦T¿#®¯�Ò�M¢'¨:¦MÓ�© �
A
u�Ë¡Ñ � Ê � á � fÈÌÒÑ2� i"v�i Ì � Ë¡Ì��$�:�')�Ë � ÌÈË

Ê i Ñ � ÊFf i i k#Ë?Ì � fÈË�Ñ � f � i ÜnfÈË�k�Ü?â
� �������l���
	3
	�

� 	�� � ���8# µ# P�/��¦T°¡­A£¬«��M£�£¬«�­A°�¤�°4£�­¡© (SNL) ®Ý°x¦h��­:¿e³0Ç¬¨ t∗ ®Ý°x�Ò«�¦�°¡­:¿�°� ��Ò«�£×«��T£

αk21b
α−1 − βk12a

α
∗
bβ−1 6= 0,

£×«�­:¿�£×«�­:ÓÈ­»­��'®Ý°�£¥°A�� �¿�®��¡ �­Q°¡­¡£ (γ, δ) ®×¿
R

2 °4 ��4«²£¬«��M£��

(DF )(a∗,b)

(

γ

δ

)

= F (a∗, b) .

Ô�¦MÓÈ­���ÓÈ­4�¡®Ý°¡­:¢H¤��

γ =
a∗

α
, δ =

(α − β) a
β
∗

α

k21b
α

αk21bα−1a
β
∗ − βk12aα

∗
bβ−1

.



Í���� ¼*³ ¹x­��:Ó�®ÝÙ��¸³�Õh«�­¡Ó�Ó� ��T �¢H£
¾�ÓÈ¦8¦·¨:³ ����o � fÈÑ i	�

(DF )(a∗,b)

(

γ

δ

)

= F (a∗, b)

Ñ
Ü � É Ñ � Ë � Ì � É Ê'Ë�u�Ì � Ñ à Ü�m�ÜnfÈË?á �'à¡à�i Ì � Ñ � Ê�f i (γ, δ)
Þ � g i ÜDË � ËjfÒË¡ÌÒá�Ñ ���	� f8Þ ��� á�Ë¡É}m

D1
Þ�ÑÝÜ¡â

D1 = αk1ea
β−1
∗

(

αk21b
α−1aβ

∗
− βk12a

α
∗
bβ−1

)

.
� v f�g�Ë�Ü�m�ÜnfÈË?átÑ
Ü i k�Ë � �

k1e 6= 0
��Þ8f�g�Ë � D1 6= 0 �M����àji'� ÜDËP��o�Ë � fÈÉ}m�f�g�ËUk�ÌÒË�s�Ñ i o�Ü

� É
Ê	Ë�u�Ì � Ñ à Ünm�ÜnfÈË?á g � Ü � o � Ñ}��o�ËAÜ i É}o�fÈÑ i	� â

γ =
a∗

α
= γ∗.

)�Ë � Ë �Si fÒË γ = γ∗
u�Ë à¡� o�ÜÈË�Ñ2f�ÑÝÜ à¡� É à o�É � u�É
Ë	Þ �M�#�

δ =
(α − β) a

β
∗

α

k21b
α

αk21bα−1a
β
∗ − βk12aα

∗
bβ−1

.

�

� 	L � ��� ���
	3
 �
ÛÅÌÈË�s�Ñ i o�Ü"�hË¡á�á � k�Ë¡ÌÒá�Ñ2fÒÜCf i~� ÌÒÑ fÒËwfhg�Ë � Ñ 6eË¡ÌÒË � fÈÑ � É
Ü�m�ÜnfÈË?á �����W�$��o ��� Ë?Ì?fhg�Ë

v�i ÌÒá â
X

′

(t) = (DF )(a∗,b)

(

x1 (t) − a∗ + γ

x2 (t) − b + δ

)

.
� ���
ÍP�

�bg�Ë à g �M� Ê	Ë i"v f�g�ËYÜnf � fÒË&s � ÌÒÑ � u�É Ë8Ü

Y (t) =

(

y1 (t)
y2 (t)

)

=

(

x1 (t) − a∗ + γ∗
x2 (t) − b + δ

) � ���W�$�

ÌÈË � o à Ë8Ü�Ünm�ÜnfÈË?á ���#� �/� f i Ñ f4Ü à¡�	�Si	� Ñ à?� É v�i ÌÒá²â






Y
′

(t) = (DF )(a∗,b) Y (t) ,

Y T (t∗) = (γ∗, δ) .

� ­¡©��MÓ����'³ �bg�Ë§Ü�m�ÜnfÈË?á
(SNL)

Ñ
Ü � kSk�Ì i ��Ñ á � fÈË � uLmIfhg�Ë àji áUk � Ì�fÈá�Ë � f � É
É Ñ � Ë � Ì
á i�� Ë?É¥Þ ��� á�Ë¡É}m

(SCL)
Ü�g i���� Ñ � ß¸Ñ Ê/o�ÌÈË&��Þ � g�Ë¡ÌÒË

p12 = αk12a
α−1
∗

bβ − βk21b
αaβ−1

∗
, p21 = αk21b

α−1aβ
∗
− βk12a

α
∗
bβ−1.

�bZ 
 ��`�e�d�� `�
~^ �(� \�]?e4^�e #��

 `�]Ca?e4^�en`�]�#�]Ca \/]Ca?c?d��Aa
	I_S`�� � ���

�bg�Ë&k � Ì � á�Ë�fÈË¡Ì4Ü
k12, k21

�	��� fhg�Ë à�i	� Ünf �	� f4Ü
α, β à g � Ì �	à fÈË?ÌÈÑ}�¡Ë?f�g�ËxÜ�m�Ü4fÒË¡á²��� o�f

f�g�Ë�Ñ � Ñ fÒÑ � É à�i	��� Ñ fÒÑ i'� a∗ �	��� b � Ë�k�Ë ���wi	� fhg�Ë à g i Ñ à Ë i"v fhg�Ë�fÒÑ á�Ë
t∗.

�bg�ÑÝÜ¸Ñ � s i É}s	Ë?Ü
f�g � f�f�g�Ë�ÜDÑ
Ê � Ü i"v p12

�	��� p21
� ÌÈËYÌÒË¡É � fÒË � f i t∗ �	����� ÌÒË �Si f �,�!i���� �#� i u�ËxÜno�ÌÈË



Ç��	­¡¿�£Ø® ���4�M£¥®¯¦M¿q¦·¨»���x¦M¿�¢H®×¿e­4�TÓ*¾�¦M¢H¤T¿�¦M©»®¯�M¢�ÕÅ¦T©?���TÓ�£Ø©�­¡¿�£��T¢hµ#¤�°�£ ­¡© Í�� �

p12

p21

p1e

1 2

*,+.-'/ KjE�� 2
(SCL) 4 % P,P'R X�� F()AI¡S·F X E»ZHF E B I R ) X"+	B Z 6

f�g � f�fhg�Ë*É
Ñ � Ë � Ì�á i�� Ë¡É[�
SCL

� àji ÌÒÌÒË?Ü�k i'��� Ü[f i�� á�Ë � Ü�o�Ì � u�É
Ë�kSgLm�ÜÈÑ à?� É�ÌÈË � É
Ñ f4m'Þ
p12�M��� p21

áwo�Ünf�u�Ë&k i ÜDÑ2fÈÑ}s	Ë�â
{

p12 > 0

p21 > 0
⇔

{

αk12a
α
∗
− βk21b

α−βa
β
∗ > 0,

αk21b
α−βa

β
∗ − βk12a

α
∗

> 0.

� � i �/o�Ë?ÜnfÈÑ i	� Ü � ÌÈÑÝÜDË'â

i) � i f�g�Ë?ÌÈËQËj��ÑÝÜ4f�s � É2o�Ë8Ü i"v a∗

�M��� b
Üno à g�f�g � f

{

p12 > 0,

p21 > 0

�

ii)
� i ÌÒË i s'Ë¡Ì8Þ

a∗

�M�#� b
u#Ë?Ñ � Ê fÈÑ
Ë � Þ ��i Ë?Ü§Ñ f Ëj��Ñ
Ünf � à�i oSk�É Ë

(a∗, b)
Ü � fÈÑÝÜ v m�Ñ � Ê

f�g�Ë à�i	��� Ñ2fÈÑ i	� Þ i Ì�Ñ � i fhg�Ë¡Ì � i Ì � Ü?Þ ��i Ë8Ü�Ñ fªËj��ÑÝÜ4f � s � É}o�Ë
t∗

s	Ë¡ÌÒÑ v m,Ñ � ÊIf�g�ÑÝÜ
àji'��� Ñ2fÈÑ i	� �

� q ÌÒÜnf �M� Ü � Ë¡Ì�Ñ
Ü�Ê'Ñ2s'Ë � uLm f�g�Ë v�i É É i�� Ñ � Ê
� � ��
 �8�
� �
����� � # �h¦MÓQ�M¢×¢�ÖT�T¢  �­Y¦·¨ a∗

�;��­ �TÙ 0 < a∗ < a Ù´£×«�­:ÓÒ­Y­��'®Ý°�£¯° b > 0 °� ��4«
£×«��T£ �

p12 > 0, p21 > 0 if and only if α > β.

¾�ÓÈ¦8¦·¨:³ ��Ë�f
x = k12a

α
∗

�M��� y = k21b
α−βa

β
∗ (x > 0 �	��� y > 0)

{

p12 > 0

p21 > 0
⇔

{

αx − βy > 0,

αy − βx > 0.

� v α < β
f�g�ËAÜ i É}o�fÈÑ i	� Ü�ÜDË�f

{

αx − βy > 0

αy − βx > 0

ÑÝÜ�Ë¡álk�f4m'�

� v α > β
f�g�ËAÜ i É}o�fÈÑ i	� Ü�ÜDË�f

{

αx − βy > 0

αy − βx > 0

ÑÝÜ �Si f�Ë¡álk�f4m	�

�



Í��MÎ ¼*³ ¹x­��:Ó�®ÝÙ��¸³�Õh«�­¡Ó�Ó� ��T �¢H£
��Ëj�Lf � Ë�Üng i o�É �§à g�Ë à � Ñ v f�g�ËCs � É}o�Ë8Ü v�i o ���§� u i s'Ë � ÌÒË"Ü�o�Ñ2f � u�É Ë'�3)qË � ÌÈË*Ê i Ñ � Ê

f i Üng i�� f�g � f&f�g�Ë à g i Ñ à Ë i"v t∗
ÑÝÜ àji álk � fÒÑ2u�É
Ë � Ñ fhg i	� Ë�ÌÈË � ÉÅÜ�m�Ü4fÒË¡á � ÜYÜ iLi	�q� Ü

f�g�Ë�Ë?Ñ Ê'Ë � s � É}o�Ë?Ü
λ∗

1
�	��� λ∗

2
i u�f � Ñ � Ë � uLmFf�g�Ë�á�Ñ � Ñ á�Ñ}� � fÈÑ i	� i"v �M� Ë?ÌÈÌ i Ì v o �#à fÈÑ i	�#� É

� � Ë q�� Ë � u�Ë¡É i�� � � ÌÒË � Ë¡Ê � fÈÑ}s	Ë'�
�bg�Ë à�i álk � Ì�fÈá�Ë � f�Í i$v f�g�Ë�Ü�m�ÜnfÈË?á

(SNL)
Ñ
Ü�á�Ë � Üno�ÌÒË ��� f*Ñ � Ünf �	� f4Ü

tj , 1 6

j 6 m.
�0Ë�f�o�Ü à�i	� ÜÈÑ � Ë¡Ì f�g�Ë v o ��à fÒÑ i'��� ÉØâ

J(i1,ip)

(

β1
1 , β1

2 , λ1, λ2

)

=

ip
∑

j=i1

(

x1 (tj) −
(

β1
1eλ1tj + β1

2eλ2tj
))2

,

� g�Ë¡ÌÒË
1 6 i1 6 m− 1 �M��� 2 6 ip 6 m

�,Û � Ì � á�Ë�fÈË?ÌÒÜ
i1

�	��� ip
� ÌÈË à g i ÜÈË � Üno à gf�g � f?â

min J(i1,ip)

(

β1
1 , β1

2 , λ1, λ2

)

Ñ
Ü�ÌÒË � É Ñ}�¡Ë � v�i Ì
λ1 < 0 �M�#� λ2 < 0

���"Ü�á � f�fÈË¡Ì i$v5v¯�'à f�É Ë�f�o�Ü k�Ì i s'Ë?fhg�Ë v�i É
É i�� Ñ � Ê
k�Ì i k i ÜDÑ2fÈÑ i	� â
� � ��
 �8�
� �
�������=# Äh­¡£ λ∗

1, λ∗

2
Ù β1∗

1 , �T¿ � β1∗
2

�4­x£×«�­AÖT�T¢H �­:°Q°� ��Ò«�£×«��T£ �

min J(i1,ip)

(

β1
1 , β1

2 , λ1, λ2

)

= J(i1,ip)

(

β1∗
1 , β1∗

2 , λ∗

1, λ
∗

2

)

.

Ç¬¨ λ∗

1 < 0, λ∗

2 < 0, β1∗
1 6= 0 �M¿ � β1∗

2 6= 0, £¬«�­¡¿ p12 > 0, p21 > 0.

¾�ÓÈ¦8¦·¨:³ � i fÈË�f�g�Ë àji álk � ÌnfÒá�Ë � f � É�á � fÈÌÒÑ � i$v fhg�ËYÉ
Ñ � Ë � Ì�á i�� Ë¡É
(SCL)

A =

(

−p1e − p12 p21

p12 −p21

)

⇒ det A = λ∗

1λ
∗

2 = p1ep21.

��oSf
p1e = αk1e

ÞSf�gLo�Ü
p1e > 0 �M�#�Âà�i	� ÜÈË���o�Ë � fÒÉ2m p21 > 0

�
�yf�ÑÝÜ.k�Ì i s	Ë � Ñ � z ��|5f�g � f

p12 = −
(λ∗

1 + p1e) (λ∗

2 + p1e)

p1e

f�g�Ë � Þ�Ü�oSkSk i ÜÈÑ � ÊUfhg � f λ∗

2 < λ∗

1,
� ËQÊ	Ëjf

p12 > 0 ⇔ (−λ∗

1) < p1e < (−λ∗

2) .

� à¡àji Ì � Ñ � ÊFf i z ��| � Ë�g � s	Ë'â
(

β1∗
1 6= 0, �M��� β1∗

2 6= 0
)

⇒ (−λ∗

1) < p1e < (−λ∗

2) .

�bg�Ñ
Ü�k�Ì i s'Ë?Ü�f�g�ËYÌÒË?Ü�o�É2f?�
�

Õ
¦MÓÈ¦T¢×¢
�TÓ�¤ �'³ )qË à¡�M� ÜÈËjf
t∗ = ti1.



Ç��	­¡¿�£Ø® ���4�M£¥®¯¦M¿q¦·¨»���x¦M¿�¢H®×¿e­4�TÓ*¾�¦M¢H¤T¿�¦M©»®¯�M¢�ÕÅ¦T©?���TÓ�£Ø©�­¡¿�£��T¢hµ#¤�°�£ ­¡© Í��/�
�bZF\�a �5]�^Se ��d�#;^�en`�] `�
 ^
� � ��� !/^'��� !

(SCL)
#�]Ca

(SNL)

� # � #�� � 	��	������ $������� � ���.�	� 	I��
{���
	��
(SCL)

�bg�Ë v�i É
É i�� Ñ � Ê?gLmLk i f�g�Ë?ÜÈÑ
Ü v�i Ì¸Ñ � Ë � fÒÑ q�à¡� fÒÑ i'�wi$v f�g�Ë�É
Ñ � Ë � Ì �!i	� g i á i Ê	Ë � Ë i o�Ü à�i á�Ï
k � Ì�fÈá�Ë � f � É0Ü�m�ÜnfÈË?áªÜ�Üng i���� Ñ � ß¸Ñ
Ê$o�ÌÒË�� � ÌÒË�Ü � fÒÑ
Ü q Ë � �¯ÜÈË¡Ë z(��|���â�fhg�ËAÜ�m�ÜnfÈË?á)ÑÝÜ

• ¢H®×¿�­4�TÓ4Ù�¦���­¡¿�Ù
• ¿�¦T¿�«�¦M©�¦
�'­¡¿�­4¦M �°ÒÙ
•  �¿ �	­¡£�­:Ó�©�®×¿��M£ ­ ��Ù
• °:�M£¥®Ý°¬¨4¤T®×¿��§®×¿#®×£¥®¯�M¢¸�4¦T¿ �T®×£Ø®¯¦T¿�°

{

y1 (0) =
a∗

α
,

y2 (0) = δ.
)�Ë&o�ÜÈË ��� Ë � s � ÌÒÑ � u�É Ë

s = t − t∗ �M��� δ
ÑÝÜbo �����Si���� �

p12

p21

p1e

1 2

*,+.-'/ KjE���2�� FHE B I R E X E'C X ) X 3 B E B4X -�, 9 FH= X ) P I R S4) B EMSDI¡Z�, 1 , S B ) 6

�bg�ËQËj� à ÌÒËjfÒÑ i'� à�i Ë � à Ñ
Ë � f p1e

ÑÝÜ�Ñ � Ë � fÈÑ q Ë � �¥ÜDË?Ëlz �"|�� uLm

p1e = k1e =
− (λ∗

1 + λ∗

2) −

√

(λ∗

1 + λ∗

2)
2
− 8λ∗

1λ
∗

2

2
,

f�g�Ë � fhg�ËYá � fÒÌÈÑ2� i"v k � ÌnfÒÑ � É�á�Ë � Ü�o�ÌÈË8Ü�Ñ
Ü à�i álk�É
ËjfÒË � � Ü v�i É
É i�� Ü¡â






















β2
1 = −

(

1 +
p1e

λ∗

1

)

β1∗
1 ,

β2
2 = −

(

1 +
p1e

λ∗

2

)

β1∗
2

�M���Qàji'� ÜÈË���o�Ë � fÒÉ2m?f�g�ËÅË�� à g �M� Ê'Ë�k � Ì � á�ËjfÒË¡Ì4Ü
p12

�M��� p21
� ÌÈË
Ñ � Ë � fÒÑ q Ë � uLm*Ü i É}s�Ñ � Ê

� É Ñ � Ë � Ì � É Ê'Ë�u�Ì � Ñ à Ünm�ÜnfÈË?á Ê'Ñ2s�Ñ � ÊYÑ � Ë � fÈÑ q#à¡� fÈÑ i	� �¥ÜDË?Ë"��Ë�u�ÌÈÑØÞ��*��� ��g�Ë¡ÌÒÌ�o � o�É2f?Þ � �
��� ��� � z Î�Þ �P|������hËjf?â
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{

ν∗

2 = p12 = αk12a
α−1
∗

bβ − βk21b
αa

β−1
∗ ,

ν∗

3 = p21 = αk21b
α−1a

β
∗ − βk12a

α
∗
bβ−1

u#Ë f�g�Ñ
ÜªÜ i É}o�fÈÑ i	� Þ �M��� ÜDË�f
ν∗

1 = p1e

�Å�bg�Ñ
Ü �!i f � fÈÑ i	� � Ñ É
É.u#Ëpo#ÜDË � Ñ � fhg�Ë � Ëj�Lf
ÜDË à fÈÑ i	� �

� # �=#�� � 	��	������ $������� � ���.�	� 	 � � ������� 	L������
{���
	��
(SNL)

ß i Ì i u�f � Ñ � Ñ � Ê �M�Â� kSk�Ì i ��Ñ á � fÒÑ i'� i"v f�g�Ë �Si	� É Ñ � Ë � Ì�Ünm�ÜnfÈË?á
(SNL)

Þ�Ñ2f�Üno�� à Ë?Ü�f i
� ËjfÒË¡ÌÒá�Ñ � Ë

b
�

� � ��
 �8�
� �
�������{# Äh­¡£

B∗2 =

(

β1∗
1 β2∗

1

β1∗
2 β2∗

2

)

�Ò­ª£×«�­��4¦T©?��¢ ­¡£¥  �'­�¦·¨�£¬«�­C���TÓ�£Ø®¯�T¢
©ª­4��°� �ÓÈ­:°x©ª�T£ØÓ�® ��¦·¨�£¬«�­��M¢ �'­��¡ÓÈ�T®¯�§©��T°4°:­:°��T°�½
°:¦8�¡®¯�T£�­ �Â£�¦ª£¬«�­»©ª¦ �'­:¢ (SCL) . � ­x°� P�$��¦�°¡­»£×«��T£�£×«�®Ý°A°�¤�°4£�­¡© ®Ý°A® �'­:¿#£¥® ��­ �'³*¶e«�­¡¿
£×«�­A®×¿#®×£¥®¯�M¢¸�4¦T¿ �T®×£Ø®¯¦T¿ b ®Ý°A¦ �:£��T®×¿e­ � �¡¤ª£×«�­AÓÒ­:¢ �M£¥®¯¦M¿�°È«�® � �

b =
1

ν∗

3

[

(α + β)
(

−λ∗

1β
2∗
1 − λ∗

2β
2∗
2

)

+ a∗ν
∗

2

]

.
�¥Î��
ÍP�

¾�ÓÈ¦8¦·¨:³ (SCL)
u#Ë?Ñ � ÊªÑ � Ë � fÈÑ q Ë � ÞSf�g�Ë à�i Ë � à Ñ
Ë � fÒÜ k12

�	��� k21
s	Ë?ÌÈÑ v m

{

ν∗

2 = p12 = αk12a
α−1
∗

bβ − βk21b
αa

β−1
∗ ,

ν∗

3 = p21 = αk21b
α−1a

β
∗ − βk12a

α
∗
bβ−1.

)�Ë � Ë � o à Ë�f�g � f

bν∗

3 − a∗ν
∗

2 = (α + β)
(

k21b
αa

β
∗ − k12a

α
∗
bβ
)

= (α + β) x
′

2 (0)

= (α + β)
(

−λ∗

1β
2∗
1 − λ∗

2β
2∗
2

)

.

� �²à�i	��à É2o#ÜDÑ i	� Þ � Ë&g � s	Ë

b =
1

ν∗

3

[

(α + β)
(

−λ∗

1β
2∗
1 − λ∗

2β
2∗
2

)

+ a∗ν
∗

2

]

.

�

� � 	�� ��	3� � # Äh­¡£ (SNL) �4­ � ¿�¦M¿�¢H®×¿e­Ò�MÓ ��¦T¢H¤T¿e¦T©�®¯�T¢Y°�¤�°�£�­:©»Ù��M¿ � (SCL) £×«�­
¢H®×¿�­4�TÓ��T°Ò°¡¦8�:®¯�M£ ­ �Q©ª¦ �	­¡¢ ³�Ç¬¨ α > β �M¿§�h�$�eÓÈ¦��'®×©ª�T£Ø®¯¦T¿²¦·¨�£×«�­A���MÓÈ�T©ª­¡£ ­¡Ó4°�¦D¨ (SNL)�TÓÈ­��M®×ÖT­¡¿ �¡¤



















k12 =
αν∗

2a∗ + βν∗

3 b

(α2 − β2) a
β
∗ bα

,

k21 =
αν∗

3 b + βν∗

2a∗

(α2 − β2) a
β
∗ bα

,

�l«�­¡ÓÈ­ ν∗

2
�M¿ � ν∗

3
�MÓÈ­x£×«�­»�4¦8­	� �:®¯­¡¿�£¥°x¦·¨ (SCL) ³
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¾�ÓÈ¦8¦·¨:³ � v α > β � Ë à¡�M� � kSk�Ì i'�'à g fhg�Ë �!i	� É
Ñ � Ë � Ì�Ünm�ÜnfÈË?á
(SNL)

uLm f�g�Ë ÌÈË � É
É Ñ � Ë � Ì�á i�� Ë¡É

(SCL)
Ü�g i���� Ñ � ß¸Ñ Ê/o�ÌÈË&�����bg�Ñ
Ü�Ü�m�Ü4fÒË¡á Ñ
Ü�Ñ � Ë � fÒÑ q Ë � u�m

{

p12 = ν∗

2 ,

p21 = ν∗

3 ,

� � úh
 � �

b
u#Ë?Ñ � Ê � Ë�fÈË?ÌÈá�Ñ ��� fÒË � uLm�f�g�Ë�ÌÒË¡É � fÈÑ i	� Üng�Ñ}k��¯Î�� Í����

S úh
 � ÑÝÜ � É Ñ � Ë � Ì � É Ê'Ë�u�Ì � Ñ à Ü�m�ÜnfÈË?á
�	à¡à�i Ì � Ñ � Êwf i (k12, k21)

� g i ÜÈË � ËjfÒË¡ÌÒá�Ñ ���	� f ��� á�Ë¡É}m
DS

ú�
 � ÑÝÜ

DS
ú�
 � =

(

α2 − β2
)

(a∗b)
α+β−1

6= 0.

�bg�Ë � S úh
 � �'� á�Ñ f4Ü � o � Ñ ��o�ËAÜ i É2oSfÈÑ i	� (k12, k21)
Ê	Ñ}s	Ë � uLm



















k12 =
αν∗

2a∗ + βν∗

3 b

(α2 − β2) a
β
∗ bα

,

k21 =
αν∗

3 b + βν∗

2a∗

(α2 − β2) a
β
∗ bα

.

�

� Z 
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�bg�ËQÉ Ñ � Ë � Ì�á i�� Ë¡É � ÜÒÜ i�à Ñ � fÈË � f i fhg�Ë �Si	� É Ñ � Ë � Ìbk i É2m �Si á�Ñ � É à�i álk � ÌnfÒá�Ë � f � É Ü�m�Ü·Ï
fÈË¡á i"v (α + β) i Ì � Ë?Ì�Ñ � s i É2s'Ë?Ü�f�g�ÌÈË?Ë�Ñ
álk i Ìnf �M� f � Ñ � à o�É2fÈÑ
Ë?ÜYâ
ÑA� �bg�Ë§Ñ � Ñ2fÈÑ � É àji'��� Ñ2fÈÑ i	� � fwfÈÑ
á�Ë

t = 0 ��i Ë?Ü �Si fUk�Ë¡ÌÒá�Ñ fUf i Ê	Ñ}s	Ë ��àji áUk�É Ë�fÈË
Ñ �Sv�i ÌÒá � fÈÑ i	�|� u i o�f&fhg�Ë�á i�� Ë¡É

(SNL)
�l� � £ ­¡©���¦TÓ�®��8�M£¥®¯¦M¿ t∗

��ÑÝÜYÑ � fÒÌ i�� o à Ë �f i Ü�oSkSk�ÌÒË?ÜÒÜ�f�g�ÑÝÜ � Ñ � à o�É2f4m	�
Ñ Ñ��Â� v f�g�Ñ
Ü fÒË¡álk i ÌÈÑ}� � fÈÑ i	� ÑÝÜ �Si f�á i�� o�É � fÒË � ÞLfhg�Ë*É
Ñ � Ë � Ì�á i�� Ë?É Ñ
Ü �Si f � Ë à Ë8ÜÈÜ � ÌÒÑ É}m

ÌÈË � ÉØ�
)qËbg � s	Ë�Üng i���� f�g � fAfhg�Ë�á�Ë � Ü�o�ÌÒË?Ü ��i	� Ë i	� f�g�Ë àji álk � Ì�fÈá�Ë � f�Í�k�Ë¡ÌÒá�Ñ2f
f i à g iLi ÜÈË i	� Ë²á�Ë � Üno�ÌÒË � fªÑ � Ü4f �M� f ti1 = t∗

Ü�o à g f�g � f � Ë à¡�	� � Ë�s	Ë?É i k �É Ñ � Ë � ÌÒÑ2� � fÈÑ i	� á�Ëjf�g i��²� Ü v�i Ìbf�g�Ë:��Ñ à g � Ë¡É
ÑÝÜ·Ï���Ë � fÒË � Ünm�ÜnfÈË¡á �¯ÜÈË¡Ë z ��|��:�
Ñ Ñ
Ñ � �bg�Ë �Si	� g i á i Ê'Ë � Ë i o�Ü à�i	��� Ñ2fÈÑ i	� x2 (t∗) = b

u�Ë¡Ñ � Ê o �����Si���� ÑÝÜAÑ � Ë � fÒÑ q Ë �
v Ì i áná�Ë � Üno�ÌÒË?Ü �Si	� Ë i	�²àji álk � Ì�fÈá�Ë � fYÍ	�
�bg�ËAË¡ÌÒÌ i Ì i'� f�g�Ë�Ünm�ÜnfÈË¡á*� Ü à�i Ë � à Ñ
Ë � fÒÜ � o�Ë:f i fhg�ËxÉ
Ñ � Ë � ÌÒÑ}� � fÒÑ i'�*� Ñ É
ÉAu�Ë � Ë:Ï

s	Ë¡É i k�Ë � Ñ �²�	�Si fhg�Ë¡Ìbk � k#Ë?Ì?�
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