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Û�ÃÓ@®:E F,G �#H ½¾°ü±	®I@�»£�@�'®�¼@Õ�Ö�² � À�¿¼=» Â 	»£¼�½?#±PÛ}³	¸	¸è²'¼@±	»£®�±BJ	�Ö�À�½üÃø½5®2J'¼=Û�¼@»£±	¿#®� Á
¿ À�½£Ã 'ÛK?�±	®%Û�P½�Ö#¼@¼=Û+A 	À�Û�Õ�²	¼=½ �	� ¼ Â Ã Û#Õ�½?�±P½�½?�¼:@�»£	Ö�¿¼ Â Õ�¼@®£ÓS»£ÃÖ#¼B®
½?�¼ Â P½�Ã	Û
BAL@�±P»�½�Ã ÓS¿¼

P0
?�±�Ô�ÃÛ=JèÃ Û=M�Û�Ã ½�¼@®�Ã Â ±	¿ Â ±	®£®
ÃÛ�½?�¼!J	»5±�Ô�Ãø½5±©½�Ã	Û#±P¿�M�¼=¿ Õ+J	¼@Û�¼=»5±©½£¼@Õ Ö�²

½í°�+@�±	»G½£ÃÓ=¿ ¼B®
P1

±PÛ�Õ
P2

?�±�Ô�Ã Û5J�M#Û�Ãø½£¼ Â ±	®£®G¼B®
m1

±	Û�Õ
m2

¶�»£¼@®@#¼BÓ�½£Ã Ô'¼=¿² � >7?�¼B®G¼
½í°�+@�»£Ã Â ±	»�²N@#±P»�½�Ã ÓS¿¼@® Â ©Ô	¼è±	Ö#'À�½7½?�¼@Ã »*ÓS Â�Â 	Û�Ó=¼=Û,½�¼@»�BA Â ±	®£®üÃ Ûÿ½O?�¼è	»£Ö�Ã ½£®
Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�¼BÕÚÖ�²�½O?�¼DÓS'»�»£¼@®@�	Û�Õ�ÃÛ=J�½í°� Á Ö��Õ�²N@�»£	Ö�¿¼ Âÿ�

H Ûp¹©µ	µ	³�¶�Pô±�J	»5±PÛ=J'¼�@�»£©Ô	¼BÕ.½O?�±©½�½O?�¼Q@�±	»G½£ÃÓ=¿ ¼
P0

Ó=±	Û Â ©Ô'¼}ÃÛ�½?�¼�	»£Ö�Ãø½5±P¿
@�¿±	Û�¼��A�½?�¼R@�»£Ã Â ±	»�Ã¼@®"Ã Ûn®GÀ�ÓD?�±g°ü±�²Ü½O?�±©½�½?�¼C@�±	»G½£ÃÓ=¿ ¼B®*±	»�¼DÃÛ�½O?�¼�Ô'¼=»�½�Ã ÓS¼B®"�A
±PÛ�¼)S,À�Ã ¿ ±©½£¼=»5±P¿�½�»£Ã±	Û=J	¿¼ý±P½ ±	Û�²}ÃÛ�®G½£±	Û'½ BA%½�Ã Â ¼ � >7?�¼�®G'¿ À�½£Ã 'Û�®*BA�½O?�Ã®�¯�ÃÛ�Õ�±	»�¼
¯,Û�©°7Ûn±'®TPô±BJ'»£±	Û=J	¼�U ®"½�»£Ã ±PÛ=J'À�¿±	»�®�	¿À�½£Ã 'Û�®+E V�¶WF,G � >7?�¼�®G½�À�Õ�²�BA¾½?�¼@Ã »D®G½£±	Ö�Ã¿ Ã ½í²
½�À�»£Û�¼@ÕÜ	À�½�½� Ö#¼ ±DÔ'¼=»£²�ÓS Â @�¿Ã Ó=±©½£¼@ÕK@�»�'Ö�¿ ¼ Â ±PÛ�ÕÜÃø½üÃ®¾®�	¿Ô	¼@ÕÜÓS Â @�¿¼S½£¼=¿²�	Û�¿²
Ã Û}½?�¼DÓ=±	®�¼ BAáÓSÃ»£Ó=À�¿±	»ü	»£Ö�Ãø½5®üBA¦½?�¼T@#±P»�½�Ã ÓS¿¼@®XE ·�G �
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� ½�À�Õ�²,ÃÛ=J ½?�¼i®í½5±PÖ�Ã¿Ãø½í² BACPô±BJ'»£±	Û=J	¼�U ® ½£»�Ã ±PÛ5J	À�¿ ±P»}®G'¿ À�½£Ã 'Û�®ÚÃ Û ½O?�¼n¼=¿¿ Ã	@�½�Ã Ó

Ó=±	®�¼	¶ô°�¼N?#±�Ô	¼�½�nÕ�¼S½£¼=» Â Ã Û�¼NM�»£®G½D½O?�¼ÜÕ� Â ±	Ã Û#®DBAü½O?�¼=Ã»�¿Ã Û�¼@±P» ®í½5±PÖ�Ã¿Ãø½í²nÃ Ûi½O?�¼
@�±P»5± Â ¼S½£¼=»7®@�±	Ó=¼ � >7?�¼è®G²�®G½�¼ Â Ã®7ÓD?#±P»5±	Ó�½£¼=»£Ã��@¼@Õ�Ö�²�½í°¾+@�±P»5± Â ¼=½�¼=»5®@¶'Û�± Â ¼=¿²	¶�±PÛ
¼@Ó=Ó=¼=Û,½�»£Ã ÓSÃ ½í²�BAm½O?�¼ @�±	»G½£ÃÓ=¿ ¼B®
	»£Ö�Ã ½£®

e
±PÛ�Õ�±è»5±©½£Ã è�Am½?�¼@Ã » Â ±'®�®�¼@®

µ =
m2

m1 + m2

�
� �¶�½?�¼C@�»�'Ö�¿ ¼ Â Ã®�½£ M#Û�Õ�½O?�¼�ÓSÀ�»£Ô	¼B®

µ = µ(e)
Ã Û�½?�¼

(µ, e)
@�¿±	Û�¼ý° ?�ÃÓD?i±P»£¼

½?�¼�Ö�	À�Û�Õ�±P»£Ã¼@®áÖ�¼S½í°¾¼=¼=Û ½O?�¼"Õ� Â ±	Ã Û#®
BA ®í½5±PÖ�Ã¿Ãø½í² ±PÛ�Õ ÃÛ�®í½5±PÖ�Ã¿Ãø½í²ýBA�½?�¼"®�²�®í½£¼ Âÿ�
>7?�¼CM�»£®G½ °�'»�¯�ÃÛ�½O?�Ã ®XM�¼=¿ Õ�°ü±	® Õ�'Û�¼�Ö�²��*±	Û,Ö�² Eï³ G�¶ ° ?�ÿÃ Û�Ô'¼@®G½�Ã	J'±©½£¼@Õÿ½O?�¼

ÓD?�±P»5±	ÓS½�¼=»£Ã ®í½£ÃÓ¦¼�S,À�±P½�Ã	Ûè�A�½?�¼¾®G²�®G½�¼ Â Û�À Â ¼=»£ÃÓ@±P¿¿ ²�±PÛ�Õ�ÓS	Û#®í½£»�À�ÓS½�¼BÕ�½?�¼%Õ� Â ±PÃÛ�®
BAôÃ ½£®¾¿Ã Û�¼B±P»7®G½£±PÖ�Ã ¿Ãø½í²�ÃÛÜ½O?�¼

(µ, e)
@�¿±	Û�¼ ��� Û�¼�BAô½?�¼ Â '®G½¾¼���±'Ó�½7±PÛ�±	¿ ²,½£ÃÓ@±P¿#Ó@±P¿ Á

ÓSÀ�¿ ±©½£Ã 'Û�®¾BA1½O?�Ã®ü¯�ÃÛ�ÕÚ°¾±'®�Õ�'Û�¼ Ã Û E ´BG«¶�° ?�¼=»£¼!@�¼=»�½�À�»£Ö�±P½�Ã	Û Â ¼S½O?��Õ�®ü°¾¼=»£¼*À�®�¼@Õ
±PÛ�Õÿ½O?�¼ A 'À�»�½?�'»£Õ�¼@»*±	Û�±P¿²,½�Ã Ó=±P¿ô¼�� @�»£¼@®£®GÃ	Û�® A 	»*½?�¼ ®í½5±PÖ�Ã¿ Ã ½í²ÿÖ#'À�Û�Õ�±	»�Ã¼@®"°�¼@»�¼
J	ÃÔ	¼=Û ��� ¼BÓS¼@Û'½£¿ ²�¬�±P»£¯	¼=¼@Ô E ×)G @�»��@#,®G¼BÕ�±PÛn±P¿	J		»£Ã ½? Â A 	» Õ�¼=½�¼=» Â Ã Û#±©½�Ã	Û�BA�½O?�¼
®í½5±PÖ�Ã¿ Ã ½í² Ö#'À�Û�Õ�±	»�Ã¼@® A '»�½?�¼��"± Â Ã¿ ½�	Û�Ã±	Û�®�²�®í½£¼ Â Õ�¼%@�¼=Û#Õ�Ã Û5JD	Û�±D® Â ±P¿¿=@�±P»5± Â Á
¼S½�¼@» �LH ½èÃ ® Ö�±	®�¼@Õ�	Û�½?�¼�Ó@±PÛ�'Û�Ã Ó=±P¿¦½£»£±	Û�®�A '» Â ±P½�Ã	Û�®*»�¼BÕ�À�Ó=Ã Û=JÚ½?�¼��"± Â Ã¿ø½£	Û�Ã ±PÛ
A À�Û�Ó�½£Ã 'Û�½£g½?�¼ýÛ�'» Â ±	¿WA 	» Âÿ��� ®GÃÛ=JÜ½?�Ã ® ±P¿	J		»£Ã ½? Â ¶5?�¼�Ã Â @�»�©Ô'¼@Õ}½?�¼ Ó@±P¿ ÓSÀ�¿ ± Á
½�Ã	Û�®�BA � ±�²�A ¼�?Ü±PÛ#Õ � ± Â ¼=¿ E ´ Gm±	Û�Õ�'Ö�½£±	Ã Û�¼BÕ�½?�¼:M�»5®G½IA 	À�»¾Ó=,¼��gÓSÃ¼=Û,½£®%Ã Û}®G¼@»�Ã¼@®
¼�� @�±PÛ#®GÃ	Û}BA¦	Û�¼è®G½£±PÖ�Ã ¿Ãø½í²ÜÖ#'À�Û�Õ�±	»�²gÃÛ @#©°¾¼=»5®¾BA

e
�

>7?�¼ Â ±PÃÛz±	Ã Â �A�½?�¼�@�»£¼@®�¼=Û,½R@�±�@#¼@»�Ã®�½�nÕ�¼=Ô'¼=¿�@ ±	Û ±P¿	J	'»�Ã ½? Â A '» ±	Û�± Á
¿ ²,½�Ã Ó=±	¿¦Ó= Â @�À�½£Ã Û5Jg½?�¼ý®G½£±PÖ�Ã ¿Ãø½í²ÿÖ�	À�Û#Õ�±P»£Ã ¼B®"�AIPô±�J	»5±PÛ=J'¼�U ®¾½�»£Ã±	Û=J	À�¿ ±P»*®G'¿ À�½£Ã 'Û�®
À�®GÃÛ=J�½?�¼ ÃÛ M�Û�Ã ½�¼ Õ�¼S½£¼=» Â Ã Û�±	Û,½ Â ¼S½O?��ÕQE Ý G � >7?�Ã® Â ¼S½O?��ÕÚ®�¼=¼ Â ®%½� Ö�¼"½O?�¼ Â ,®í½
¼��m¼@Ó�½£Ã Ô'¼�Ã ÛiÓS Â @�À�½�ÃÛ=Jÿ½O?�¼g®í½5±PÖ�Ã¿Ãø½í²�Ö�	À�Û�Õ�±P»£Ã¼@®XA 	» ½O?�¼��"± Â Ã ¿ ½�'Û�Ã±	Ûn®�²�®í½£¼ Â ®
°7Ãø½O? @�¼=»£Ã�Õ�ÃÓ�Ó=,¼��gÓSÃ¼=Û,½£®+EKµ�G � >7?�¼K@�»£�@�'®�¼@Õ�±P¿	J		»£Ã ½? Â Ã ® ¼@±'®GÃ¿²�Ã Â @�¿¼ Â ¼@Û'½£¼@Õ
°7Ãø½O?z®� Â ¼ Â �Õ�¼=»£Û Ó= Â @�À�½£¼=»�±P¿	J	¼=Ö�»£±�®�²�®í½£¼ Â ®�À�ÓD? ±	®����©� �������P�Ò¡¢�5� E¹@¸ G �! ¼
?�±�Ô	¼�Õ�'Û�¼ ½?�¼gÓ=	»£»�¼B® @�	Û�Õ�Ã Û=JÿÓ=±	¿Ó=À�¿ ±©½�Ã	Û#®�±	Û�Õn	Ö�½5±PÃÛ�¼@Õ�½?�¼g®í½5±PÖ�Ã¿ Ã ½í²�Ö�	À�Û�Õ Á
±P»£Ã ¼B®

µ = µ(e)
ÃÛ}½?�¼�A '» Â BA @#©°¾¼=»7®�¼=»£Ã ¼B®�ÃÛ

e
°7Ã ½?�±	Ó@ÓSÀ�»5±	Ó=²

O(e10)
�

"7.$# 0�%'&)(+*#<,* 4.- 10/�132�< 0�1�% 35<5461�687:978+% 1=<�4I0;* 4.-K1</�13=>1W3=1 8:3<?@1�6
A 4�1=<�4I0

P1ÃÛ�¼@±	»�ÃB�=¼BÕ.Õ�ÃC�m¼=»£¼=Û,½£Ã±	¿�¼)S'À#±©½�Ã	Û#®DBAü½O?�¼�@�¼=»�½�À�»�Ö�¼@Õ Â 	½�Ã	Û ÃÛ.½?�¼ÜÛ�¼@Ã J�?,Ö�	À�» Á
?���Õ �A'P�±BJ	»5±PÛ5J	¼�U ®�½�»£Ã±	Û=J	À�¿±	»á®�	¿À�½£Ã 'Û�®
BA�½?�¼�¼=¿¿ Ã	@�½£ÃÓü½O?�»£¼=¼ Á Ö��Õ�² @�»£	Ö�¿¼ Â Ó=±PÛ
Ö#¼è°7»£Ãø½�½�¼@Û}ÃÛ}½?�¼��*± Â Ã¿ø½£	Û�Ã ±PÛ�A 	» Â

dqj

dν
=

∂H

∂pj
,

dpj

dν
= −∂H

∂qj
, (j = 1, 2), D ³ � ¹FE

° ?�¼=»£¼
½?�¼G�"± Â Ã ¿ ½�'Û�Ã±	Û�A À�Û�ÓS½�Ã	Û
H

Ã ®WJ'Ã Ô'¼=ÛèÖ�² D ®�¼=¼'¶ A 	»�Ã Û#®í½5±PÛ�Ó=¼	¶�E ·,G�¶IH2?�±B@�½£¼=»
µ�¶
@ � ¹�³	×ý±PÛ�Õ S,À�	½�¼@ÕÚ»£¼ A ¼=»£¼=Û#ÓS¼@®JE

H =
1

2
(p2

1 + p2
2) + p1q2 − p2q1 +

1 + 4e cosν

8(1 + e cos ν)
q2
1

− κ

1 + e cos ν
q1q2 +

−5 + 4e cosν

8(1 + e cos ν)
q2
2 . D ³ � ³KE
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���¤ �P� � �©¤����Ò¡ �P �� F,µ
��¼=»£¼ ±è½�»£À�¼ ±PÛ� Â ±P¿²

ν
Ã ®%À�®�¼@ÕÚ±	®ü±PÛÚÃ Û#Õ�¼%@�¼=Û�Õ�¼=Û,½¾Ô©±	»�Ã ±PÖ�¿¼*±	Û�ÕN@#±P»5± Â ¼S½£¼=»

κ
Ã ®

Õ�¼ M�Û�¼@Õ�±	®
κ =

3
√

3(1 − 2µ)

4
.
� À�Ö�®G½�Ã ½�À�½�ÃÛ=J D ³ � ³KE¦ÃÛ,½� D ³ � ¹FE�¶'°�¼7'Ö�½£±	Ã Û�±è®�²�®G½�¼ Â

BAá¿ ÃÛ�¼@±	»7Õ�ÃC�m¼=»£¼=Û,½£Ã±	¿1¼�S,À�±P½�Ã	Û�®¾°7Ã ½? @#¼@»�Ã�Õ�Ã ÓèÓS�¼��gÓSÃ¼=Û,½5®üBA @�¼=»£Ã�Õ
T = 2π



































dq1

dν
= p1 + q2,

dq2

dtν
= p2 − q1,

dp1

dν
= p2 −

1 + 4e cosν

4(1 + e cos ν)
q1 +

κ

1 + e cosν
q2,

dp2

dν
= −p1 +

κ

1 + e cos ν
q1 −

−5 + 4e cosν

4(1 + e cos ν)
q2.

D ³ � Ý�E

� Ö,Ô�Ã	À�®�¿²	¶5½?�¼%»£Ã J�?'½ Á ?#±PÛ�Õ ®�ÃÕ�¼B® BA�®�²�®í½£¼ Â D ³ � Ý�E1±P»£¼�±PÛ�±	¿ ²,½�Ã Ó A À�Û�ÓS½�Ã	Û�®�BA
e

Ã Û
½?�¼�Û�¼=Ã	J�?�Ö�	À�»O?���Õ�BA1½O?�¼X@#'Ã Û,½

e = 0
±PÛ�Õ ¶�?�¼@Û�ÓS¼'¶,Ã ½£®üÓD?�±	»£±'Ó�½£¼=»£Ã®G½�Ã Óü¼�� @�	Û�¼@Û'½5®

±P»£¼ÿÓ=	Û,½�ÃÛ�À�	À#®CA À�Û�Ó�½£Ã 'Û�®g�A
e D ®�¼=¼'¶�A 	»g¼���± Â @�¿¼	¶ E¹	¹�G E � >7?�¼=Û�½O?�¼Q@�»£�@�¼=»�½�Ã¼@®

BA*Ã ½£®�®�	¿À�½�Ã	Û#®RA '»�®GÀ0�gÓ=Ã ¼@Û'½£¿ ² ® Â ±P¿¿üÔ�±	¿ À�¼@® BA
e > 0

±P»£¼}Õ�¼S½�¼@» Â ÃÛ�¼@Õ Ö�² Ãø½5®
ÓD?�±P»5±	ÓS½�¼=»£Ã ®í½£ÃÓ%¼�� @#'Û�¼=Û,½5®
Ó=±P¿ ÓSÀ�¿±P½�¼@Õ A 	»

e = 0
�,H Ûý½?�Ã ®�Ó@±	®�¼¾®�²�®í½£¼ Â D ³ � Ý�Eô»�¼BÕ�À�ÓS¼B®

½�ÿ½?�¼g®G²�®G½�¼ Â BA A 	À�»DÕ�ÃC�m¼=»£¼=Û,½�Ã ±P¿%¼�S,À�±©½£Ã 'Û�® °7Ã ½? ÓS'Û�®G½£±PÛ,½DÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½£® ° ?�,®G¼
ÓD?�±P»5±	ÓS½�¼=»£Ã ®í½£ÃÓ"¼�� @#'Û�¼=Û,½5®

λ
±P»£¼�¼@±	®�Ã¿ ²KA 'À�Û�Õÿ±PÛ#Õ Â ±�²gÖ�¼è°7»�Ã ½G½£¼=Û�±	®

λ1,2 = ±iσ1, λ3,4 = ±iσ2, D ³ � · E
° ?�¼=»£¼

i
Ã®7½?�¼èÃ Â ±BJ	ÃÛ�±	»�²�À�Û�Ãø½

(i2 = −1)
±PÛ�Õ

σ1,2 =
1√
2

(

1 ±
√

1 − 27µ + 27µ2
)1/2

.

H ½*Ó=±	ÛÚÖ�¼D»£¼@±	Õ�Ã ¿²Ü®�¼=¼=Û}½O?�±©½"ÓD?�±	»£±'Ó�½£¼=»£Ã®G½�Ã Ó"¼�� @#'Û�¼=Û,½£® D ³ � · Eü±	»�¼èÕ�Ã��m¼=»£¼=Û,½ @�À�»£¼=¿²
Ã Â ±BJ'Ã Û#±P»£²�Û,À Â Ö�¼=»5®ü	Û�¿²gÃ A�½O?�¼�A 	¿¿ ©°7ÃÛ=J�ÃÛ�¼�S,À�±	¿ Ã ½í²gÃ ® A À�¿ M#¿ ¿¼@Õ

0 < 27µ(1− µ) < 1 or 0 < µ < µ∗ D ³ � ×KE
° ?�¼=»£¼

µ∗ =
1

18
(9 −

√
69)

Ã ®"½O?�¼ � 	À�½?iÓS»£Ãø½£ÃÓ@±P¿ Â ±	®£®"»5±©½£Ã  � >7?�À�®@¶mÃ Û�¼�S,À�±P¿Ã ½í²
D ³ � ×KE"Ã ®�±ÚÛ�¼BÓS¼@®£®£±P»£²ÿÓ=	Û�Õ�Ãø½£Ã 'ÛQA 	»è®G½£±	Ö�Ã ¿Ã ½í²�BA2P�±BJ	»5±PÛ5J	¼�U ®7½£»�Ã ±PÛ5J	À�¿ ±P»�®G'¿ À�½£Ã 'Û�®
Ã Û}½?�¼DÓ=±	®�¼ BA

e = 0
�

� Ó=ÓS'»£Õ�Ã Û=J ½�z½?�¼ J	¼@Û�¼=»5±P¿*½?�¼@	»£² BAýÕ�Ã��m¼=»£¼=Û,½�Ã ±P¿�¼�S,À�±P½�Ã	Û�®Ú°7Ãø½O? @�¼=»£Ã�Õ�ÃÓ
ÓS�¼��gÓSÃ¼=Û,½5® E ¹'¹�G�¶	®G²�®G½�¼ Â D ³ � Ý E Â ±�²DÖ#¼BÓS Â ¼7À�Û�®í½5±PÖ�¿¼7A 	»�®GÀ0�gÓ=Ã ¼@Û'½£¿ ² ® Â ±	¿ ¿

e > 0	Û�¿²�Ã A7½?�¼@»�¼�¼���Ã®G½ý®�À�ÓD?iÔ�±	¿ À�¼@®è�A7@#±P»5± Â ¼S½£¼=»
µ

Ã Ûi½O?�¼gÃÛ,½�¼=»£Ô©±P¿ D ³ � ×KE*½O?�±©½D½O?�¼
A 	¿¿ ©°7ÃÛ=J ¼�S,À�±P¿Ã ½í²gÃ® A À�¿ M#¿ ¿¼@Õ

λj ± λk = iN, j, k = 1, 2, 3, 4; N = 0,±1,±2, . . . D ³ � ´ E
� Û�±	¿ ² �=ÃÛ=JiÓD?�±P»5±	ÓS½�¼@»�Ã ®í½£ÃÓg¼�� @#'Û�¼=Û,½5® D ³ � · ES¶¦'Û�¼�Ó=±	Û ¼@±'®GÃ¿²i®?�©°V½O?�±©½�½O?�¼=»£¼ÚÃ ®
	Û�¿²g	Û�¼ ®�À�ÓD?ÿÔ©±P¿À�¼ BA¦½?�¼�@�±	»£± Â ¼S½�¼@»

µ
¶�Û�± Â ¼@¿ ²'¶

µ0 =
1

6
(3 − 2

√
2), D ³ � µIE

° ?�¼=Û
λ3 = iσ2, λ4 = −iσ2, N = 1

	»
2σ2 = 1

� ��¼=Û#ÓS¼	¶=½?�¼¾Õ� Â ±	Ã Ûè�A�ÃÛ�®G½£±	Ö�Ã ¿Ã ½í²
BA%®�²�®G½�¼ Â D ³ � Ý E�Ó=±	Û�¼���Ã ®í½�	Û�¿²ÿÃ Û�½?�¼ Û�¼@Ã J�?,Ö�	À�»?���ÕÿBA
½O?�¼C@#'Ã Û,½

P (µ0, 0)
ÃÛ



F�V ���������ü�	��
�����S #ª	�
½?�¼

(µ, e)
@�¿ ±PÛ�¼ � >7?�¼ÿÖ#'À�Û�Õ�±	»�Ã¼@®ýBA�½O?�Ã ®�Õ� Â ±PÃÛz±	»�¼}®G Â ¼}Ó=À�»�Ô'¼@®

µ = µ(e)ÓS»£'®£®GÃÛ=J ½?�¼
e = 0

±I��Ã ®%±P½2@�	ÃÛ,½ D ³ � µIE ��� '»�®�À0�gÓSÃ¼=Û,½�¿²�® Â ±	¿ ¿�Ô©±P¿À�¼@®�BA
e > 0

°¾¼
Ó=±PÛ}»£¼%@�»£¼@®�¼=Û,½¾½?�¼B®G¼DÓ=À�»�Ô'¼@®¾ÃÛÚ½O?�¼�A 	» Â �A @�©°�¼@»7®G¼@»�Ã¼@®

µ = µ0 + µ1e + µ2e
2 + . . . . D ³ � V�E

� ©°�½O?�¼T@�»£	Ö�¿¼ Â Ã®ü½£�Ó=±P¿ ÓSÀ�¿±P½�¼èÓS�¼��gÓ=Ã ¼@Û'½5®
µk

ÃÛ}½?�¼è¼�� @�±PÛ�®�Ã	Û D ³ � V�E �

�7.�/�0���0:< 101�� 1L101W3�� < 0�%�0I1 A 1L1</ 4 6
H Û�'»£Õ�¼@»"½£�®GÃ Â @�¿ Ã A ²�½O?�¼�Ó=±P¿ ÓSÀ�¿±P½�Ã	Û�®@¶m°�¼ »�¼@°7»�Ã ½�¼�®�²�®G½�¼ Â D ³ � Ý E�ÃÛ�½?�¼CA 	» Â �A
½í°��®�¼@ÓS'Û�Õ Á 	»5Õ�¼=»üÕ�Ã���¼@»�¼@Û,½�Ã ±P¿ ¼�S,À�±P½�Ã	Û�®















(1 + e cos ν)
(d2q1

dν2
− 2

dq2

dν

)

=
3

4
q1 + κq2,

(1 + e cos ν)
(d2q2

dν2
+ 2

dq1

dν

)

= κq1 +
9

4
q2.

D Ý � ¹ E

� Ó=ÓS'»£Õ�Ã Û=Jý½��½O?�¼ � ¿#S,À�¼=½
	 P1Ã ±B@�À�Û�©Ô�½?�¼@	»£² D ®�¼=¼'¶=A 	»7¼���± Â @�¿¼	¶WE¹�G E�¶#±�®�	¿À Á
½�Ã	ÛÿBAá®G²�®G½�¼ Â D Ý � ¹ EüÓ@±PÛ}Ö#¼è»£¼%@�»�¼B®G¼@Û'½£¼@ÕÜÃ Û}½?�¼�A 	¿¿ ©°7ÃÛ=J�A 	» Â

q1 = exp(iσν)
(

a0 +

∞
∑

k=1

(ak cos(kν) + bk sin(kν))
)

,

q2 = exp(iσν)
(

c0 +

∞
∑

k=1

(ck cos(kν) + dk sin(kν))
)

. D Ý � ³KE
� À�Ö�®G½�Ã ½�À�½£Ã Û5J�®G'¿ À�½£Ã 'Û D Ý � ³KE"Ã Û,½£ D Ý � ¹ E�±PÛ#Õ�Ó@±PÛ�Ó=¼=¿Ã Û=JÚ½?�¼ Â À�¿ ½�Ã	@�¿Ã ¼@»£®

exp(iσν)Ã Ûñ½?�¼�¿ ¼%A¨½ Á ±PÛ�Õ�»�Ã	J�?,½
	#?�±PÛ#Õ ®GÃ Õ�¼@®ÚBAý¼@±	ÓD? ¼)S,À�±©½£Ã 'Û1¶�°¾¼�'Ö�½£±	Ã Û�½í°� � 	À�»�Ã¼=»
®G¼@»�Ã¼@®"° ?�ÃÓD? Â À�®G½*Ô©±PÛ�Ã®? A 	» ±P¿¿

ν
� �"¼=Û�Ó=¼	¶mÓS�¼��gÓSÃ¼=Û,½5®�BA

cos(kν)
±	Û�Õ

sin(kν)Ã Ûg¼B±	ÓD?�¼)S'À#±©½�Ã	Û Â À�ÓD?�Ô©±PÛ�Ã®?Ü±PÛ#Õ�°�¼"	Ö�½5±PÃÛÜ±PÛgÃÛ M�Û�Ãø½£¼*®�¼�S,À�¼=Û#ÓS¼"�A1¼�S,À�±P½�Ã	Û�®
Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�ÃÛ=J ½?�¼DÓ=�¼��gÓSÃ¼=Û,½£®

ak
¶
bk

¶
ck

¶
dk

Ã Û D Ý � ³KE �
>7?�¼TM�»5®í½"½í°��¼)S'À#±©½�Ã	Û#®7Ã Û�½?�¼�®�¼�S,À�¼@Û�ÓS¼ý±P»£Ã®�¼è° ?�¼=Û�°¾¼D¼)S'À#±©½�¼ ½£��=¼@»��½O?�¼

ÓS	Û#®í½5±PÛ,½ü½�¼=» Â ®üÃ Û}½O?�¼DÓS'»�»£¼@®@#'Û�Õ�ÃÛ=J � 	À�»£Ã¼=»�®�¼=»£Ã ¼B® � >7?�¼@²Ú±P»£¼XJ	ÃÔ	¼=Û}Ö�²
(3

4
+ σ2

)

a0 + (κ + 2iσ)c0 +
e

2
(1 + σ2)a1 − ieσb1 + ieσc1 + ed1 = 0,

(κ − 2iσ)a0 +
(9

4
+ σ2

)

c0 − ieσa1 − eb1 +
e

2
(1 + σ2)c1 − ieσd1 = 0. D Ý � Ý�E

>7?�¼XA 	¿¿ ©°7ÃÛ=J�A 	À�»7¼)S'À#±©½�Ã	Û#®7ÓS	»£»£¼@®@#'Û�Õ�½� ½O?�¼DÓS�¼��gÓ=Ã ¼@Û'½5®üBA
cos ν

±PÛ#Õ
sin ν

�

eσ2a0 + 2ieσc0 +
(7

4
+ σ2

)

a1 − 2iσb1 + (κ + 2iσ)c1 + 2d1 +
e

2
(4 + σ2)a2

− 2ieσb2 + ieσc2 + 2ed2 = 0,

−2ieσa0 + eσ2c0 + (κ − 2iσ)a1 − 2b1 +
(13

4
+ σ2

)

c1 − 2iσd1 − ieσa2

− 2eb2 +
e

2
(4 + σ2)c2 − 2ieσd2 = 0,
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2iσa1 +
(7

4
+ σ2

)

b1 − 2c1 + (κ + 2iσ)d1 + 2ieσa2 +
e

2
(4 + σ2)b2

− 2ec2 + ieσd2 = 0,

2a1 + (κ − 2iσ)b1 + 2iσc1 +
(13

4
+ σ2

)

d1 + 2ea2 − ieσb2

+ 2ieσc2 +
e

2
(4 + σ2)d2 = 0. D Ý � · E

>7?�¼ý»£¼@®G½*¼)S,À�±©½£Ã 'Û�®*±	»�¼ý	Ö�½5±PÃÛ�¼@Õ�Ö,² Â ¼B±PÛ�®*BA%¼)S,À�±©½£Ã Û=JÜ½� �=¼@»�ÜÓ=�¼��gÓSÃ¼=Û,½£®��A
cos(kν)

±PÛ�Õ
sin(kν)

ÃÛ Ö#	½?�¼)S'À#±©½�Ã	Û#® D Ý � ¹ E � � 	»Ü±	Û,²
k > 1

°¾¼Q?�±�Ô'¼�A 'À�»
¼�S,À�ÃÔ�±	¿ ¼@Û,½ü¼)S,À�±©½£Ã 'Û�®ü° ?�Ã ÓD?}Ó@±PÛÿÖ#¼è°7»£Ã ½G½�¼@ÛÚÃÛ J	¼@Û�¼=»5±P¿;A 	» Â ±'®

e

2

(

(k − 1)2 + σ2
)

ak−1 − ie(k − 1)σbk−1 + ieσck−1 + e(k − 1)dk−1

+
(3

4
+ k2 + σ2

)

ak − 2ikσbk + (κ + 2iσ)ck + 2kdk +
e

2

(

(k + 1)2 + σ2
)

ak+1

− ie(k + 1)σbk+1 + ieσck+1 + e(k + 1)dk+1 = 0,

− ieσak−1 − e(k − 1)bk−1 +
e

2
((k − 1)2 + σ2)ck−1 − ie(k − 1)σdk−1

+ (κ − 2iσ)ak − 2kbk +
(9

4
+ k2 + σ2

)

ck − 2ikσdk − ieσak+1

− e(k + 1)bk+1 +
e

2
((k + 1)2 + σ2)ck+1 − ie(k + 1)σdk+1 = 0,

ieσ(k − 1)ak−1 +
e

2
((k − 1)2 + σ2)bk−1 − e(k − 1)ck−1 + ieσdk−1

+ 2ikσak +
(3

4
+ k2 + σ2

)

bk − 2kck + (κ + 2iσ)dk + ie(k + 1)σak+1

+
e

2

(

(k + 1)2 + σ2
)

bk+1 − e(k + 1)ck+1 + ieσdk+1 = 0,

e(k − 1)ak−1 − ieσbk−1 + ieσ(k − 1)ck−1 +
e

2
((k − 1)2 + σ2)dk−1

+ 2kak + (κ − 2iσ)bk + 2ikσck +
(9

4
+ k2 + σ2

)

dk + e(k + 1)ak+1

−ieσbk+1 + ie(k + 1)σck+1 +
e

2
((k + 1)2 + σ2)dk+1 = 0. D Ý � ×KE

>7?�¼�Ã Û M#Û�Ãø½£¼g®G¼)S,À�¼=Û�Ó=¼ý�A�¼)S'À#±©½�Ã	Û#® D Ý � Ý�E 	 D Ý � ×KE*Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�¼B®�½?�¼�ÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½£®
a0

¶
c0

¶
ak

¶
bk, ck, dk (k ≥ 1)

ÃÛ D Ý � ³KEá±PÛ#Õ�Ã ® � À�®G½%±X?� Â �J'¼=Û�¼@	À�®á®�²�®í½£¼ Â �A�¿Ã Û Á
¼@±P»
±	¿ J'¼=Ö�»5±PÃ Ó%¼)S,À�±©½£Ã 'Û�® � � 	»�± ®G'¿ À�½�Ã	Û BA D Ý � Ý�E 	 D Ý � ×KE1½�è¼���Ã ®í½B¶P± Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�±	Û'½
�A
½?�¼DÓ=	»£»�¼B® @�	Û�Õ�Ã Û=JýÃ Û=M�Û�Ã ½�¼ Â ±©½£»�Ã�� Â À#®í½7Ô©±PÛ�Ã ®?1¶�½?�À�®7Õ�¼S½�¼@» Â ÃÛ�ÃÛ=J�®G Â ¼èÓ=À�»�Ô'¼@®
µ = µ(e)

��� A¦Ó=	À�»5®G¼'¶	Ã ½7Ã®¾Ã Â @�'®£®�Ã Ö�¿¼*½��Ó=±P¿ ÓSÀ�¿±P½�¼ ±�Õ�¼=½�¼=» Â Ã Û#±PÛ,½¾�A1½?�¼�ÃÛ M�Û�Ãø½£¼
Â ±P½�»£ÃC� � � ÿ°¾¼ ®?�'À�¿Õ�½�»£À�Û�Ó@±©½£¼ý½O?�¼�ÃÛ M�Û�Ã ½�¼g®�¼�S,À�¼@Û�ÓS¼ BAü¼�S,À�±P½�Ã	Û�® D Ý � Ý E 	 D Ý � ×KE
±,A¨½�¼@»�½?�¼

s
½?�½�¼@» Â ¶ ° ?�¼@»�¼

s
Ã®è±ÿ®�À�Ã ½£±PÖ�¿ ²�¿ ±P»OJ	¼ýÛ,À Â Ö�¼=» � � 	» ¼���± Â @�¿ ¼'¶�½£±P¯�ÃÛ=J

Ã Û,½�ÿ±	Ó@ÓS'À�Û,½*½O?�¼CM�»£®G½è®GÃ���¼�S,À�±P½�Ã	Û�® D Ý � Ý E 	 D Ý � · ES¶�°¾¼ 	Ö�½5±PÃÛ�½?�¼�Ó=	»£»�¼B® @�	Û#Õ�Ã Û5J
Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�±	Û'½7ÃÛ}½?�¼�A '» Â
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D1 =
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∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3
4 + σ2 κ + 2iσ e

2 (1 + σ2) −ieσ ieσ e

κ − 2iσ 9
4 + σ2 −ieσ −e e

2 (1 + σ2) −ieσ

eσ2 2ieσ 7
4 + σ2 −2iσ κ + 2iσ 2

−2ieσ eσ2 κ − 2iσ −2 13
4 + σ2 −2iσ

0 0 2iσ 7
4 + σ2 −2 κ + 2iσ

0 0 2 κ − 2iσ 2iσ 13
4 + σ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. D Ý � ´�E

� ® A 	»á¼@Ô	¼=»£²
k ≥ 1

®G²�®G½�¼ Â D Ý � ×KE�ÓS'Û'½5±PÃÛ�® A 	À�»á¼)S'À#±©½�Ã	Û#®ô�A#¼�S,À�ÃÔ©±P¿¼=Û,½ A 	» Â ¶B½O?�¼
Û�P½5±©½�Ã	Û

Ds
Ó=	»£»�¼B® @�	Û#Õ�®�½� ½?�¼DÕ�¼S½�¼@» Â ÃÛ�±PÛ,½7BA¦½?�¼

(4s + 2)
½?ÿ	»5Õ�¼@» Â ±P½�»£ÃC� �

P1¼S½�À#®�»£¼ Â Ã Û#Õ�Û�©° ½O?�±©½
κ

Ã Û D Ý � ´�E¦Ã ®%Õ�¼=½�¼@» Â ÃÛ�¼@Õ�Ö�²D½O?�¼ @�±	»£± Â ¼S½�¼@»
µ

° ?�ÃÓD?
Ã®¾»£¼%@�»£¼@®�¼=Û,½�¼BÕ�ÃÛg½?�¼!A '» Â �A�@�©°�¼@»¾®�¼=»£Ã ¼B® D ³ � V�E � �"¼=Û�Ó=¼	¶�A 	»7±	Û,²

s
½O?�¼èÕ�¼S½£¼=» Â Ã Á

Û�±PÛ,½
Ds

Â ±�²�Ö#¼è»£¼%@�»£¼@®�¼=Û,½£¼@Õ�ÃÛÜ½O?�¼XA 	» Â BAá®G¼@»�Ã¼@®¾¼�� @�±	Û�®�Ã 'ÛgÃ Û�@�©°�¼@»£®�BA
e

±	®
°�¼@¿ ¿ ��� ®üÃ ½ Â À�®G½7Ô�±	Û�Ã ® ? A 	»�±P¿¿

e
¶�°�¼ Ó=±	ÛÚ¼)S'À#±©½�¼*½?�¼ Ó=	»£»�¼B® @�	Û#Õ�Ã Û5JýÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½£®

BA
ek (k ≥ 0)

½�:�@¼=»£ � >7?�À�®@¶ °�¼�	Ö�½£±PÃÛi±}®�²�®í½£¼ Â BA¾±	¿ J'¼=Ö�»5±PÃ Óý¼�S,À�±©½£Ã 'Û�®�°7Ãø½O?
»�¼B® @�¼@ÓS½è½�

σ
±PÛ#ÕnÓ=�¼��gÓSÃ¼=Û,½£®

µ1
¶
µ2, . . .

� � 	¿Ô�Ã Û5Jÿ½?�Ã ®�®�²�®í½£¼ Â ¶1°¾¼gÓ=±PÛ.¼B±	®�Ã ¿²
M�Û�Õ

σ
Ã Û ½O?�¼ A 	» Â �A;@�©°¾¼=»�®�¼=»£Ã ¼B®áÃ Û

e
Ã Û�½O?�¼7Û�¼=Ã	J�?�Ö�	À�»O?���Õ��Am½?�¼ @�	ÃÛ,½ D ³ � µKE �

>7?�¼=Û�½O?�¼"®G½£±	Ö�Ã ¿Ã ½í² Ö�	À�Û�Õ�±P»£Ã¼@®�±	»�¼�Õ�¼=½�¼@» Â ÃÛ�¼@Õ+A »£ Â ½?�¼*ÓS'Û�Õ�Ã ½�Ã	Û�½O?�±©½
σ

½£±P¯'¼@®
	Û�¿²g»£¼@±P¿ Ô©±	¿ À�¼B® �

� . � 1L101W3�� < 0�% 1=< 4I0 4.-N10/�1��210% ?!<,&< 1I(�� 4I8!0:6�% 3 <51 *
H ÛÚ½O?�¼DÓ=±'®G¼�BA

e = 0
±	Û�Õ

µ = µ0
°¾¼�?�±�Ô	¼

σ1 =

√
3

2
, σ2 =

1

2
.

� ¼=Û�¼@»£±	¿¦±	Û�±P¿²�®GÃ ®*®?�©°�® D ®�¼=¼ EKµ,¶
¹	¹�G E�½?�±P½XA '»è®GÀ0�gÓ=Ã ¼@Û'½£¿ ²�® Â ±P¿¿
e > 0

'Û�¿ ²
σ2Ó=±PÛ ?�±�Ô	¼ ±PÛ�Ã Â ±BJ'Ã Û#±P»£²�@#±P»�½*° ?�±P½ Â ¼B±PÛ�®�±PÛ�Ã Û�®G½£±	Ö�Ã¿ Ã ½í²�BA�½?�¼�®G²�®G½�¼ Â}� � #¶mÃ Û

	»5Õ�¼=»ü½£�M#Û�Õ}½?�¼èÖ�	À�Û�Õ�±P»£Ã¼@®üÖ�¼S½í°¾¼=¼=Û}½O?�¼DÕ� Â ±	Ã Û�®�BA¦®G½£±	Ö�Ã¿ Ã ½í²Ú±	Û�Õ}Ã Û�®G½£±	Ö�Ã¿ Ã ½í²
Ã Û}½?�¼èÛ�¼=Ã	J�?�Ö�	À�»O?���ÕgBA¦½?�¼T@#'Ã Û,½ D ³ � µKE�¶�¿¼S½�À�®ü»£¼%@�»�¼B®G¼@Û'½

σ
Ã ÛÚ½?�¼�A 	» Â

σ =
1

2
+ σ21e + σ22e

2 + . . . . D · � ¹ E
� ©° °¾¼"Ó=±	ÛÜ®GÀ�Ö�®í½£Ãø½£À�½�¼ D ³ � V E�±PÛ#Õ D · � ¹FE
ÃÛ'½£è½?�¼*¼��#@�»�¼B®�®�Ã 'ÛCA 	»üÕ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�±	Û'½

Ds±PÛ�Õ�¼�� @�±	Û�Õ�Ã ½DÃ Û @�©°�¼@»£®*BA
e

�1� P½£¼�½O?�±©½�Ó=,¼��gÓSÃ¼=Û,½£®�BA
e0 ±	Û�Õ

e
½�À�»£Û�'À�½ ½�

Ö#¼g¼)S,À�±P¿á½£:�=¼=»£ � � S'À#±©½�ÃÛ=Jÿ½O?�¼ÜÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½£®è�A
ek (k ≥ 2)

½£:�=¼=»£�¶ °¾¼�	Ö�½£±PÃÛ
±n®�¼�S,À�¼@Û�ÓS¼}BA�¼�S,À�±P½�Ã	Û�®@¶�Õ�¼S½£¼=» Â Ã Û�ÃÛ=JiÓS�¼��gÓ=Ã ¼@Û'½5®

σ2j (j = 1, 2, . . .)
Ã Ûz½?�¼

¼�� @�±PÛ#®GÃ	Û D · � ¹FE �#� ��ÓS¼%@�½:A 	»�½?�¼RM�»£®G½"'Û�¼	¶�½?�¼@²}±	»�¼ S,À�Ã ½�¼ ÓSÀ Â Ö#¼@»£®� Â ¼D±PÛ#Õÿ°�¼
Õ��Û�P½�°7»£Ãø½£¼�½?�¼ Â ?�¼@»�¼ � >7?�¼DÓS�¼��gÓ=Ã ¼@Û'½7�A

e2 J	ÃÔ	¼B®ü±PÛ}¼�S,À�±©½£Ã 'Û

64σ2
21 − 10368µ2

1 + 33 = 0 . D · � ³�E



�������S¡¨¤K¡¨�«ª �;���� ��	�©��¡¢�S�����©���¨���	����
	���© �
'������¡¢�© 
���¤ �P� � �©¤����Ò¡ �P �� ¹@¸�¹
� Ö,Ô�Ã	À�®�¿²	¶

σ21
°7Ã¿ ¿áÖ�¼ý»£¼@±	¿�'Û�¿²}Ã A |µ1| ≥

√
66

144

� >7?�À�®@¶�½O?�¼ Ö#'À�Û�Õ�±	»�²ÿÔ©±P¿À�¼@®��A
µ1

±P»£¼XJ'Ã Ô'¼=ÛÚÖ,²

µ1 = ±
√

66

144
. D · � Ý�E

>7?�¼�ÓS	»£»£¼@®@#'Û�Õ�ÃÛ=JÚÔ©±	¿ À�¼��A
σ21

Ã ® ¼�S,À�±P¿á½£>�=¼=»£ � � �,½£»£±'Ó�½£Ã Û=JÿÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½ �A
e3±PÛ�ÕÜ½£±	¯,ÃÛ=J�ÃÛ'½£g±	Ó@ÓS	À�Û'½ D · � Ý Eü±PÛ�Õ

σ21 = 0
¶�°¾¼�'Ö�½£±	Ã Ûÿ±PÛ}¼�S,À�±P½�Ã	Û

2304
√

2µ2 − 49 = 0 ,

° ?�ÃÓD? J'Ã Ô'¼@®

µ2 =
49

2304
√

2
. D · � · E

� ¼%@�¼@±P½�ÃÛ=J"½O?�¼@®�¼üÓ=±P¿ ÓSÀ�¿±P½�Ã	Û�®@¶B½?�±P½áÓ@±PÛ�Ö�¼7Õ�	Û�¼�¼���¼BÓ�½�ÃÔ	¼@¿ ²è°7Ã ½? ±*Ó= Â @�À�½£¼=»B¶�°�¼
	Ö�½5±PÃÛg½?�¼�	½?�¼@»�ÓS�¼��gÓ=Ã ¼@Û'½5®

µ3
¶
µ4, . . .

¶�Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�ÃÛ=Jý½?�¼è®G½£±PÖ�Ã ¿Ãø½í²ÜÖ#'À�Û�Õ�±	»�Ã¼@®
D ³ � V�E �#� ®*±�»£¼@®�À�¿ ½"°¾¼ ?�±�Ô	¼�A 'À�Û�Õÿ½í°¾ÜÓ=À�»�Ô'¼@®@¶�ÓS»£'®£®�Ã Û=J

e = 0
±I��Ã®"Ã Û�½O?�¼

(µ, e)@�¿±	Û�¼	¶�ÃÛ}½?�¼T@�	ÃÛ,½
µ0

µ = µ0 ∓ µ1e + µ2e
2 ± µ3e

3 − µ4e
4 ± µ5e

5 − µ6e
6 ± µ7e

7

− µ8e
8 ± µ9e

9 − µ10e
10. D · � ×KE

>7?�¼èÔ©±P¿À�¼@®ü�A¦ÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½£®
µk, k = 1, 2, . . . , 10

±	»�¼XJ	ÃÔ	¼@ÛÚÃÛ >�±	Ö�¿ ¼�¹ �

������� ����	�C F E >5ë E�
 >£I E HPîíò
µk

IKHýîíF E7E�� ó�L@H'ò�IKëBH� < þ 8�� þ
� ë E�
 >5I E H©î � � L=>£î ç ó,ó	ìíë � IKðDLSîíIøë@H

µ1

√

66

144

; þ ;B8@A@<	:�A@6

µ2
49

2304
√

2

; þ ;P:S8@;@Q��@Q

µ3
751

4096
√

66

; þ ; ?B? 8=A����

µ4
114275

7077888
√

2

; þ ;P:B:5<	:�AB8

µ5
1951383

46137344
√

66

; þ ;@;�8 ? ;BAP:��

µ6
75233555

10871635968
√

2

; þ ;@;@<��@6BQ@Q

µ7
5887298671

259845521408
√

66

; þ ;@; ? ���������

µ8
2474209007681

734748645261312
√

2

; þ ;@; ? Q��	:@:�Q

µ9
88294500198719

5853799906279424
√

66

; þ ;@;	:��B8@A@A ?
µ10

28137408232597049

12414313110335127552
√

2

; þ ;@;	:�A@; ? A��

� P½£¼�½?�±P½*ÓS�¼��gÓ=Ã ¼@Û'½5®üÃ Û D · � ×KEü±P»£¼ Ó=±P¿ ÓSÀ�¿±P½�¼@Õ}¼���±'Ó�½£¿ ² � H ½"® ?�'À�¿ ÕÚÖ�¼è¼ Â @=?#± Á
®GÃB�=¼BÕ ±P¿ ®Gn½?#±©½ÜÃ ½ÜÃ ®Ü®�À0�gÓSÃ¼=Û,½g½� Ó@±P¿ ÓSÀ�¿ ±©½£¼ÿ½?�¼�Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�±	Û'½

D6
ÃÛ 	»5Õ�¼@»�½�



¹@¸'³ ���������ü�	��
�����S #ª	�
M�Û�Õ ½?�¼ Â}��H A�°�¼ÿÓS'Û�®�ÃÕ�¼@» Õ�¼S½�¼@» Â ÃÛ�±PÛ,½5®ý�A:?�Ã	J�?�¼@»�	»5Õ�¼=» Â ±©½�»£Ã�� °�¼}°7Ã ¿¿ M�Û�Õ
½?�¼X?�Ã	J�?�¼@»�'»£Õ�¼@»�Ó=	»£»�¼BÓ�½�Ã	Û#®
Ã Û D ³ � V E � >7?�¼�Ó=�¼��gÓSÃ¼=Û,½£®

µj
½?#±©½ü°�¼!?�±�Ô	¼"±	¿ »£¼@±'Õ�²

A 	À�Û�Õ}ÃÛ D · � ×KE�°7Ã¿ ¿ô»�¼ Â ±	Ã ÛÚ½?�¼D®�± Â ¼ �
 ¼�Ó@±PÛ�Õ�Ü®�Ã Â Ã¿ ±P»"Ó@±P¿ ÓSÀ�¿ ±©½£Ã 'Û�®�±PÛ#Õ M#Û�Õÿ½?�¼�ÓSÀ�»£Ô	¼DÓ=»�,®�®�ÃÛ=J ½?�¼�±I��Ã®

e = 0±©½ü½?�¼èÖ�	À�Û�Õ�±P»£²N@�	ÃÛ,½
µ = µ∗

�5H ÛÜ½O?�Ã®"Ó=±	®�¼ °�¼è®?�	À�¿ÕÚÀ�®�¼ ½?�¼è¼��#@#±PÛ�®�Ã 'Û�®

µ = µ∗ + µ1e + µ2e
2 + . . . , D · � ´�E

σ =
1√
2

+ σ11e + σ12e
2 + . . . . D · � µIE

� J'±	Ã ÛD½?�¼¾Ö#'À�Û�Õ�±	»�² D · � ´�E1Ã®áÕ�¼=½�¼=» Â Ã Û�¼@ÕTA »£ Â ½O?�¼¾Ó=	Û�Õ�Ãø½£Ã 'Ûè½?�±P½á±	¿ ¿�ÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½£®
σ1j

ÃÛ D · � µKEá±P»£¼ü»�¼B±P¿�Û�À Â Ö#¼@»£®�±	Û�Õ�Õ�¼S½£¼=» Â Ã Û�±	Û,½
Ds

Ã ®
¼�S,À�±	¿�½���=¼=»£ �,H Û�½O?�Ã ®%Ó=±'®G¼
½?�¼}Ó=±P¿ ÓSÀ�¿±P½�Ã	Û�®D±	»�¼ Â À�ÓD? Â 	»£¼ÜÓ=À Â Ö�¼=»5®G Â ¼�½?�±	Û °�¼ ?�±�Ô	¼gÕ�'Û�¼Ú±	Ö#©Ô'¼g±PÛ�Õ
½� M�Û�Õz½?�¼�M#»£®G½�½�¼=Û Ó=,¼��gÓSÃ¼=Û,½£® ÃÛ D · � ´�E�°�¼ Â À�®í½gÓ=	Û�®�ÃÕ�¼=» ½?�¼�Õ�¼S½�¼@» Â ÃÛ�±PÛ,½
D10

� � �½O?�¼�Ó@±P¿ ÓSÀ�¿ ±©½£Ã 'Û�®�Ó=±	Û�Ö#¼ý»�¼B±	®�	Û�±	Ö�¿²ÜÕ�	Û�¼D	Û�¿²}°7Ãø½O?�½?�¼ Â �Õ�¼@»�Û�Ó= Â Á
@�À�½�¼@»¾±	¿ J'¼=Ö�»5±D®�²�®í½£¼ Â ®%®�À�ÓD?Ü±'®+���©� �������©�«¡¢�£� ��� ®¾±D»£¼@®�À�¿ ½�°¾¼ ?�±�Ô	¼"	Ö�½5±PÃÛ�¼@Õ�½O?�¼
Ö#'À�Û�Õ�±	»�²gÃÛ}½?�¼�A '» Â

µ(3) =
1

18
(9 −

√
69) +

2

3
√

69
e2 +

239

552
√

69
e4 +

8585

50784
√

69
e6

+
2429947

18688512
√

69
e8 +

149783831

1719343104
√

69
e10. D · � V�E

� ¼%@�¿ ±	Ó=Ã Û5J �=¼@»�Ü	»5Õ�¼=»"½�¼=» Â ®�Ã Û D · � ´�ES¶ D · � µIE"°7Ãø½O?
µ = 0

±PÛ�Õ
σ = 0

¶m»�¼B® @�¼@Ó Á
½�ÃÔ	¼=¿²	¶ °¾¼�Ó=±PÛ�½�»£²�½��M�Û�Õ�½?�¼ Ö�	À�Û�Õ�±P»£²�ÓSÀ�»�Ô'¼ Ó=»�,®�®�Ã Û5Jg½?�¼

e = 0
±I��Ã®�ÃÛ�½O?�¼

@#'Ã Û,½
µ = 0

�0 ¼T?�±�Ô'¼�Õ�'Û�¼ ½?�¼DÓS	»£»£¼@®@#'Û�Õ�ÃÛ=JýÓ@±P¿ ÓSÀ�¿ ±©½£Ã 'Û�®üÀ�®�Ã Û=J�Õ�¼=½�¼@» Â ÃÛ�±PÛ,½
D13

±	Û�Õ+A 'À�Û�Õ�½O?�±©½
µj = 0, j = 1, 2, . . . , 10

� >7?,À#®�½O?�¼�±I��Ã®
µ = 0

Ã®¾±�®G½£±	Ö�Ã¿ Ã ½í²
Ö#'À�Û�Õ�±	»�²g°7Ã ½?�±'Ó=ÓSÀ�»£±'ÓS²

o(e10)
�

>7?�¼ 	Ö�½5±PÃÛ�¼@ÕÚ»�¼B®GÀ�¿ø½5® Â ±�²ÜÖ#¼è»£¼%@�»£¼@®�¼=Û,½£¼@Õ}±	®�½?�¼�A '¿ ¿©°7ÃÛ=J ½?�¼@	»£¼ Âÿ�
������� ã ���
	 æ ����� �K� ���©¡¨ ��$� �D¡¨ ��������S¡¨¤ø¡¨�Òª>� �è� ��� ����
	���© �
'�ý�«��¡¢�© 
���¤ �P�è���©¤ ���«¡ �© ��
¡¨ �� �����=¤¨¤K¡ m�Ò¡¢�ý���S���Ò��¡¢�=��� �g�¨�����5��� �J� �©ª ������=¤ ���k�©�£� �'�S���S� � ¡¨ �� �g¡¨ �� ���

(µ, e)
m¤ �© m�

�Sª�� ��� ���©¤¨¤���
¡¨ 
}¡¨ m�������©¤ø¡¨�Ò¡¢�S���

µ(1) < µ < µ(2), µ ≥ µ(3),

����=���
µ(1) � µ(2) �P  �

µ(3) �P���	
	¡¨§©�S  �Sª D · � ×�E � D · � V E��
>7?�¼�Ó=	»£»�¼B® @�	Û�Õ�Ã Û=J Õ� Â ±PÃÛ�®ÚBADÃÛ�®í½5±PÖ�Ã¿Ãø½í²�±	»�¼�®?�©°7Û�'Û � Ã J � ¹�Ã ÛpÕ�±P»£¯

ÓS	¿	À�» �á� 	½�¼}½?�±P½�Ã Ûz½?�¼ @�	ÃÛ,½£®@¶
Ö#¼@¿ 'Û=J	ÃÛ=J�½��½?�¼�Ó=À�»�Ô'¼
µ(3) ¶á½?�¼ÿ®�²�®í½£¼ Â Ã ®

À�Û�®G½£±PÖ�¿ ¼*Ã ÛÚ¿ ÃÛ�¼@±	»¾±�@=@�»£F��Ã Â ±©½£Ã 'Û1¶P° ?�Ã¿¼*ÃÛg½O?�¼!@�	ÃÛ,½£®@¶'Ö�¼=¿	Û5J	ÃÛ=JD½£D½?�¼�Ó=À�»�Ô'¼@®
µ(1) ¶

µ(2) Ã ½"Õ�¼ Â 	Û#®í½£»£±P½�¼@®ü®G½£±	Ö�¿ ¼ Ö�¼%?�±�Ô�Ã	À�» �

�7.�� 4I0:96&8�*#<�4I0
H Û�½?�¼ @�»£¼@®�¼=Û,½�@�±B@�¼=»ÿ°¾¼ ?�±�Ô'¼�Õ�¼@Ô	¼=¿�@�¼@Õñ±PÛ ±	¿ J'	»£Ãø½O? Â A 	»�±PÛ�±	¿ ²,½£ÃÓ@±P¿*Ó= Â Á
@�À�½�ÃÛ=J�½?�¼ÿ®G½£±PÖ�Ã ¿Ãø½í²iÖ�	À�Û#Õ�±P»£Ã ¼B® A '»�½O?�¼�A 	À�»�½? '»£Õ�¼=» �*± Â Ã¿ø½£	Û�Ã ±PÛ ®�²�®í½£¼ Â �A
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0.2 0.4 0.6 0.8
e

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Μ

0.2 0.4 0.6 0.8
e

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Μ
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¿ ÃÛ�¼@±	»"Õ�Ã���¼@»�¼@Û,½�Ã ±P¿ô¼)S,À�±©½£Ã 'Û�®7°7Ã ½? @�¼=»£Ã �Õ�Ã ÓDÓS�¼���Ó=Ã ¼@Û,½£® �5H ½"Ã ®�Ö�±'®G¼BÕÿ	Û}½?�¼�ÃÛ M Á
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±P¿	J	¼=Ö�»£± ®G²�®G½�¼ Â ®@¶�¼ � J � ���P�¨�������©�«¡¢�5� � � ®�Ã Û5Jý½O?�¼�±	¿ J'	»£Ãø½O? Â ¶,°¾¼T?�±�Ô'¼ Õ�¼S½�¼@» Â ÃÛ�¼@Õ
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	Û�¿²TA 	»�Õ�¼S½£¼=» Â ÃÛ�ÃÛ=J ½?�¼�®í½5±PÖ�Ã¿ Ã ½í²DÖ�	À�Û#Õ�±P»£Ã ¼B®áÖ�À�½ A '»�ÓS Â @�À�½�ÃÛ=JDÓD?�±	»£±'Ó�½�¼@»�Ã ®G½�Ã Ó
¼�� @#'Û�¼=Û,½5®üBA¦½?�¼D®�²�®í½£¼ Â ±'®ü°�¼@¿ ¿ �
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