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< ÓTº
X, Y

Ø#Ó>=Ë�;���'Ô@? ¹°×��	Ô�Ó=¹Ù�	��� L (X, Y )
Ø�ÓÏ��¹°×��	Ô�Ó­»BA��;±
±�±
² ��Ó=�;ÚûØ�»	à�����Ó=�

»	×�Ó�Ú5��º°»'Ú®¹CA Ú®»	¾D=Ë�;���'Ô@?Z¹G×#�	ÔTÓ
X

²
�,º°»
Y.

� ¹GÓ�E,à�Ó���Ô�Ó
x = (ξk) (ξk ∈ X)

²¼¹
Ô��;±
±
Ó=�

λ− Ø#»'à�����ÓB��²FA

∃ lim ξk = ξ ∧ βk = λk (ξk − ξ) ∧ βk = O (1) ,

G ?�Ó�Ú®Ó=�'¹
λ = (λk) G ²ÿºH?

0 < λk ↗ .< ÓTº
mλ

X

Ø#Ó�ºI?�Ó ¹GÓ�º­»BAÙ�	± ±
λ− Ø�»	à��#��Ó=�Z¹°ÓJE,à�Ó=��ÔTÓB¹�}��w¹°ÓJE,à�Ó=��ÔTÓ

x = (ξk)²
¹ûÔ��	± ±
Ó=�î¹°à�¾�¾��;Ø�±
ÓLKU¹GÓ=ÓNM Û;¶PO7�;�#�QM ·BOSRDØ�ág�NT	Ó=��Ó�Ú5�;±
²FU=Ó=� ¾�ÓTºH?�»�� A = (Ank) ,
Ank ∈ L (X, Y )

²FA
y = (ηn) G ² ºI?

ηn =

∞
∑

k=0

Ankξk

KG´	}
´�R

²
¹�ÔT»'�,Õ'Ó�ÚHT	Ó=�'ºB} < Ó�º
µ = (µk) G ²ÿºH?

0 < µk ↗ .
�(?�ÓDº®Ú®�	��¹/A »'Ú°¾��;º°²
»	� A ²
¹*Ô��	± ±
Ó=�

×�Ú°ÓB¹GÓ=Ú°Õ�²
�.T
λ

½ÒØ#»'à�����ÓB����ÓB¹°¹VKU¹GÓ=Ó�M ¸PO��;��� �;±¼¹G»>M
´;³#Û�³�µ�³1´JWXOSR�²FA

Amλ
X ⊂ mλ

Y .

�(?�Ó�º°Ú5�;��¹YA »	Ú®¾���º®² »'� A ²
¹�Ô=�;±
± ÓB���'Ô�ÔTÓ=± Ó=Ú®�;º°²
�.T
λ

½ÒØ#»'à�����ÓB����ÓB¹°¹Ë²FA
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Amλ
X ⊂ mµ

Y

KG´	} Û	R

G ²ÿºH?
lim µk/λk = ∞.

�n¾�ÓTºH?�»�� A = (Ank) G ² ºI?
Ank ∈ L (X, X)

²
¹ûÔ��	± ±
Ó=�
Ú°ÓJT	à�±¼�;ÚË²FA AcX ⊂ cX

�;���
lim
n

ηn = lim
k

ξk ,

G ?�² ±
Ó
cX

²¼¹þ��¹°ÓTºþ»BAËÔT»'�,Õ'Ó�ÚHT	Ó=�'º�¹GÓ�E'à�Ó���Ô�Ó=¹ G ²ÿºH?
ξk ∈ X

�;���
ηn

²¼¹þ��Ó�����Ó=�aØ�á
K�´	}
´�RT}
	 Ó­��Ó���»;º°Ó�Ø�á

I
�;���

θ
ºI?�Óâ²
��Ó��,º°² º�áa�	��� U�Ó�Ú®»Ï»	×�Ó�Ú5��º®»	Úþ»	�.�	�,áL=��	���	Ô@?

¹G×��'ÔTÓ'³�Ú°ÓB¹G×�Ó=ÔTº°²
Õ	Ó�±
á	}
� »'Ú°� A Ó=±
� KU¹GÓ=Ó M ´B¶PO RË×�Ú®»�Õ	Ó=��ºH?���º*�	��á�Ú®Ó�T'à�±
�	Ú7��à�¾�Ó�Ú®²
Ô=�;±1¾�ÓTºH?�»���»BA ¹°à�¾�¾���½

Ø�² ±
² º�á�Ô��;�a��»;º�à���²
Õ	Ó=Ú®¹®�;±
± á��'Ô�ÔTÓ=± Ó=Ú®�;º°ÓþºH?�Ó�ÔT»	��Õ'Ó�ÚHT	Ó��#ÔTÓ	}#��� M ¸PO
²ÿº�²¼¹*×�Ú°»�Õ'Ó=� ºI?#��º
�;��áâÚ®Ó�T	à�±
�	Ú�º®Ú°²¼�;��T	à�±¼�;Ú T	Ó=��Ó�Ú5�;±
²FU=Ó=�­¾ûÓ�ºI?�»�� A ¹°�;º°²¼¹/A á�²
�.TûºI?�ÓDÔ�»	����² º°²
»	�

n
∑

k=0

Ank = I
KG´	} � R

Ô��;�Ï��»	º"�	Ô=ÔTÓ�±
Ó�Ú5��º®Ó�ºI?�ÓÙÔ�»	��Õ	Ó=ÚIT'Ó���Ô�Ó	}��7Ó�T,�;Ú5��±
Ó=¹®¹Ë»BA�ºI?�²¼¹
A£�'Ô�º�²
���;×�×�±
²
Ó=� ¾���ºI?�ÓT½
¾��;º°²¼Ô�¹"± ²
��Ó=�	Ú�º®Ú°²¼�;�.T'à�±¼�;Ú�¾�ÓTºH?�»���¹��;Ú®Óþà�¹GÓB�Ïº°»��	Ô�Ô�Ó�±
Ó�Ú5��º®Ó�ºI?�ÓûÔT»	��Õ'Ó�ÚHT	Ó��#ÔTÓ�K£¹°Ó�Ó
M ´B¸POSRT}�Ö�à�Ô@?­�	Ô=ÔTÓ=± Ó=Ú®�;º°²
»	��²
¹%×#»,¹°¹°²
Ø�± Ó*² ��¹G»'¾ûÓ*¹Gà�Ø#¹GÓ�º®¹ »	A

mλ
X .

�(?�Ó�×�Ú®Ó=¹°Ó��,º��	ÚGº®²
Ô�± Ó
²
¹��g¹°ÓJE,à�Ó�±�º®»aºH?�Ó�²
��E,à�² Ú®²
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�	Ô�Ô�Ó�±
Ó�Ú5��º®² »'�­à�¹°² ��Tû��»	��±
² ��Ó=�;ÚË¾�ÓTºH?�»���¹��	Ú°Ó�×�Ú®Ó=¹°Ó��,º°ÓB�­²
� M WBO¬}

< ÓTºËà�¹Ë��Ó=��»;º®Ó*Ø�á
(E , T )

»	Ú7¹Y?�»	Ú°º°±
á E ºI?�Ó T	Ó=��Ó�Ú5�;±
² U�Ó=�â� à�±
Ó�Ú°½ � ��»'×�×â¾�ÓTºH?�»��
»BA
¹Gà�¾�¾��;Ø�² ±
²ÿº�á���Ó
����Ó=� K£¹°Ó�Ó M ��³1´�Û�³ ´=·PO R�Ø�á

Enk =

{

(

n
k

)

T k (I − T )n−k , (k = 0, 1, . . . , n),

θ, (k > n),

KG´	} W"R

G ?�Ó�Ú®Ó
T ∈ L (X, X) , G ?�² ±
Ó

T 6= θ
�	���

T 0 = I.� »�×�Ú®»�Õ	Ó�»	à�Ú
×�Ú°»'×#»,¹G² º°²
»	��¹ G Ó7à�¹°Ó�ºH?�Ó(A »	±
±
» G ² �.T < Ó�¾�¾��	¹=}��Òº ²
¹
ÓB�	¹°áþº°»�×�Ú®»�Õ	Ó
< Ó�¾�¾���´��	������»	Ú®»	±
±
�	Ú°²
Ó=¹Ë´��	���âÛ�² ��ºH?�Ó"¹®�;¾�Ó G ��á~�	¹
ºI?�Ó"�	���;±
»	T'²
Ô=�;±��'¹°¹°Ó�Ú°º°²
»	��¹
K£¹°Ó�Ó�M Û�OSRË�	Ú°Ó�×�Ú®»�Õ	ÓB�â²
�­ºH?�ÓDÔ��'¹GÓ�»	A���à�¾~Ø#Ó=Ú7¾��;º°Ú®²
Ô�Ó=¹=}
������� é���ë ¦Æ��� �Æ�°������¢�� �G��¯,�������°��§K¡��B��������§ ���! �"~���®�'�â�����¨���#��¤

(E ,U)
���$�

(E ,V ),% �����°�
U, V ∈ L (X, X) ,

¡¼¤&�'��§ �T�! �"~���5�	�.����� �����
(E , UV ) .

( �;�°��§¨§
����«*) ��� A
T ∈ L (X, X)

�;�#�
m ∈ + ,

ºI?�Ó��
(E , T )m = (E , T m)

( �;�°��§¨§
����«-, ��� A
T ∈ L (X, X)

�;�#�
T−1 ∈ L (X, X) ,

ºH?�Ó��aºI?�Ó (

E , T−1
) ²
¹�ºH?�Ó

² ��Õ	Ó=Ú®¹°Ó�»BA�ºI?�Óþ¾�ÓTºH?�»��
(E , T ) .

< ÓTº
ξn ∈ X

�	���
x(ν) =

(

ξ
(ν)
k

)

, G ?�² ±
Ó

ξ(0)
n = ξn, ξ(ν+1)

n =
n

∑

k=0

Enkξ
(ν)
k (ν ∈ + 0) ,

KG´	} Ý	R

Enk

�;Ú®Ó���ÓTº°Ó=Ú°¾�²
��Ó=� Ø�á�ºH?�Óþà�¹°Óþ»BA KG´	} W"RË�	���
x(ν+1) = Ex(ν).�����	± » T	²¼Ô��;±
±
á��	¹*²
��ºI?�Ó�Ô��'¹GÓÙ»BA%��à�¾~Ø#Ó=Ú*¾���º®Ú°²¼ÔTÓB¹5KU¹GÓ=Ó M
´BÝ�O R�² º�²
¹*×#»,¹°¹°²
Ø�± ÓÙº°»

×�Ú°»�Õ'Ó"ºH?�Óþ��Ó�.,º < Ó�¾�¾���}
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(E , T )
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� ��������« K�´	} W"R ¥����$��¤��
	
������¢5�
x(ν) =

(

ξ
(ν)
k

) ¡¼¤ �	� � �Æ������« K�´'} Ý R ¥ � �����

∆ξ(ν+1)
n =

n
∑

k=0

k

n

(

n

k

)

T k (I − T )
n−k

∆ξ
(ν)
k ,

KG´	} ¸ R

% ��¡¨§ �

∆ξ(ν)
n =

{

ξ
(ν)
n − ξ

(ν)
n−1 (n ∈ � ) ,

ξ
(ν)
n (n = 0).

������� é�
 ë KU¹GÓ=ÓCM
´BÛPOSR#� ���T� �����
(E , T )

¡¼¤��®�¬¯ ��§ �;�þ¡ �D��� � ���#§K«�¡ �

‖T‖+ ‖I − T‖ ≤ 1, ‖I − T‖ < 1.
K�´'} Ü	R

�"�����;���-) ���"¹

1 = ‖I‖ = ‖T + (I − T )‖ ≤ ‖T‖+ ‖(I − T )‖,
ºI?�Ó=��ºH?�Ó ��Ú5¹�º7²
��ÓJE,à��	± ² º�áâ²
� K�´	}KÜBR�²
¾�×�±
² ÓB¹

‖T‖+ ‖I − T‖ = 1.
�"�����;��� , �,� A

T = cI G ²ÿºH?
0 < c ≤ 1,

ºH?�Ó�� ºI?�Óþ¾ûÓ�ºI?�»��
(E , T )

²
¹�Ú°ÓJT	à�±¼�;ÚB}
������� é��cë KU¹GÓ=ÓCM ¸XO R���� ������¤*���;ª�� A = (Ank) , Ank ∈ L (X, Y ) ,

�;� �
eX (ς) :=

(ς, ς, ς, . . .) % ¡¨�¨�
ς ∈ X.

� �

∃ lim
n

Ank = Ak (k ∈ � 0)
KG´	} · R

¡¨�����;���Ù¥ � ������� ���~¢5��� �;¡¨�U¡£�;��¤

AeX(ς) ∈ mµ
Y (ς ∈ X),

∑

k

λ−1
k ‖Ak‖ < ∞,

KG´	} µ R

µn

∑

k

λ−1
k ‖Ank − Ak‖ = O(1)

K�´	}
´=¶"R

���°�D¤!��� ¢�¡£�T�#���T�;�þ�¨���D¡¨�Æ¢T§ ��¤5¡£�;�
(1.2)
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X
¡¼¤­��.*�����'¢®�.¤¬���'¢5���;� �

(E , T )
¡¼¤-�'�T���T�! 
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µn‖I − T‖n

n
∑

k=0

(

n

k

)

1

λk

( ‖T‖
‖I − T‖

)k

= O(1)
KUÛ�} ´PR

���°�D¤!��� ¢�¡£�T�#���T�;�þ�¨���D¡¨�Æ¢T§ ��¤5¡£�;�

(E , T )mλ
X ⊂ mµ

X .
K¬Û�} Û	R
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���°�B��� � < Ó�ºûà#¹~Õ'Ó�Ú®² A ágºH?�Ó�ÔT»'����² º°²
»	��¹~»BA*ºI?�Ó < Ó=¾û¾��LWaØ�á � .�²
�.T A = E .

=�á
< Ó�¾�¾�� W�ºI?�ÓûÔ�»	����² º°²
»	�#¹�KG´	}KÜBR*�;Ú®ÓÙ¹Gà���Ô�² Ó=�,º*A »'Ú"ºH?�Ó�Ú°ÓJT	à�±¼�;Ú®²ÿº�á�»BA ºH?�Óû¾ûÓ�ºI?�»��
E .

�*¹ E ²
¹~Ú°ÓJT	à�±¼�;ÚB³ ºH?�Ó�� K£¹°Ó�ÓNM
´BÛPOSR
Ak = θ (k ∈ + 0) .

�(?�Ó�¹°Ó=Ô�»	���.Ô�»	����² º°²
»	�
K�´	} µ R A »	±
±
» G ¹ A Ú®»	¾

Ak = θ (k ∈ + 0) . � ¹G²
�.TLKG´	}
´�R*�;��� K�´'} W�R G Ó�T'ÓTº A »	Ú
ς ∈ XºI?��;º

ηn =

n
∑

k=0

(

n

k

)

T k (I − T )n−k ζ = (T + (I − T ))n ς = Iς = ς (n ∈ + 0) .

Ö�» G ÓV?���Õ'Ó

η = lim
n

ηn = lim
n

ς = ς,

µn (ηn − η) = µn (ς − ς) = 0, EeX(ς) ∈ mµ
X (ς ∈ X) .

�(?���º�¾�Ó=�	��¹�ºI?�Ó ��Ú®¹Gº�ÔT»'����² º°²
»	� K�´'} µ"R%²¼¹7¹®��º°²¼¹ ��Ó=� }#�"¹
Ak = θ (k ∈ + 0) ,

Ø�á�ºH?�Ó
¹GÓBÔT»	�#��Ô�»	����² º°²
»	� K�´'} Ü	R G Ó T'ÓTº

‖Ank − Ak‖ = ‖Ank‖ =

∥

∥

∥

∥

(

n

k

)

T k (I − T )
n−k

∥

∥

∥

∥

≤
(

n

k

)

‖T‖k ‖(I − T )‖n−k n→∞→ 0.

Ö�»�ºI?�ÓDÔ�»	����²ÿº®² »'� KG´	} · R�²¼¹�¹°�;º°²¼¹ �#Ó=� }��(?�ÓDÔT»	�#��²ÿº®² »'� KG´	}
´=¶"R$A »	±
± » G ¹$A Ú®»	¾nºH?�ÓDÔT»'��½
��²ÿº®² »'� K¬Û�}
´�RT}1�(?�ÓûÔ�»	����²ÿº®² »'��¹�»BA < Ó�¾�¾�� W �	Ú°Ó�¹°�;º°²¼¹ �#Ó=���	���NA Ú°»'¾ K�´	} Û	R G Ó�T'ÓTº
KUÛ�} Û	RT}��(?�²¼¹�ÔT»'¾û×�± Ó�º°Ó=¹�ºH?�Óþ×�Ú®»�»BA�}

�

( �;�°��§¨§
����«�� ���(?�ÓDÔ�»	����² º°²
»	�#¹VK�´	}KÜBR��	���

λn‖I − T‖n

n
∑

k=0

(

n

k

)

1

λk

( ‖T‖
‖I − T‖

)k

= O(1)
KUÛ�} �"R

�;Ú®Ó�¹°à��âÔT²
Ó��,º(A »	Ú
(E , T )mλ

X ⊂ mλ
X .

K¬Û�} W"R
( �;�°��§¨§
����«�� ��� A

‖T‖ = ‖I − T‖ =
1

2
,

K¬Û�} Ý	R
ºI?�Ó=�

λn

2n

n
∑

k=0

(

n

k

)

1

λk

= O(1)
KUÛ�} ¸"R

² ¾�×�±
² ÓB¹ KUÛ�} W�R�}
�"¹"�	��á�Ú®Ó�T'à�±
�	Ú7º°Ú®²¼�;�.T'à�±
�	Ú T	Ó=��Ó�Ú5�;±
² U�Ó=� ¾�ÓTºH?�»�� A,

¹°�;º°²¼¹/A á�²
�.T�ºI?�Ó~ÔT»'����² º°²
»	�
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‖T‖ = τ, ‖I − T‖ = 1 − τ, 0 < τ < 1
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�(?�Ó Ô�»	����²ÿº®² »'��¹
0 < τ < 1

�;�#� KUÛ�} ·"Rþ²
¾�×�± á K¬Û�} µ R K£¹°Ó�Ó M ´�Ý�OSRT}æ�Òº�A »'± ±
» G ¹ A Ú®»	¾
��»	Ú®»	±
±
�	Ú°á �~ºI?��;º5KUÛ�} W�R%²¼¹7Õ��;±
²¼� }

�

�(���C0�)��V47%�-/0�!
	 47690;-I!�'�4 %��
� 47& %.4768:

��� M
´#�PO
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0 < ϕn ↑, ϕn/n ↓ (n ∈ � 0) ,
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∥

∥
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∑
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∑
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∑
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(
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∥
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