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»Ë��ÍLÐ
»ËÁ#¼�»Ë�&»ã�.å¹á�çI?¯�	É�á	�QåIA�á®ÉQÈ	Ïlä3È#½D»
å¾»ãÈ	�
È@? åIA�áaå Ê®È ä4A��	½¾á>½��	ç¾á�ç¾á>Ðã��å¾á7� æ#À�ä(A��	½¾áa��»Ë�@C.ç¹�	Ï È�?
åDA�ál½¾À�½�å¹á�Ï�}�Yhá>Ïlä3á�ç¹��å¾¼�ç¹á



º�¦§´a¨��
²�¥R¦¯ª�¤�«Qª�iAº3¨(�¹¶�i�¦§¥R¦¯¶2²:�=�
ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5­�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  Å	è
åIA�ç¹È	¼4C.A�È	¼�å�åDA�á�½¾À�½�å¹á�Ï »Ë½µ½D¼�ä�ä�È#½Dá7� å¾Èfæ3á�¼���»V?³È	ç¹Ï »ã� ½Dä��.ÉQá��	���kÉ�A����4C.á>½a»ã�
å¾»ãÏlá��	É�É�È	ç2��»ã�4C å¹ÈfåIA�á ä�ç¾á7½¾É�ç¾»ãæ3á>�kç¹¼�Ðãá	Ñ

T (t) = T0 − α(t)t,
Ê6A�á�ç¹á

T0
»Ë½µåIA�á

»
��»
å¹»ã�	Ð1å¹á�Ïlä3á�ç2�:å¹¼�ç¹á	�
α(t)

»Ë½�åIA�á�ÉQÈ�È	Ðã»
�4Caç2�:å¹á��	���
t
»Ë½�å¹»
Ïlá.}

YZA�á ½D¼�çI?¯�	É�á�¿�»
��á�å¾»ËÉ�½�áXP1á>É�å2½��	ç¾á »VC.��È	ç¹á>�v�ÎåDA�á�C	ç¹È�Ê�åDA ç2�:å¹á�»Ë½±��È	å�Ð
»ãÏl» å¹á>�
æ#À åDA�á�»ã�.å¾á>çB?¯�.ÉQá~ä4A�á���È.Ïaá>��������� ÉQÈ.�.å¹ç¾È.Ð
Ðãá>��æ�À�æ�¼�Ðã¿ å¹ç¹�	��½¾ä�È.çDå7}�� �.½¾½5å¹ç¹�	��½<?³á>ç
»
�fåDA�á�½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	�f»Ë½~��áQå¹á�ç¾Ïl»ã��á>�fæ�À ��»VP3¼�½¾»ãÈ	� ����� ����å¾¼�ç2��Ð É�È	�#â	á7É�å¹»
È.�,}�� »VP1¼�½D»ãÈ	�
»
�^åDA�áf½DÈ.Ð
»Ë� ä4A��.½Dá »Ë½£��á�C	Ðãá>ÉQå¾á7�v} p ¼�çDåDA�á�ç¹ÏlÈ	ç¹á	���	½�åIA�á åIA�»ËÉ2¿#��á>½¹½£È@?~á�ä�»
å¹�@H�»Ë��ÐÐã��À	á�ç5»ã½5¼�½¾¼���ÐãÐ
À£Ê�» åDA�»ã�

1 − 2%
È�? åIA�á~½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	����á>ä�åIA,��åIA�á~É�A��	�4C	áAÈ@? åIA�á�Ð
»ËÁ#¼�»ã�

â	È	Ðã¼�ÏláµÉ��	¼�½Dá7��æ�À åIA�á}L�Ð
Ï�C	ç¹È:Ê�åIA »Ë½���á�C	Ðãá>ÉQå¾á7�v}\YZA�áµ½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ.� »Ë½�½D¼�ä�ä3È#½Dá7��å¾È
æ3á�»ã��ÉQÈ.Ïlä�ç¾á7½¾½¾»ãæ�Ð
áA������åDA�á���È	¼�½¹½D»ã��á7½¾Áµ�	ä�ä�ç¹È�H�»ãÏµ�:å¾»ãÈ	�£»ã½5�	��È.ä�å¾á7�v}

�5����á�ç åDA�á �	æ3È�â	áx�	½¹½¾¼�Ïlä�å¾»ãÈ	��½>��åDA�áxä�ç¾È�É�á>½¹½)»Ë½k��á>½¹ÉQç¹»
æ3á7� æ#À�o�� å¹»
ÏláQÍ
��á�ä3á>����á��#å F�¼�»Ë�WF�È:Ê �	��� Ïµ�	½¹½�å¾ç2����½¾ä3È	ç¾å�á>Á#¼���å¾»ãÈ	��½>}2U � ����ç¾å¾á7½D»Ë����ÉQÈ�È	ç2��»
���:å¾á7½
(x, y, z),

åDA�á���»ãÏaá>��½¾»
È.��Ð
á7½¾½ZC.È�â	á>ç¾��»ã�4C�á7Á#¼��:å¹»
È.��½�å¹��¿	á�åDA�á�?³È	ç¹Ï

∂tV + (V ∇)V = −∇p + ∆V +

2∑

i=1

GriCiez,
]©Ä�}ãÃ�_

∇V = 0,
]RÄ�}�Ä�_

∂tCi + (V ∇)Ci =
1

Sci

∆Ci,
]©Ä�} o._

Ê6A�á�ç¹á

∂ξ ≡
∂

∂ξ
, ∇ = (∂x, ∂y, ∂z), ∆ = ∇2 = ∂2

xx + ∂2
yy + ∂2

zz,

(x, y, z) ∈ D
�
D = [0, L] × [0, L] × [0, 1], V = (Vx, Vy, Vz)

»Ë½±åDA�á â	á>Ð
È�ÉQ»
å À
â	á>É�å¹È	ç7�

p
»ã½�ä�ç¹á>½¹½D¼�ç¹á	�

Ci, i = A,B
»Ë½�åIA�áµÉ�È	��É�á��.å¹ç¹��å¾»ãÈ	��È@? åDA�áµÉQÈ.ç¾ç¹á>½¾ä3È	����á>�.å

ÉQÈ	Ïlä3È.��á��#å���»ã½¹½DÈ.Ð
â	á7�f»
�)åDA�á£Ð
»ËÁ#¼�»ã� ä4A��	½¾á	�
GrDi

=
gβiH

3∆Ci

ν2

»ã½~åIA�á ½DÈ.Ð
¼�å¹��Ð
� ç¹�.½BA�È�P���¼�Ï~æ3á�ç7�

Sci = ν/Di

»Ë½�åIA�á~��ÉDA�Ïl»Ë��å �#¼�Ï~æ3á>ç>�
ez = (0, 0,−1)

}
YZA�áa��È.��ÍL��»
Ïlá���½D»ãÈ	���	Ðpâ���ç¹»ã�	æ�Ðãá>½&��ç¹á~»ã�.å¹ç¾È���¼�ÉQá7� æ#À�½¾É>��Ðã»
�4C�åIA�áaÐ
á>�4C�åDA�Ê�»
åIA

åIA�á£Ð
»ËÁ#¼�»Ë�)ä4A��	½¾á���á�ä�åDA
(H)

�på¾»ãÏlá�»Ë½�½¹É���Ðãá>�fÊ�»
åIA
H2/ν

����� ÉQÈ.��ÉQá��#å¾ç2�:å¹»
È.�f»Ë½
½¾É>��Ðãá>�lÊ�» åDAµåIA�á »ã��» å¹»ã�	Ð3ÉQÈ.��ÉQá>�.å¾ç2�:å¹»ãÈ	�lÈ�?vÈ	��á5È@?våIA�á�ÉQÈ	Ïlä3È.��á��#å¹½
»ã�µåIA�á&½DÈ.Ð
¼�å¾»ãÈ	�,}
YZA�á ä4A��.½Dá
å¾ç2����½D»
å¾»ãÈ	�A»Ë½�C	È.»
�(C�È.��åDA�á�½D¼�æ�½�å¹ç¹��å¾áÎåDA��:å »ã½pä�Ðã�.ÉQá7��¼�����á�çhåDA�á®½¾È	Ðã¼�å¹»
È.�
�:å

z = 0
}�YZA�áA»
�#å¾á>çB?¯�.ÉQáAÉ�È	����» å¹»
È.��½�È.��ÉQÈ.��ÉQá>�.å¹ç¹��å¾»ãÈ	�zL�á>Ðã��½5ÉQÈ.��½D»Ë½Då�È@? åIA�á�Ïl�.½¾½

æ���ÐË����É�á�æ3á�å Ê®á>á�� åIA�á�å¹ç¹�	��½¾ä3È	ç¾å¾á>�£�����£»
��ÉQÈ	ç¹ä3È	ç2�:å¾á7��½¾È	Ðã¼�å¾áA½¾ä3á>É�»
á7½�Ñ

∂nCi = Vgr

��É
i(C

s
i − Ci), i = A,B

]RÄ�} Â"_
����� ä4A��.½Dá ��»Ë�@C.ç¹�	Ï ç¹á�ä�ç¹á>½¾á��#å¾»ã�4C)åIA�á á>Á#¼�»ãÐã»
æ�ç¾»ã¼�Ï æ�á�å Ê�á�á��^åIA�á ½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	�x�����
C	ç¹È�Ê�»ã�4C�ÐË��À	á�ç7Ñ

Fliq(Ci, T ) = 0, Fsol(C
s
i , Ci, T ) = 0

]©Ä�}�Å�_
Ê6A�á�ç¹á

T (t)
»Ë½~å¾á>Ïlä3á�ç¹��å¾¼�ç¹á�È�?5åIA�á�½¾À�½�å¹á�Ï��

Cs
i

»Ë½aÉ�È	��É�á��.å¹ç¹��å¾»ãÈ	� È@?5åDA�á�ÉQÈ	ç¹ç¹áQÍ
½Dä3È.����á��#å®½DÈ.Ð
¼�å¾á5½¾ä3á>É�»
á5»ã�låIA�á&½DÈ.Ð
»Ë�aä4A��.½Dá

Vgr � C.ç¾È:Ê�åIAlç¹��å¾á.}#�&�aåDA�á5ç¹á�Ïµ�	»
����á>çÈ@? åIA�álæ3È	¼�������ç¹À1Ñ
∂nCi = 0.

YZA�áaæ3È	¼�������ç¹À�ÉQÈ.����»
å¾»ãÈ	��?³È	ç�åIA�álâ	á�ÐãÈ�É�» å�À�L�á�ÐË��»Ë½
V = 0

}



ë	Æ aGbDacbv�lª:�H´a�	¶¹¡.d	ª@e�·�f b
ºgbp°�²�h2¡�ª�i¾ª�e:²:·kj�¨(b�l b\l�ª¹­�ª�e
���"�%� ����� M®ù7E P � FQ� B E�� FHù7E#I>ø�ÿ�IQöDI�� B ÷ B ö<���

� IQöDI�� B ÷ B ö M�ù>÷DIQ÷�FHù7E¡ pI�øHô B
¢ öDI�� C#ù�££E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;¹ù��Aÿ�ù7E B E:÷ A GrA 2 ÷ 3¢ öDI�� C#ù�£�E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;¹ù��Aÿ�ù7E B E:÷ B GrB 17 ÷ 25K	;DC��AF � ÷�E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;2ù��Aÿ�ù7E B E:÷)¤ ScA

476
K	;DC��AF � ÷�E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;2ù��Aÿ�ù7E B E:÷ ¥ ScB

476¦ � ÿ B ;¹÷
öDIQ÷�FHù L/H 20 ÷ 25

Y À�ä�»ËÉ��	Ðpâ���Ðã¼�á>½ È�?
��È	��Í ��»
Ïlá>��½D»ãÈ	����Ðpä���ç2��Ïlá�å¾á�ç2½5¼�½¾á>� »ã��È	¼�ç�½D»ãÏ~¼�ÐË�:å¹»
È.����ç¹á
Ð
»Ë½Då¾á>�µ»
�µåIA�á:Yp�	æ�Ð
á�Ã.}.YZA�á>ÀaÉ�È	ç¹ç¾á7½Dä3È	����å¾È

Cd−Hg−Te
½DÀ�½Då¾á�Ï§R�Å��#ë���Ä.Ç�S©}�YZA�á

ä4A��	½¾áA��»Ë�@C	ç2��ÏU»Ë½5��á>½¹ÉQç¹»
æ3á7��»ã�¨R Â���ë�S©}
��å

t = 0
åIA�áµÐ
»ËÁ#¼�»ã� »Ë½�»ã� åIA�á±½�å2�:å¾»ËÉl½�å2�:å¹á	}�U ��»
å¾»Ë��Ð
É�È	����»
å¾»ãÈ	�J?³È	ç�ÉQÈ	��ÉQá��#å¾ç2�:Í

å¾»ãÈ	� »Ë½µ��áQå¹á�ç¹Ïl»
��á7�kæ#À ä4A��.½Dá���»Ë�@C	ç2��Ï ��ålå¾á�Ïlä3á>ç¹��å¾¼�ç¹á
T0

����� åDA�á�½¾¼�æ�½Då¾ç2�:å¹á
ÉQÈ	Ïlä3È#½D»
å¾»ãÈ	�£Ê�»
åIA�Ê6A�»ËÉ�A£åDA�áAÐ
»ËÁ#¼�»Ë�£»Ë½�»ã� á7Á#¼�»
Ðã»ãæ�ç¹»
¼�Ï�}

©Z+k��3658���kª�143=«:�<���
�,áQå�¼�½~Ïµ��¿	á�½DÈ.Ïaá��.����»
å¾»ãÈ	���	Ð �.½¾½¾¼�Ïlä�å¹»
È.��½�åDA��:åaÉQÐãá>�	ç�¼�ä ��Ðã»
��¿ æ3á�å Ê®á>á��)åIA�á
ä�ç¾È�ÉQá>½¹½,¼�����á�ç�ÉQÈ.��½D»Ë��á�ç2�:å¹»ãÈ	�A������¿���È:Ê��Aä�ç¾È.æ�Ð
á>Ïµ½hÉQÈ.��ÉQá>ç¾��»
�4C�åIA�á È.��½Dá�åpÈ@?2L���»
å¾á
��Ïlä�Ðã» å¹¼���á É�È	�#â	á7É�å¾»ãÈ.�a»ã�}A�È.ç¾»ON�È.�.å2��Ð�ÐË��À	á�çÎÊ�»
åIAµ��È	��Ðã»
��á>��ç
¼�����»Ë½Då¾¼�ç¹æ3á>�lä�ç¹È@L�Ðãá�È@?
�	É�å¹»
â.á�½¹É��	Ðã�	ç�Á#¼��	�.å¹» å�À	}

s á ��á�C	Ðãá>ÉQå,åIA�á
á�H�»ã½Då¾á>��ÉQá
È@?�É�È	Ïlä3È	��á>�.åp� Ê�»
åIAAåIA�á®½¾Ïµ��ÐãÐ
á>ç � ç2�	½IA�È@P��#¼�Ï~æ3á�ç
»
��åDA�á~æ3È���Àn?³È.ç¹ÉQáAå¹á�ç¹Ï��3����� ½D¼�ä�ä3È.½¾áAåIA���å&» å���È�á>½ ��È�å&»ã�2F�¼�á���ÉQá�åDA�á�½¾È	Ðã¼�æ�»ãÐ
»
å�À
È@?våIA�á&É�È	Ïlä3È	��á>�.å:x »
�±åIA�á&Ïlá�Ð
å¾á7�±É�È	Ïlä3È	��á��.å6¬
}��5ÐË½DÈ~Ê®á��	½¹½D¼�Ïlá5åIA�á&Ðã»
��á>��ç¹»
å À
È@?påIA�áAä4A��	½¾áA��»Ë�@C	ç2��Ï%�	���£Ê�ç¹» å¹á�»
å5»
� åIA�á�?³È.Ð
ÐãÈ�Ê�»ã�4Ck?³È	ç¹Ï�Ñ

CB = C0
B

+ λ(T )(T − T0), λ(T ) > 0,

Ê6A�á�ç¹á
λ(T )

»Ë½�åIA�á�½¾Ð
È.ä3á£È@?&ä4A��	½¾á ��»Ë��C	ç2��Ï�}�stA�»ãÐãá£åIA�á�½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	� å¹á�Ïlä3á�ç2�:å¹¼�ç¾á
ÉDA��	�4C	á7½®»ã�£å¾»ãÏláA�:å5��C	»ãâ	á��£ç2�:å¹á

α,
åDA�á�á>Á#¼�»ãÐã»
æ�ç¹»ã¼�Ï ÉQÈ.��ÉQá>�.å¾ç2�:å¹»ãÈ	�£�:å�åIA�áA»
�#å¾á�ç¾Í

?¯�	ÉQáA»ã½�ç¾á>ä�ç¹á>½Dá>�.å¹á>��æ�À

CB|z=0 = C0
B

+ η̃t, η̃ = −αλ(T ).

�5ÐãÐpåIA�á7½Dáa�	½¹½D¼�Ïaä�å¹»ãÈ	��½ ç¾á7��¼�ÉQán]©Ä�}ãÃ�_ � ]RÄ�} Å._�å¾È±åDA�áa½�å2��������ç2��ä�ç¾È.æ�Ð
á>Ï È@?
���:å¾¼�ç¹�	Ð
ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	�£Ê�»
åIA�ç¹á>½¾ä3á>ÉQå�å¹ÈµÉQÈ.��ÉQá>�.å¹ç¹��å¾»ãÈ	�

CB

�	½�åIA�á��	É�å¹»
â	áA½¹É��	Ðã�	ç�Á#¼��	�.å¹» å�À1Ñ




∂tV + (V ∇)V = −∇p + ∆V + GrQez,

∇V = 0,

∂tQ + (V ∇)Q =
1

P
∆Q,

]�o�}ãÃ�_

Ê6A�á�ç¹á
Q
»ã½ åDA�á��.É�å¾»ãâ	á�½¹É��	Ðã�	ç>�

Gr = GrB, P
»Ë½ åIA�á ��ÉDA�Ïa»Ë��å
��¼�Ï~æ3á�ç8]­?³È	ç�åDA�á�ç¹Ïµ��Ð

ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	� »
å�Ê®È	¼�Ðã� æ3á�åIA�áa�
ç2������å¾Ð��#¼�Ï~æ3á>ç�_Q}�YZA�áaæ�È.¼������	ç¾À�ÉQÈ.����»
å¾»ãÈ	��?³È	ç
Q�:å

z = 0
»ã½



º�¦§´a¨��
²�¥R¦¯ª�¤�«Qª�iAº3¨(�¹¶�i�¦§¥R¦¯¶2²:�=�
ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5­�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  ë�Ã

Q|z=0 = Q(0) + η̃t
]�o�}�Ä�_

È	�£åIA�áAç¾á�Ïµ�	»
����á�ç�È�?påIA�áAæ3È.¼������	ç¾À ∂Q

∂ ® = 0.U � åIA�á�½Då¹��å¾»ËÉ�É��.½Dá�åIA�á�½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	� È@?�]�o�}ãÃ�_ � ]¯o�} Ä._ á>½Då¹��æ�Ð
»Ë½BA�á>½��:å

Q̃(t, z) = Q(0) + η̃t +
η̃P

2
z(z − 2).

]¯o�} o._
�&¼�ç�C.È.�	Ð »Ë½�å¹È�½�å¹¼���À ÉQÈ.�#â	á7É�å¾»ãâ	ál»
��½Då¹�	æ�»ãÐ
»
å À�»ã� åDA�á}A�È	ç¹»VN>È	�.å2��ÐGF�¼�»Ë� Ðã��À	á�ç�Ê�»
åIA
��È	��Ðã»ã��á>�	ç�¼�����»ã½Då¾¼�ç¹æ3á>� ä�ç¹È@L�Ðãá�È@?��	ÉQå¾»ãâ	áA½¾É>��ÐË��çK]¯o�} o�_�}

YZA�á���á>á�äk»ã��½D»OC�A#ål»
�#å¾È åDA�á ä�ç¹È	æ�Ðãá�Ï »Ë½kC	»ãâ	á�� »ã�°RãÃ�Ç#��Ã�`TSL}Î�A} ��ç¹»ã½IA�����Ï~¼�çDå�À
ä3á�çI?³È	ç¹Ïaá7� åIA�á±L���»
å¾á)��Ïlä�Ðã» å¹¼���á)½�å2��æ�»ãÐã» å�À^�	����ÐãÀ�½D»Ë½E?³È.ç��	�x»ã�2L���»
å¹á±A�È	ç¹»VN>È	�.å2��Ð
Ðã��À	á�ç È�?�F�¼�»Ë�

(0 < z < 1)
Ê�»
åIA åDA�á~Ïlá7����å¾á>Ïaä3á>ç¹��å¾¼�ç¹á~É�A��	�4C	»ã�4C�½Då¾á>�.��»ãÐ
À���å��

C	»ãâ	á��lç¹��å¾á	}	� ä�ä3á�ç®�����aÐãÈ:Ê®á�ç ½D¼�çI?¯�	É�á>½�Ê�á�ç¹á�ç¹»VC.»Ë�a�����aä3á>çB?³á7É�å¾ÐãÀaÉQÈ.����¼�ÉQå¾»ã�4C�}.YZA�á
æ3È	¼�������ç¹À±ÉQÈ.����»
å¾»ãÈ	�n?³È.ç�åIA�á���È	¼�½¾½¾»
��á>½¹Álá>Á#¼���å¾»ãÈ	��½�Ê®á�ç¹á�åIA�á�?³È.Ð
ÐãÈ:Ê�»
�4C�Ñ

V = 0, z = 0, z = 1,
]¯o�} Â"_

Q|z=0 = +
1

2
δQ + ηt, z = 0,

Q|z=1 = −
1

2
δQ + ηt, z = 1.

]�o�}�Å�_

YZA�áA½Då¹��å¾»ËÉ�½Då¹��å¾áA½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	�£åIA��:å ½¾��å¾»Ë½<L�á>½K]¯o�}�Å�_�»ã½6C	»ãâ	á�� æ#À1Ñ

Q̃(t, z) = Q(0) + ηt − δQ(z −
1

2
) +

ηP

2
z(z − 1),

]¯o�} ë._
Ê6A�á�ç¹á

δQ = Q|z=0 − Q|z=1.
YZA�»Ë½�áXH��	Ïaä�Ð
á±ç¾á>ä�ç¾á7½Dá>�.å¹½�åDA�á�É>�	½¾áµ»
�)Ê6A�»ËÉ�AfåIA�á

ÉQÈ	����¼�É�å¹»
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Q(t, x, y, z) = Q̃(t, z) + θ(x, y, z).
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V (x, y, z) =
∞∑
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εnηmV (n,m)(x, y, z),
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θ(x, y, z) =
∞∑

n=1,m=0

εnηmθ(n,m)(x, y, z),
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∞∑
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εnηmR(n,m).
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z = f(z)w(x, y), w(x, y) =
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An exp(ikn · r).
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Rc = R(0,0) + η2R(0,2), R(0,2) < 0.
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Ra − Rc = ε2R(2,0).
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�4C)��å±åIA�á
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��á7�
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η
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á�½DÈ.Ð
¼�å¾»ãÈ	����á7��ç®åDA�á�É�ç¾»
å¾»ËÉ��	Ð1�5��À�Ð
á>»VC.A��#¼�Ï~æ3á�ç

R Ä�oTSL} p È	çl��È	��Ð
»ã��á>�	çaä�ç¹È@L�Ðãá>½aç¾È.Ð
ÐË½a�	ç¾á£¼���½�å2��æ�Ðãá »ã� åDA�á ç2���(C	á±Ä%Å < Ra <
Ä\Æ

.�®åWA�»VC.A�á�ç£�5��À�Ð
á>»VC.A �#¼�Ï~æ3á>ç
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��ç¹á�?³È	¼���� å¾È£æ3á~åDA�áa½Då¹�	æ�Ðãá�F�È�ÊA}%U�? åIA�ál�5��À#Ðãá�»OC�A ��¼�Ï~æ3á�ç�»ã½���á>ÉQç¹á>�.½Dá7�v��åIA�á>� �
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Ra =

Ä\ÐgÑ Ò
»ã½pä��.½¾½¾á>�,}�YZA#¼�½håDA�á�ç¹á »Ë½,åDA�á0A�À�½Då¾á>ç¾á7½D»Ë½,á�P3á7É�å7�7æ3á>É>��¼�½¾á
åIA�á�ÉQÈ	��â	á>É�å¹»ãÈ	�
�:å��kÉQá>çDå2��»ã�x�5��À�Ð
á>»VC.A^�#¼�Ï~æ3á>ç���á>ä3á�����½ È.� åDA�á Ê��7À »ã�xÊ6A�»ËÉ�A^åDA�á � �7À�Ðãá�»OC�A
�#¼�Ï~æ3á>ç6A��	½�æ3á�á>� ç¹á>�.ÉDA�á7��R�Ä�SL}
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åIA
�	½¾ä3á>É�å�ç2�:å¹»ãÈ

15× 15× 1
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À Ð
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Ïlá>��½D»ãÈ	����Ð5ç¹È	ÐãÐã½±Ê®á�ç¹á�?³È.¼���� å¾È æ3á�½Då¹�	æ�ÐãáqF�È�Êqä��:å¾å¾á>ç¾�
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Ðãá�åIA�á�Ïaá7����å¹á�Ïlä3á�ç2�:å¹¼�ç¹á�É�A����(C	á>����å&��ÉQÈ	��Í
½�å2���.å
ç2�:å¹á

η.
U �lä���ç¾å¹»ãÉ�¼�Ðã�	ç>�T?³È	ç
��È	��Í ��»ãÏlá���½¾»
È.����Ð�â:�	Ð
¼�á

|η| ∼ 5÷10,
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å¾È£Â#Æ�ÓÔ?³ç¹È	ÏqåIA�álÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ð �#¼�Ï~æ3á�ç�A��.½&æ3á�á�� á>½Då¹�	æ�Ðã»ã½IA�á>�,}gYZA�ál��»ãç¾á7É�å¾»ãÈ	��È�?)F�È:Ê
�:åÎåDA�á É�á��.å¹á�ç È@?3åDA�á A�áXH���C	È	�aÊ��.½
��È�Ê���Ê���ç2�[?³È	ç ä3È.½¾» å¹»
â	á

η
�����a¼�ä#Ê��	ç¹�a»V?

η
Ê��	½

��á�C#�:å¾»ãâ	á	}
YZA�È.¼4C�A »ã��ç¹á>�	Ð,ÉQç¹À�½�å2��Ð�C	ç¹È�Ê�åDA ä�ç¾È�ÉQá>½¹½®åDA�á�â:��Ðã¼�á�È�?påDA�á~�	É�å¹»
â	á�½¹É���ÐË��çZ?§¼���É�Í

å¾»ãÈ	��ÉDA��	�4C	á7½ �:å åIA�á&æ3È	¼�������ç¹À~Ê�»
åDA��Aâ:�	ç¾À�»ã�4CAç¹��å¾á
η̃
�����låIA�á>ç¾á »Ë½ ��È~½Då¹��å¾»ãÈ	���	ç¾À

½DÈ.Ð
¼�å¹»ãÈ	�,��» å5»Ë½�»
�#å¾á>ç¾á7½�å¹»
�4Caå¾ÈlÈ.æ�å¹�	»
�£åIA�á��5��À�Ð
á>»VC.A£�#¼�Ï~æ3á�ç6?³È	ç�åIA�á�È.��½Dá�å�È�?�ÉQÈ	��Í
â	á>É�å¹»
â.á�ÏlÈ�å¹»
È.�,�:»R} á	}:åIA�á5�5�7À�Ðãá�»OC�A��#¼�Ï~æ3á>çÎæ3á�À	È.���~Ê6A�»ËÉ�A�åIA�á5½�å¹á>�	��À�½Då¹��å¾á�Ê®È	¼�Ðã�
æ3á>ÉQÈ.Ïlá�¼���½Då¹�	æ�Ð
á.�v������å¾È�É�È	Ïlä���ç¹á~»
å�Ê�»
åIA åIA�á>È	ç¹áQå¾»ËÉ��	Ð ä�ç¾á7��»ËÉ�å¾»ãÈ	��½�}�YZA�áaç¾á7½D¼�Ð å
Ê®È	¼�ÐË� ��ÐË½DÈWA���â	áµ� ½¾»OC	��»VL�É��	�.åAä�ç¹�.É�å¹»ãÉ>��Ð�â���Ðã¼�á	�væ3á>É��	¼�½¾ál��»VP3¼�½D»ãÈ	� Ðã»ãÏl» å¹á>� Ïµ�	½¹½
å¾ç2����½B?³á�çl»
� Ð
»ËÁ#¼�»ã�kä4A��	½¾á á�ä�»
å¹�@H�À)»ã½k?¯�7â	È.ç¹�	æ�Ð
áz?³È	çaåIA�á Ïµ��å¾á�ç¹»Ë��Ð�Á#¼��	Ð
»
å�ÀtR Å��
ë�S©}
p È.ç�åIA�»Ë½ ä�¼�ç¹ä�È#½DáAÊ�»
åIA�»
��åIA�á�½¾É�È	ä3áAÈ�? åDA�á�ÏlÈ���á>Ðp��á>½¹ÉQç¹»
æ3á7� »ã� ½Dá7É�å¾»ãÈ	��Ä�����»ãç¾á7É�å�#¼�Ïlá�ç¹»ËÉ���Ð,½¾»ãÏ~¼�Ðã��å¾»ãÈ	� È�?påIA�áAä�ç¹È�É�á>½¾½rA��	½�æ3á�á>��É>��ç¹ç¾»ãá>��È	¼�å7}
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s á��	ä�ä�ÐãÀl�~½¾á>Á#¼�á��#å¾»Ë��Ð�ä�ç¹È�É�á>��¼�ç¹á�å¾Èa½DÈ.Ð
â	á�åDA�á:C	È:â	á�ç¹��»ã�4CAá7Á.¼��:å¾»ãÈ	��½8]©Ä�}ãÃ�_ � ]RÄ�} o�_�}� ��á�Êxâ:��Ðã¼�á&È@?håIA�á�â	á>Ð
È�É�» å�Àl»Ë½�ÉQÈ	Ïlä�¼�å¾á>��¼�½¾»
�(C~åIA�á�½¾ä3á>É�»
á7½�ÉQÈ.��ÉQá>�.å¾ç2�:å¹»
È.�v?³ç¾È.Ï
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ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5­�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  ë#Å
åIA�á ä�ç¹á�â�»ãÈ	¼�½�å¾»ãÏaá ÐË��À	á�ç£»ã�^åDA�áJ?³È	ç2ÉQá�å¾á>ç¾Ï�}6YZA�á É>��ÐËÉQ¼�ÐË�:å¹á>� â.á�ÐãÈ�ÉQ»
å À×L�á�ÐË�^»Ë½
»
��½¾á�ç¾å¾á7�±»ã�.å¹È�åIA�á�Ïµ�	½¹½ å¹ç¹�	��½<?³á>ç�á>Á#¼���å¾»ãÈ	��½®åIA���å���ç¹á�½DÈ.Ðãâ	á>�±Ê�»
åIA£ç¹á>½¾ä3á>ÉQå®å¹ÈlÉQÈ	��Í
ÉQá��#å¾ç2�:å¹»
È.��½

(CA, CB)
}�YZA�á�ä�ç¹È	æ�Ð
á>Ï »Ë½Î�	ä�ä�ç¹È�H�»ãÏl��å¾á7�~��å
½Då¹��C�C.á�ç¾á7��C	ç¹»Ë�zR `�S�¼�½D»ã�4C

ÉQÈ	�#å¾ç¹È	Ð
Í©â	È.Ð
¼�Ïlá���ä�ä�ç¹È.�.ÉDAh}��&»Ë½¾ÉQç¹áQå¹»ON>�:å¹»
È.�a»Ë½
ÉQÈ.��½¾á�ç¹â:�:å¹»
â	á0?³È.ç
¿#»ã��á�å¾»ËÉ�á>��á�çDC	À������
ÉQÈ	��ÉQá��#å¾ç2�:å¹»
È.�lÈ@?,��»ã½¹½DÈ.Ðãâ	á>�l½¾ä3á>É�»
á7½�}�YZA�á L���»
å¾á�Í©â	È.Ð
¼�Ïlá&½¾É�A�á�Ïlá »ã½ »ãÏlä�Ð
»ËÉQ»
å������µ» å
A��	½�½¾á>É�È	���£È	ç2��á�ç��.É�ÉQ¼�ç¹�.ÉQÀµ»ã��½¾ä��	É�á��	���zL�ç2½�å�È.ç¹��á�ç�»ã�£å¹»
ÏlávRãÃ7Ä�SL}

YZA�á°>&�7â�»ãá�ç¾Í �#å¹È	¿	á7½fá7Á.¼��:å¾»ãÈ.��½Ø]RÄ�}ãÃ�_ � ]©Ä�}�Ä�_f�	ç¾áx½DÈ.Ðãâ	á>�wæ�ÀtåDA�áxä�ç¹È@Ù�á>É�å¹»
È.�
Ïaá�åIA�È��£Ê�»
åIA�ä�ç¹á>½¹½D¼�ç¹á�ÉQÈ.ç¾ç¹á>ÉQå¾»ãÈ	��RãÃ	�,Ã�Â�SL}
lri¾�Q� ¦§´�¦§¤1²�i��± �¥L� ­�b �yä�ç¹á�Ðã»
Ïl»ã����ç¹À ä�ç¾á7½¾½¾¼�ç¹á

p̃
»Ë½�ÉQÈ.Ïaä�¼�å¾á>�Ø?³ç¹È	Ï åIA�áf� È.»ã½¹½DÈ.�

á>Á#¼���å¾»ãÈ	� Ê�» åDAq>5á�¼�Ïl�	����æ�È.¼������	ç¾À�ÉQÈ.����»
å¾»ãÈ	��½>Ñ




∆p̃ = divF n in Dh,

∂p̃

∂n
= 0 on ∂Dh,

]©Å�}ãÃ�_

A�á>ç¾á
Fn

»ã½�åDA�ázC.ç¹��â�» å�À�å¾á�ç¹Ï{É�È	Ïlä�¼�å¹á>�)æ�À ¼�½¾»ã�4C�åDA�á ÉQÈ	��É�á��#å¾ç2�:å¾»ãÈ	�¨?³ç¾È.Ï
åIA�áaä�ç¹á�â�»ãÈ	¼�½

n−
åDA�å¹»
ÏlálÐã��À	á�ç7}gYZA�»Ë½�½Då¾á>ä ÉQÈ	ç¹ç¹á>É�å2½5åDA�á�å¹á�Ïlä3È	ç2��Ð�á�â	È	Ðã¼�å¹»
È.�

È@?påDA�áAä�ç¹á>½¹½D¼�ç¹á�»ã���.É�ÉQÈ.ç¹���	��ÉQá�Ê�» åDA£åDA�áKC	»ãâ	á���ÉQÈ.��ÉQá>�.å¾ç2�:å¹»ãÈ	�zL�á�ÐË�v}
lri¾�¹��¦¯¶Q¥©¦¯ª:¤  �¥ �L­\b5� ä�ç¹á>��»ËÉ�å¹á>� â	á�ÐãÈ�ÉQ»
å À²L�á�ÐË�

Ṽ
»ã½ ÉQÈ.Ïlä�¼�å¾á7�Y»ãÏlä�Ð
»ËÉQ»
å¹Ð
À¸?³ç¾È.Ï

á>Á#¼���å¾»ãÈ	�¸]©Ä�}ãÃ�_a»
� Ê6A�»ËÉ�A åIA�á ä�ç¹á>½¾½¾¼�ç¹áWC.ç¹�.��»
á>�.å±�:åµåDA�á É�¼�ç¾ç¹á��#ålå¹»
Ïlá ½Då¾á>ä
tn+1

»Ë½�ç¹á�ä�Ðã�.ÉQá>�£æ#À±åIA�á�ä�ç¾á>Ð
»ãÏl»
���	ç¾À±ä�ç¹á>½¹½D¼�ç¹á	Ñ




Ṽ − V n

τ
+ (V n∇)Ṽ = −∇p̃ + ∆Ṽ + Fn in Dh,

Ṽ = 0 on ∂Dh.

]©Å�}�Ä�_

YZA�á�½Dá�å�È�?���ÐOC	á�æ�ç¹�	»ãÉaá>Á#¼��:å¹»
È.��½�?§È.ç�á>�.ÉDA)ÉQÈ.Ïlä3È	��á>�.å�È�?�åIA�á±ÏlÈ	Ïlá>�.å¾¼�Ïs»Ë½
½¾È	Ðãâ	á>�k»ã� å¾¼�ç¹�,�
å¾ç¹á>�:å¹»
�(C åIA�á�C	ç¹»ã�kä3È.»
�#å±â:�	Ð
¼�á>½lÈ�?&åDA�á ��È.Ïl»
���	�.å±â	á>Ð
È�ÉQ»
å À
ÉQÈ.Ïlä3È	��á>�.å��	½A��½¾È	Ðãál½¾áQå�È@?�¼���¿���È:Ê���½>}\YpÈ���áQå¾á>ç¾Ïl»ã��áaåDA�áµâ	á�ÐãÈ�ÉQ»
å�À Ê®ál¼�½¾á
åIA�á�ÉQÈ	�@Ù ¼(C.�:å¹á�C.ç¹�.��»ãá��.å�ÏláQåIA�È��JR�Ä�ë�S©}

lri¾ª
Ú��2¶Q¥©¦¯ª:¤  �¥ �L­\b YZA�á�â	á�ÐãÈ�É�» å�ÀnL�á�ÐË�
Ṽ
»Ë½&É�È	ç¹ç¾á7É�å¾á7� æ�À å¹�	¿#»ã�4C�»
�#å¾È �	É>ÉQÈ	¼��#å åIA�á

ä�ç¹á>½¹½D¼�ç¾ánC.ç¹�.��»
á>�.åµ�:ålå¾»ãÏlá
tn+1

»
� È.ç¹��á>ç�å¹Èf½¹�:å¹»ã½B?³ÀfåDA�á�»ã��ÉQÈ.Ïlä�ç¾á7½¾½¾»ãæ�»
Ðã»
å À
ÉQÈ.��½Då¾ç2��»ã�.å>Ñ

V n+1 = Ṽ − τ∇(pn+1 − p̃).
]©Å�} o._

YZA�»Ë½p½�å¹á�ä�»Ë½hä�á>çB?³È.ç¾Ïlá7��æ�À�ÉQÈ.Ïlä�¼�å¾»ã�4C5åIA�á ä�ç¹á>½¹½D¼�ç¹á
É�È	ç¹ç¾á7É�å¾»ãÈ	�
δp = pn+1−p̃?³ç¹È	ÏUåDA�áA� È.»ã½¹½¾È	�£æ3È.¼������	ç¾À±â:�	Ð
¼�á�ä�ç¹È	æ�Ð
á>Ï Ñ





∆(δp) =
divṼ

τ
in Dh,

∂δp

∂n
= 0. on ∂Dh.

YZA�á�L����	Ðvâ	á>Ð
È�É�» å�À������£ä�ç¾á7½¾½¾¼�ç¹á:L�á�ÐË��½�åIA�á>����ç¹á���áXL���á>���	½>Ñ



ë	ë aGbDacbv�lª:�H´a�	¶¹¡.d	ª@e�·�f b
ºgbp°�²�h2¡�ª�i¾ª�e:²:·kj�¨(b�l b\l�ª¹­�ª�e




V n+1 = Ṽ − τ∇δp in Dh,

V n+1 = 0 on ∂Dh,

]©Å�} Â�_

pn+1 = p̃ + δp in Dh.
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Ra(t) =
gβBH3δCB
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δCB = 〈CB(H, t)〉 − 〈CB(0, t)〉, 〈CB(z, t)〉 = ‖CB(z, t)‖
Lh
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(x,y)/L

2.
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�(Caç2�:å¹áAÉ�È	��½Då¹�	�.å
α = 0.25K/min,

����� É�A��	�4C	á
åIA�áAÐã»ãÁ#¼�»Ë����á�ä�åDA,}
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η ≈ −4 ÷ −5 Rac = Ra2D
c =

1545.
YZA�»ã½�â:��Ðã¼�áµ»ã½�¼���áXH�ä3á7É�å¾á7��ÐãÀ É�Ð
È#½Dálå¾È

Rac = 1537.5
ÉQÈ.Ïlä�¼�å¾á7�J?³ç¹È	ÏdåDA�á

å¾ç¹¼���É���å¾á7� á�H�ä�ç¾á7½¾½¾»ãÈ	�¶]¯Â�} ë._ »
�×R
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È.��½ ½IA�È:Ê åIA�á�½�å2�:å¾»ËÉ ½Då¹��å¾á ?³È.ç
H ≤ 1

ÏlÏ�}�s á&È	æ�½¾á�ç¹â	á>�
åIA�á È	��½¾áQå
È�?vÉ�È	�#â	á7É�å¹»
È.�l��å

H = 1.1
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È)ÉOÊ4Ë(!X�mß(� @ F�� B B ú�ù7øHô.÷�FHù>E&ù�	#G	FHE B ÷�FH; B E B ö�ý�
 Ekin(t) à øHFHE B 9Xá I>E � Ra(t)/Racr, Racr =
Ra2D

c = 1545 à ø FHE B < á �

È)ÉOÊ4Ë(!X�ãâ(�2� FQ�L÷ ö�FHõ.ô.÷�FHù7E~ù�	 C(z) = 〈CB(z, t)〉 − 〈CB(0, t)〉 ú B ö<� ô�� z 	Ëù�öÎ÷�F�� B �Aù�� B E:÷<�
t = 1.5tD à øHF E B 9Xá '�	Ëù�ö t = 4.5tD à øHFHE B < á '.	ãù>ö t = 7.5tD à øHF E B NTá �

�5��¼���½Då¾ç¹¼�É�å¹¼�ç¾á7��ä���åDå¹á�ç¹��È@?
Ê®á>�	¿zF�È:ÊgÊ��.½6L�ç2½�å¹Ð
À ç¹á�C	»Ë½Då¾á�ç¹á>����å
t = 2.1tD.�®åaåDA�á »ã��» å¹»ã�	Ð�½�å2�@C	á£È@?5åDA�á ä�ç¾È�ÉQá>½¹½�Ñ ��»QP1¼�½¾»
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È.� È@?

ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	�,��] p »OC�}To��>Ðã»
��á7½ Ã.��Ä�_,ÉQÈ.��ÉQá��#å¾ç2�:å¹»
È.����»QP1á�ç¹á���ÉQá δCB

»ã��ÉQç¹á>�.½Dá7½,Ê�» åDA�å¾»ãÏlá	}
��ÉQå¾¼��	Ðh� �7À�Ðãá�»OC�A �#¼�Ï~æ3á�ç&��ÐË½DÈl»ã��ÉQç¹á>�.½Dá7½��	��� ç¾á7�	É�A�á>½�åDA�á�â:��Ðã¼�á

1260
}�� ?§å¾á>ç5åIA�á

»
��»
å¹»ã��å¾»ãÈ	�,�.æ3á�å Ê�á�á��µå¹»
Ïlá ÏlÈ.Ïaá>�.å2½
2.1tD

�����
3tD,

É�È	�#â	á7É�å¹»
È.�µ½¾ÐãÈ�Ê�ÐãÀ�C	ç¹È:Ê5½Î¼�ä,}
YZA�á�ç¹á&»ã½���½IA�È	ç¾å�ä3á�ç¹»
È��±È@?p½Då¹�	æ�»ãÐ
»
å�Àk?³È.ç®åIA�á��5�7À�Ðãá�»OC�A��#¼�Ï~æ3á�ç�Ê6A�»ãÉ�A�»Ë½0?³È	ÐãÐ
È:Ê®á7�
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3tD < t < 4.2tD :
��á�â	á>Ð
È.ä�»
�(C±ÉQÈ.�#â	á>ÉQå¾»ãÈ	��ä�ç¾È���¼�ÉQá7½5�µæ3áQåDå¹á�ç�½DÈ.Ð
¼�å¾á~½�å¹»
ç¹ç¹»
�4C��

A�á���É�á
δCB

] p »OC�}co��pÐã»ã��áno�_������ Ra
] p »VC�}�Ä._���á7ÉQç¾á7�	½¾á	}�YZA�á �5��À#Ðãá�»OC�A)��¼�Ï~æ3á�ç��ç¾È.ä�½5��È�Ê���å¾ÈµåIA�á�â���Ðã¼�á���ä�ä�ç¹ÈTH�»ãÏµ�:å¹á�ÐãÀ Ã>Æ.Æ	Æ�}2ULå »Ë½5�	æ3È	¼�å5Â#Æ�Ó æ3á>Ð
È:Ê åIA�á�Ê®á>Ð
Ð

¿#��È�Ê���ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ðhä3È.»
�#å��5�"ä�Ã�Ç:Æ�`q]³»
å�É�È	ç¹ç¾á7½Dä3È	����½�å¾È
η = 0,

_5�����qo#ÅzÓ%Ðãá>½¹½5åIA��	�
åIA�áaâ���Ðã¼�á�ä�ç¹á>��»ËÉ�å¹á>��æ#À�Ðã»
��á�çA�����	Ð
À�½¾»ã½[RãÃ�`�S
����� Ä@� É��	ÐãÉ�¼�ÐË�:å¾»ãÈ	�¶R ÅTSL}h�®È	��â	á>É�å¹»ãÈ	�
ÉQÈ	�#å¾»ã�#¼�á7½�»ã� �[L���» å¹áQÍ ��Ïlä�Ðã» å¹¼���áA½¾¼�æ1ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ðv½�å2�:å¹á�Ê�» åDA��	½¾À#Ïlä�å¹È�å¹»ãÉ>��ÐãÐ
À±ÉQÈ	��½�å2���.å
�5�7À�Ðãá�»OC�A �#¼�Ï~æ3á�ç7}

I á time = 4.5tD
õ á time = 6tD

; á time = 12.3tD

� á
time = 37tD

È)ÉOÊ4Ë(!X�ãå%�(æ ø ù�ûkÿ#I�÷ ÷ B ö�E.���2ç ù>E#; B E:÷ öDI�÷�FHù7E � B ø � '#ú�F B ûy	ãö�ù��Y÷�C B ÷�ù>ÿ��

p »VC�}.Â~»ãÐãÐ
¼�½�å¹ç¹��å¾á>½
åDA�á&á�â	È.Ð
¼�å¹»
È.�µÈ�?våIA�á F�È�Ê^½Då¾ç¹¼�É�å¹¼�ç¾á.}�>5á7��ç t = 4.2tD,
Ê6A�á>�

åIA�á�¿�»ã��áQå¹»ãÉAá>��á�çDC	À�ç¾á7�	É�A�á>½�» å2½5Ïl�@H�»
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å¹½5»
� �µ��á�L���»
å¾á
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½Dá�å
È@?
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ÏlÈ�����Ð�ä��:å¾å¾á>ç¾�nR�Ä@`TS¿_�}�YZA�á�»ã�.å¾á>ç¹½¾á>ÉQå¾»ãÈ	��È@?�åIA�á�ç¹È	ÐãÐã½ ä�ç¾È���¼�ÉQá7½
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