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åDA�ál½¾À�½�å¹á�Ï�}�Yhá>Ïlä3á�ç¹��å¾¼�ç¹á



º�¦§´a¨��²�¥R¦¯ª�¤�«Qª�iAº3¨(�¹¶�i�¦§¥R¦¯¶2²:�=�
ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  Å	è
åIA�ç¹È	¼4C.A�È	¼�å�åDA�á�½¾À�½�å¹á�Ï »Ë½µ½D¼�ä�ä�È#½Dá7� å¾Èfæ3á�¼���»V?³È	ç¹Ï »ã� ½Dä��.ÉQá��	���kÉ�A����4C.á>½a»ã�
å¾»ãÏlá��	É�É�È	ç2��»ã�4C å¹ÈfåIA�á ä�ç¾á7½¾É�ç¾»ãæ3á>�kç¹¼�Ðãá	Ñ

T (t) = T0 − α(t)t,
Ê6A�á�ç¹á

T0
»Ë½µåIA�á

»��»å¹»ã�	Ð1å¹á�Ïlä3á�ç2�:å¹¼�ç¹á	�
α(t)

»Ë½�åIA�á�ÉQÈ�È	Ðã»�4Caç2�:å¹á��	���
t
»Ë½�å¹»Ïlá.}

YZA�á ½D¼�çI?¯�	É�á�¿�»��á�å¾»ËÉ�½�áXP1á>É�å2½��	ç¾á »VC.��È	ç¹á>�v�ÎåDA�á�C	ç¹È�Ê�åDA ç2�:å¹á�»Ë½±��È	å�Ð»ãÏl» å¹á>�
æ#À åDA�á�»ã�.å¾á>çB?¯�.ÉQá~ä4A�á���È.Ïaá>��������� ÉQÈ.�.å¹ç¾È.ÐÐãá>��æ�À�æ�¼�Ðã¿ å¹ç¹�	��½¾ä�È.çDå7}�� �.½¾½5å¹ç¹�	��½<?³á>ç
»�fåDA�á�½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	�f»Ë½~��áQå¹á�ç¾Ïl»ã��á>�fæ�À ��»VP3¼�½¾»ãÈ	� ����� ����å¾¼�ç2��Ð É�È	�#â	á7É�å¹»È.�,}�� »VP1¼�½D»ãÈ	�
»�^åDA�áf½DÈ.Ð»Ë� ä4A��.½Dá »Ë½£��á�C	Ðãá>ÉQå¾á7�v} p ¼�çDåDA�á�ç¹ÏlÈ	ç¹á	���	½�åIA�á åIA�»ËÉ2¿#��á>½¹½£È@?~á�ä�»å¹�@H�»Ë��ÐÐã��À	á�ç5»ã½5¼�½¾¼���ÐãÐÀ£Ê�» åDA�»ã�

1 − 2%
È�? åIA�á~½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	����á>ä�åIA,��åIA�á~É�A��	�4C	áAÈ@? åIA�á�Ð»ËÁ#¼�»ã�

â	È	Ðã¼�ÏláµÉ��	¼�½Dá7��æ�À åIA�á}L�ÐÏ�C	ç¹È:Ê�åIA »Ë½���á�C	Ðãá>ÉQå¾á7�v}\YZA�áµ½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ.� »Ë½�½D¼�ä�ä3È#½Dá7��å¾È
æ3á�»ã��ÉQÈ.Ïlä�ç¾á7½¾½¾»ãæ�ÐáA������åDA�á���È	¼�½¹½D»ã��á7½¾Áµ�	ä�ä�ç¹È�H�»ãÏµ�:å¾»ãÈ	�£»ã½5�	��È.ä�å¾á7�v}

�5����á�ç åDA�á �	æ3È�â	áx�	½¹½¾¼�Ïlä�å¾»ãÈ	��½>��åDA�áxä�ç¾È�É�á>½¹½)»Ë½k��á>½¹ÉQç¹»æ3á7� æ#À�o�� å¹»ÏláQÍ
��á�ä3á>����á��#å F�¼�»Ë�WF�È:Ê �	��� Ïµ�	½¹½�å¾ç2����½¾ä3È	ç¾å�á>Á#¼���å¾»ãÈ	��½>}2U � ����ç¾å¾á7½D»Ë����ÉQÈ�È	ç2��»���:å¾á7½
(x, y, z),

åDA�á���»ãÏaá>��½¾»È.��Ðá7½¾½ZC.È�â	á>ç¾��»ã�4C�á7Á#¼��:å¹»È.��½�å¹��¿	á�åDA�á�?³È	ç¹Ï

∂tV + (V ∇)V = −∇p + ∆V +

2∑

i=1

GriCiez,
]©Ä�}ãÃ�_

∇V = 0,
]RÄ�}�Ä�_

∂tCi + (V ∇)Ci =
1

Sci

∆Ci,
]©Ä�} o._

Ê6A�á�ç¹á

∂ξ ≡
∂

∂ξ
, ∇ = (∂x, ∂y, ∂z), ∆ = ∇2 = ∂2

xx + ∂2
yy + ∂2

zz,

(x, y, z) ∈ D
�
D = [0, L] × [0, L] × [0, 1], V = (Vx, Vy, Vz)

»Ë½±åDA�á â	á>ÐÈ�ÉQ»å À
â	á>É�å¹È	ç7�

p
»ã½�ä�ç¹á>½¹½D¼�ç¹á	�

Ci, i = A,B
»Ë½�åIA�áµÉ�È	��É�á��.å¹ç¹��å¾»ãÈ	��È@? åDA�áµÉQÈ.ç¾ç¹á>½¾ä3È	����á>�.å

ÉQÈ	Ïlä3È.��á��#å���»ã½¹½DÈ.Ðâ	á7�f»�)åDA�á£Ð»ËÁ#¼�»ã� ä4A��	½¾á	�
GrDi

=
gβiH

3∆Ci

ν2

»ã½~åIA�á ½DÈ.Ð¼�å¹��Ð
� ç¹�.½BA�È�P���¼�Ï~æ3á�ç7�

Sci = ν/Di

»Ë½�åIA�á~��ÉDA�Ïl»Ë��å �#¼�Ï~æ3á>ç>�
ez = (0, 0,−1)

}
YZA�áa��È.��ÍL��»Ïlá���½D»ãÈ	���	Ðpâ���ç¹»ã�	æ�Ðãá>½&��ç¹á~»ã�.å¹ç¾È���¼�ÉQá7� æ#À�½¾É>��Ðã»�4C�åIA�áaÐá>�4C�åDA�Ê�»åIA

åIA�á£Ð»ËÁ#¼�»Ë�)ä4A��	½¾á���á�ä�åDA
(H)

�på¾»ãÏlá�»Ë½�½¹É���Ðãá>�fÊ�»åIA
H2/ν

����� ÉQÈ.��ÉQá��#å¾ç2�:å¹»È.�f»Ë½
½¾É>��Ðãá>�lÊ�» åDAµåIA�á »ã��» å¹»ã�	Ð3ÉQÈ.��ÉQá>�.å¾ç2�:å¹»ãÈ	�lÈ�?vÈ	��á5È@?våIA�á�ÉQÈ	Ïlä3È.��á��#å¹½
»ã�µåIA�á&½DÈ.Ð¼�å¾»ãÈ	�,}
YZA�á ä4A��.½Dá
å¾ç2����½D»å¾»ãÈ	�A»Ë½�C	È.»�(C�È.��åDA�á�½D¼�æ�½�å¹ç¹��å¾áÎåDA��:å »ã½pä�Ðã�.ÉQá7��¼�����á�çhåDA�á®½¾È	Ðã¼�å¹»È.�
�:å

z = 0
}�YZA�áA»�#å¾á>çB?¯�.ÉQáAÉ�È	����» å¹»È.��½�È.��ÉQÈ.��ÉQá>�.å¹ç¹��å¾»ãÈ	�zL�á>Ðã��½5ÉQÈ.��½D»Ë½Då�È@? åIA�á�Ïl�.½¾½

æ���ÐË����É�á�æ3á�å Ê®á>á�� åIA�á�å¹ç¹�	��½¾ä3È	ç¾å¾á>�£�����£»��ÉQÈ	ç¹ä3È	ç2�:å¾á7��½¾È	Ðã¼�å¾áA½¾ä3á>É�»á7½�Ñ

∂nCi = Vgr

��É
i(C

s
i − Ci), i = A,B

]RÄ�} Â"_
����� ä4A��.½Dá ��»Ë�@C.ç¹�	Ï ç¹á�ä�ç¹á>½¾á��#å¾»ã�4C)åIA�á á>Á#¼�»ãÐã»æ�ç¾»ã¼�Ï æ�á�å Ê�á�á��^åIA�á ½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	�x�����
C	ç¹È�Ê�»ã�4C�ÐË��À	á�ç7Ñ

Fliq(Ci, T ) = 0, Fsol(C
s
i , Ci, T ) = 0

]©Ä�}�Å�_
Ê6A�á�ç¹á

T (t)
»Ë½~å¾á>Ïlä3á�ç¹��å¾¼�ç¹á�È�?5åIA�á�½¾À�½�å¹á�Ï��

Cs
i

»Ë½aÉ�È	��É�á��.å¹ç¹��å¾»ãÈ	� È@?5åDA�á�ÉQÈ	ç¹ç¹áQÍ
½Dä3È.����á��#å®½DÈ.Ð¼�å¾á5½¾ä3á>É�»á5»ã�låIA�á&½DÈ.Ð»Ë�aä4A��.½Dá

Vgr � C.ç¾È:Ê�åIAlç¹��å¾á.}#�&�aåDA�á5ç¹á�Ïµ�	»����á>çÈ@? åIA�álæ3È	¼�������ç¹À1Ñ
∂nCi = 0.

YZA�áaæ3È	¼�������ç¹À�ÉQÈ.����»å¾»ãÈ	��?³È	ç�åIA�álâ	á�ÐãÈ�É�» å�À�L�á�ÐË��»Ë½
V = 0

}



ë	Æ aGbDacbv�lª:�H´a�	¶¹¡.d	ª@e�·�f bºgbp°�²�h2¡�ª�i¾ª�e:²:·kj�¨(b�l b\l�ª¹�ª�e
���"�%� ����� M®ù7E P � FQ� B E�� FHù7E#I>ø�ÿ�IQöDI�� B ÷ B ö<���

� IQöDI�� B ÷ B ö M�ù>÷DIQ÷�FHù7E¡ pI�øHô B
¢ öDI�� C#ù�££E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;¹ù��Aÿ�ù7E B E:÷ A GrA 2 ÷ 3¢ öDI�� C#ù�£�E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;¹ù��Aÿ�ù7E B E:÷ B GrB 17 ÷ 25K	;DC��AF � ÷�E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;2ù��Aÿ�ù7E B E:÷)¤ ScA

476
K	;DC��AF � ÷�E�ô��&õ B öc	ãù>ö®;2ù��Aÿ�ù7E B E:÷ ¥ ScB

476¦ � ÿ B ;¹÷
öDIQ÷�FHù L/H 20 ÷ 25

Y À�ä�»ËÉ��	Ðpâ���Ðã¼�á>½ È�?
��È	��Í ��»Ïlá>��½D»ãÈ	����Ðpä���ç2��Ïlá�å¾á�ç2½5¼�½¾á>� »ã��È	¼�ç�½D»ãÏ~¼�ÐË�:å¹»È.����ç¹á
Ð»Ë½Då¾á>�µ»�µåIA�á:Yp�	æ�Ðá�Ã.}.YZA�á>ÀaÉ�È	ç¹ç¾á7½Dä3È	����å¾È

Cd−Hg−Te
½DÀ�½Då¾á�Ï§R�Å��#ë���Ä.Ç�S©}�YZA�á

ä4A��	½¾áA��»Ë�@C	ç2��ÏU»Ë½5��á>½¹ÉQç¹»æ3á7��»ã�¨R Â���ë�S©}
��å

t = 0
åIA�áµÐ»ËÁ#¼�»ã� »Ë½�»ã� åIA�á±½�å2�:å¾»ËÉl½�å2�:å¹á	}�U ��»å¾»Ë��Ð
É�È	����»å¾»ãÈ	�J?³È	ç�ÉQÈ	��ÉQá��#å¾ç2�:Í

å¾»ãÈ	� »Ë½µ��áQå¹á�ç¹Ïl»��á7�kæ#À ä4A��.½Dá���»Ë�@C	ç2��Ï ��ålå¾á�Ïlä3á>ç¹��å¾¼�ç¹á
T0

����� åDA�á�½¾¼�æ�½Då¾ç2�:å¹á
ÉQÈ	Ïlä3È#½D»å¾»ãÈ	�£Ê�»åIA�Ê6A�»ËÉ�A£åDA�áAÐ»ËÁ#¼�»Ë�£»Ë½�»ã� á7Á#¼�»Ðã»ãæ�ç¹»¼�Ï�}

©Z+k��3658���kª�143=«:�<���
�,áQå�¼�½~Ïµ��¿	á�½DÈ.Ïaá��.����»å¾»ãÈ	���	Ð �.½¾½¾¼�Ïlä�å¹»È.��½�åDA��:åaÉQÐãá>�	ç�¼�ä ��Ðã»��¿ æ3á�å Ê®á>á��)åIA�á
ä�ç¾È�ÉQá>½¹½,¼�����á�ç�ÉQÈ.��½D»Ë��á�ç2�:å¹»ãÈ	�A������¿���È:Ê��Aä�ç¾È.æ�Ðá>Ïµ½hÉQÈ.��ÉQá>ç¾��»�4C�åIA�á È.��½Dá�åpÈ@?2L���»å¾á
��Ïlä�Ðã» å¹¼���á É�È	�#â	á7É�å¾»ãÈ.�a»ã�}A�È.ç¾»ON�È.�.å2��Ð�ÐË��À	á�çÎÊ�»åIAµ��È	��Ðã»��á>��ç
¼�����»Ë½Då¾¼�ç¹æ3á>�lä�ç¹È@L�Ðãá�È@?
�	É�å¹»â.á�½¹É��	Ðã�	ç�Á#¼��	�.å¹» å�À	}

s á ��á�C	Ðãá>ÉQå,åIA�á
á�H�»ã½Då¾á>��ÉQá
È@?�É�È	Ïlä3È	��á>�.åp� Ê�»åIAAåIA�á®½¾Ïµ��ÐãÐá>ç � ç2�	½IA�È@P��#¼�Ï~æ3á�ç
»��åDA�á~æ3È���Àn?³È.ç¹ÉQáAå¹á�ç¹Ï��3����� ½D¼�ä�ä3È.½¾áAåIA���å&» å���È�á>½ ��È�å&»ã�2F�¼�á���ÉQá�åDA�á�½¾È	Ðã¼�æ�»ãÐ»å�À
È@?våIA�á&É�È	Ïlä3È	��á>�.å:x »�±åIA�á&Ïlá�Ðå¾á7�±É�È	Ïlä3È	��á��.å6¬
}��5ÐË½DÈ~Ê®á��	½¹½D¼�Ïlá5åIA�á&Ðã»��á>��ç¹»å À
È@?påIA�áAä4A��	½¾áA��»Ë�@C	ç2��Ï%�	���£Ê�ç¹» å¹á�»å5»� åIA�á�?³È.ÐÐãÈ�Ê�»ã�4Ck?³È	ç¹Ï�Ñ

CB = C0
B

+ λ(T )(T − T0), λ(T ) > 0,

Ê6A�á�ç¹á
λ(T )

»Ë½�åIA�á�½¾ÐÈ.ä3á£È@?&ä4A��	½¾á ��»Ë��C	ç2��Ï�}�stA�»ãÐãá£åIA�á�½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	� å¹á�Ïlä3á�ç2�:å¹¼�ç¾á
ÉDA��	�4C	á7½®»ã�£å¾»ãÏláA�:å5��C	»ãâ	á��£ç2�:å¹á

α,
åDA�á�á>Á#¼�»ãÐã»æ�ç¹»ã¼�Ï ÉQÈ.��ÉQá>�.å¾ç2�:å¹»ãÈ	�£�:å�åIA�áA»�#å¾á�ç¾Í

?¯�	ÉQáA»ã½�ç¾á>ä�ç¹á>½Dá>�.å¹á>��æ�À

CB|z=0 = C0
B

+ η̃t, η̃ = −αλ(T ).

�5ÐãÐpåIA�á7½Dáa�	½¹½D¼�Ïaä�å¹»ãÈ	��½ ç¾á7��¼�ÉQán]©Ä�}ãÃ�_ � ]RÄ�} Å._�å¾È±åDA�áa½�å2��������ç2��ä�ç¾È.æ�Ðá>Ï È@?
���:å¾¼�ç¹�	Ð
ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	�£Ê�»åIA�ç¹á>½¾ä3á>ÉQå�å¹ÈµÉQÈ.��ÉQá>�.å¹ç¹��å¾»ãÈ	�

CB

�	½�åIA�á��	É�å¹»â	áA½¹É��	Ðã�	ç�Á#¼��	�.å¹» å�À1Ñ




∂tV + (V ∇)V = −∇p + ∆V + GrQez,

∇V = 0,

∂tQ + (V ∇)Q =
1

P
∆Q,

]�o�}ãÃ�_

Ê6A�á�ç¹á
Q
»ã½ åDA�á��.É�å¾»ãâ	á�½¹É��	Ðã�	ç>�

Gr = GrB, P
»Ë½ åIA�á ��ÉDA�Ïa»Ë��å
��¼�Ï~æ3á�ç8]?³È	ç�åDA�á�ç¹Ïµ��Ð

ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	� »å�Ê®È	¼�Ðã� æ3á�åIA�áa�
ç2������å¾Ð��#¼�Ï~æ3á>ç�_Q}�YZA�áaæ�È.¼������	ç¾À�ÉQÈ.����»å¾»ãÈ	��?³È	ç
Q�:å

z = 0
»ã½



º�¦§´a¨��²�¥R¦¯ª�¤�«Qª�iAº3¨(�¹¶�i�¦§¥R¦¯¶2²:�=�
ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  ë�Ã

Q|z=0 = Q(0) + η̃t
]�o�}�Ä�_

È	�£åIA�áAç¾á�Ïµ�	»����á�ç�È�?påIA�áAæ3È.¼������	ç¾À ∂Q

∂ ® = 0.U � åIA�á�½Då¹��å¾»ËÉ�É��.½Dá�åIA�á�½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	� È@?�]�o�}ãÃ�_ � ]¯o�} Ä._ á>½Då¹��æ�Ð»Ë½BA�á>½��:å

Q̃(t, z) = Q(0) + η̃t +
η̃P

2
z(z − 2).

]¯o�} o._
�&¼�ç�C.È.�	Ð »Ë½�å¹È�½�å¹¼���À ÉQÈ.�#â	á7É�å¾»ãâ	ál»��½Då¹�	æ�»ãÐ»å À�»ã� åDA�á}A�È	ç¹»VN>È	�.å2��ÐGF�¼�»Ë� Ðã��À	á�ç�Ê�»åIA
��È	��Ðã»ã��á>�	ç�¼�����»ã½Då¾¼�ç¹æ3á>� ä�ç¹È@L�Ðãá�È@?��	ÉQå¾»ãâ	áA½¾É>��ÐË��çK]¯o�} o�_�}

YZA�á���á>á�äk»ã��½D»OC�A#ål»�#å¾È åDA�á ä�ç¹È	æ�Ðãá�Ï »Ë½kC	»ãâ	á�� »ã�°RãÃ�Ç#��Ã�`TSL}Î�A} ��ç¹»ã½IA�����Ï~¼�çDå�À
ä3á�çI?³È	ç¹Ïaá7� åIA�á±L���»å¾á)��Ïlä�Ðã» å¹¼���á)½�å2��æ�»ãÐã» å�À^�	����ÐãÀ�½D»Ë½E?³È.ç��	�x»ã�2L���»å¹á±A�È	ç¹»VN>È	�.å2��Ð
Ðã��À	á�ç È�?�F�¼�»Ë�

(0 < z < 1)
Ê�»åIA åDA�á~Ïlá7����å¾á>Ïaä3á>ç¹��å¾¼�ç¹á~É�A��	�4C	»ã�4C�½Då¾á>�.��»ãÐÀ���å��

C	»ãâ	á��lç¹��å¾á	}	� ä�ä3á�ç®�����aÐãÈ:Ê®á�ç ½D¼�çI?¯�	É�á>½�Ê�á�ç¹á�ç¹»VC.»Ë�a�����aä3á>çB?³á7É�å¾ÐãÀaÉQÈ.����¼�ÉQå¾»ã�4C�}.YZA�á
æ3È	¼�������ç¹À±ÉQÈ.����»å¾»ãÈ	�n?³È.ç�åIA�á���È	¼�½¾½¾»��á>½¹Álá>Á#¼���å¾»ãÈ	��½�Ê®á�ç¹á�åIA�á�?³È.ÐÐãÈ:Ê�»�4C�Ñ

V = 0, z = 0, z = 1,
]¯o�} Â"_

Q|z=0 = +
1

2
δQ + ηt, z = 0,

Q|z=1 = −
1

2
δQ + ηt, z = 1.

]�o�}�Å�_

YZA�áA½Då¹��å¾»ËÉ�½Då¹��å¾áA½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	�£åIA��:å ½¾��å¾»Ë½<L�á>½K]¯o�}�Å�_�»ã½6C	»ãâ	á�� æ#À1Ñ

Q̃(t, z) = Q(0) + ηt − δQ(z −
1

2
) +

ηP

2
z(z − 1),

]¯o�} ë._
Ê6A�á�ç¹á

δQ = Q|z=0 − Q|z=1.
YZA�»Ë½�áXH��	Ïaä�Ðá±ç¾á>ä�ç¾á7½Dá>�.å¹½�åDA�á�É>�	½¾áµ»�)Ê6A�»ËÉ�AfåIA�á

ÉQÈ	����¼�É�å¹»È.� å¾á>Ïlä�á>ç¹��å¾¼�ç¹á�ä�ç¹È@L�Ðãá�»ã½±ä��	ç¹�	æ3È	Ðã»ãÉ	�Î» å2½�½BA��	ä3á ��È�á>½±��È�å£��á�ä3á>��� È	�
å¾»ãÏlá	�:Ê6A�»Ðãá���ÐãÐ�ä3È	»ã�.å¹½ È�?�åDA�á�Ðã»ãÁ#¼�»Ë����ç¹á�ÉDA��	�4C	»ã�4C&Ê�» åDA�ç¹á>½Dä3á7É�åpå¹È å¹á�Ïlä3á�ç2�:å¹¼�ç¹á��:å
åIA�á&½¾�	Ïaá5ç¹��å¾á

η
�	½�åDA�á5æ3È.¼������	ç¾À~â���Ðã¼�á>½>}�YZA�á ½¾»VC.�µ�����aåIA�á ��æ�½¾È	Ðã¼�å¹á�Ïµ�@C	��» å¹¼���á

È@?
η
��á�L���á åIA�áf��»ãç¾á7É�å¹»È.�^È�?�åIA�á ä�ç¹È@L�Ðãá É�¼�ç¹â:�:å¹¼�ç¹á��	��� åIA�á É�¼�ç¾â��:å¹¼�ç¾á�»å¹½¾á�ÐV?��

ç¾á7½Dä3á7É�å¾»ãâ	á�ÐãÀ.}
�
ç¹È@L�Ðãá�]¯o�} ë�_,»Ë½�½¾»Ïl»ãÐã�	çpå¾È}]¯o�} o�_�}TU ��á>ä�» å2��H�»Ë��Ð"C	ç¹È�Ê�åDA,�>åIA�á�ÉQÈ.��ÉQá>�.å¾ç2�:å¹»È.��ä�ÐË��À�½

åIA�á ç¹È	Ðãá È@?a�	É�å¹»â	áf½¾É>��ÐË��ç Á#¼����#å¾»å À^»��½Då¹á>�	�xÈ@?�å¹á�Ïlä3á�ç2�:å¹¼�ç¾á.}rULå2½ á�â	È	Ðã¼�å¹»È.� �:å
åIA�á±»ã�.å¹á�çI?¯�	É�áµ»Ë½KC.È�â	á>ç¾��á>� æ#À�åDA�á±ä��	ç¹�	ÏláQå¾á>ç

η̃ = λ(T )α, η̃
É��	�fæ3áµå¾ç¹á>��å¾á>�f�.½

åIA�á å¾á>Ïaä3á>ç¹��å¾¼�ç¹á É�A����4C.»ã�4C�ç2�:å¹á
η
»�²RÃ:Ç�SL}�YZA�á��	����ÐãÈ�C.Àf��ÐãÐãÈ�Ê5½�¼�½aå¾È ¼�½¾á£åIA�á

L���»å¾á~��Ïlä�Ðã»å¾¼���á~������ÐãÀ�½¾»Ë½��	��� áXH�ä3á�ç¹»ãÏaá>�.å¹�	Ð,ç¾á7½D¼�Ðå¹½Z?³ç¹È	Ï³RãÃ�Ç��,Ã�`TS,å¹È±�	½¹½Dá7½¾½�È	¼�ç
�#¼�Ïlá�ç¹»ËÉ���Ð�ç¹á>½¾¼�Ðå¹½>} p È	çaåDA�á�½¹��¿.á£È@?�½¾á�ÐV?§ÍLÉQÈ.�.å2��»ã��Ïlá��.å7�Î� æ�ç¹»ãáX?&È:â	á�ç¹â#»ãá�ÊUÈ�? åIA�á
½�å2��æ�»ãÐã» å�À ½Då¾¼���»ãá>½AÉQÈ	��É�á�ç¹��»ã�4C±åDA�áaä�ç¾È.æ�Ðá>Ïq¼�����á�çAÉ�È	��½¾»ã��á�ç2�:å¾»ãÈ	� »Ë½�C	»ãâ	á���æ3á>ÐÈ:ÊA}
YZA�áA��áQå¹�	»ÐË½�É>��� æ3á�?³È	¼���� »ã�±RãÃ�Ç�SL}

´ +Eµ¶-§/2�8�¸·v;B-:;
/2�°¹t��º:�I;�/47858�^»0/2�c«:;I�B;
/@¼
�5���	ÐÀ�½¾»ã½ È@?4L���» å¹á��	Ïaä�Ð»å¾¼���á�ÉQÈ.�#â	á>ÉQå¾»ãÈ	�~»Ë½pæ��	½¾á>��È	�~åIA�á�áXH�ä�����½D»ãÈ	�~È@?�½Då¹��å¾»ãÈ	���	ç¾À
½DÈ.Ð¼�å¹»ãÈ	�lÈ�?3åDA�á C.È�â.á�ç¾��»�4C�á7Á#¼��:å¹»È.��½ ]�o�}ãÃ�_Î�����aåDA�á � �7À�Ðãá�»OC�Al�#¼�Ï~æ3á>ç »ã�±½¾á�ç¹»á7½ÎÈ@?
ä3È�Ê®á>ç¹½pÈ@?3��Ïlä�Ðã» å¹¼���á�ä��	ç¹�	ÏláQå¾á>ç

ε
������ä��	ç¹�	Ïaá�å¾á�ç

η,
åIA���åÎ��ç¹á ç¹á>½¾ä3È	��½¾»ãæ�Ðãá)?³È	ç åIA�á



ë.Ä aGbDacbv�lª:�H´a�	¶¹¡.d	ª@e�·�f bºgbp°�²�h2¡�ª�i¾ª�e:²:·kj�¨(b�l b\l�ª¹�ª�e
��È	��Ðã»ã��á>�	ç¾»å À È@?�¼�����»Ë½Då¾¼�ç¹æ3á>�)�.É�å¾»ãâ	á�½¾É>��ÐË��çAä�ç¹È@L�Ðãá	}���È�åDAfä��	ç¹�	Ïaá�å¾á>ç¹½A½¾¼�ä�ä3È#½Dá7�
å¾Èlæ3á�L���»å¾áAæ�¼�å ½¾Ïl�	ÐãÐR}2U ��È	¼�ç5É>�	½¾á&åDA�á��	É�å¹»â.á�½¹É��	Ðã�	ç�É>��� æ3áAÊ�ç¾»åDå¹á����.½

Q(t, x, y, z) = Q̃(t, z) + θ(x, y, z).

YZA�áA½Då¹��å¾»ãÈ	���	ç¾À}L�á�ÐË��½��	����åDA�á��5�7À�Ðãá�»OC�A£��¼�Ï~æ3á�ç�åDA�á���ç¹á>�	�,Ñ

V (x, y, z) =
∞∑

n=1,m=0

εnηmV (n,m)(x, y, z),
]³Â�}ÃT_

θ(x, y, z) =
∞∑

n=1,m=0

εnηmθ(n,m)(x, y, z),
]³Â�} Ä._

Ra =
∞∑

n=0,m=0

εnηmR(n,m).
]¯Â�} o._

YZA�á�áXH�ä�����½D»ãÈ	��½�]³Â�}ÃT_ � ]³Â�} o._5��ç¹á~½¾¼�æ�½Då¾»å¾¼�å¹á>��»�#å¾È�åIA�á�C	È:â	á�ç¹��»ã�4Cµá7Á#¼��:å¹»È.��½&�����¼�½D»ã�4C
ε
�	���

η
�	½�È.ç¹��á>ç¾»ã�4Clä��	ç¹�	Ïaá�å¾á>ç¹½�����»�2L���» å¹á~½¾áQå È@?ÎÐ»ã��á7��ç5»ã�4A�È	ÏlÈ.C	á���á>È	¼�½

á>Á#¼��:å¹»È.��½�»Ë½�È	æ�å2��»ã��á>�,}4YZA�áAä�ç¾È.æ�Ðãá�Ï È@?�È	ç2��á�ç¹»�(C~åDA�áA��È	��ÍLÐ»ã��á7��ç¹» å¹»á7½�æ�À±åDA�áAáXH�Í
ä�����½¾»ãÈ	��»��ä3È:Ê®á�ç2½�È@?

ε
�	���£åDA�á~ÉQÈ.�#â	á�çDC	á>��ÉQá�È@?�åIA�á~áXH�ä�����½D»ãÈ	� Ê�á�ç¹á�½�å¹¼���»ãá>��»ã�

R Ä	Æ���Ä@o�S©}GYZA�á�É�È�áX{±É�»á>�.å¹½
R(n,m) ��ç¹á±��á�å¾á�ç¹Ïl»��á>�)»� ½¾¼�É�A ��Ê��7Àf�	½Aå¹È�½¹�:å¹»ã½B?³ÀåIA�á�½¾È	Ðã¼�æ�»ãÐ»å�À É�È	����»å¹»È.��½5È@?�åDA�á~»�(A�È	ÏlÈ�C.á���á>È	¼�½�á>Á#¼���å¾»ãÈ	��½>}�YZA#¼�½

η
�	ä�ä3á>��ç2½5�	½

�kC	»ãâ	á���½DÏµ�	ÐÐvä���ç2��ÏláQå¹á�ç�»��á>Á#¼���å¾»ãÈ	��½ZA���â�»�4Cl¿���È:Ê�� ½¾È	Ðã¼�å¹»È.��½�Ê6A�á��
η = 0.YZA�áaÐÈ:Ê®á7½�å�È	ç2��á>ç5å¹á�ç¹Ïµ½&»ã�½]³Â�}ãÃ�_ � ]³Â�} Ä._ V (1,0), θ(1,0) ��ç¹á�½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	��½&È@? Ðã»ã��á>�	ç½�å2��æ�»ãÐã» å�À ä�ç¾È.æ�Ðãá�Ï¾?³È	ç�åDA�álÐã»��á7��ç�¼�����»ã½Då¾¼�ç¹æ3á>� ä�ç¹È@L�Ðá.}�YZA�álâ	á�ç¾å¾»ËÉ���ÐÎÉ�È	Ïlä3È	��á>�.å

È@?påIA�áAâ	á�ÐãÈ�ÉQ»å À�»ã½6C	»ãâ	á�� »� åIA�á�?§È.ÐãÐÈ:Ê�»�(C�?³È	ç¹Ï

V (1,0)
z = f(z)w(x, y), w(x, y) =

N∑

n=−N

An exp(ikn · r).
]¯Â�} Â�_

�5á�ç¹á
r
»Ë½��kA�È.ç¾»ON�È.�.å2��Ð1ä3È.½¾»å¾»ãÈ	� â	á>É�å¹È	ç7�

kn

»Ë½��kA�È.ç¾»ON�È.�.å¹�	Ð1Ê���â	á�â	á7É�å¹È	ç7�
w(x, y)ç¾á>ä�ç¾á7½Dá>�.å2½,åIA�á�ä�ÐË����?³È.ç¾ÏYÈ@?�åIA�á�½Då¹��å¾»ãÈ	���	ç¾À�ÉQç¹»å¾»ËÉ���Ð#ÏlÈ�å¹»È.�ER è���Ã>ÆTSL}

R(0,0) »ã�n]¯Â�} o._»ã½håIA�á®Ê®á�ÐãÐ#¿���È:Ê��~ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ð#�5��À�Ðá>»VC.AA��¼�Ï~æ3á�ç á7Á.¼���Ð	å¹È5åDA�á®Ïl»��»Ï~¼�Ï á�»OC	á>�#â:�	Ð¼�á È@?
åIA�áAÐ»ã��á>�	ç�½Då¹�	æ�»Ðã»å À�ä�ç¾È.æ�Ðãá�Ï�}"ULå ��áQå¹á�ç¹Ïl»��á7½�åIA�áAä3È	»ã�.å5��å�Ê6A�»ãÉ�A£åIA�áA½Då¹��å¾»ËÉ&ÐË��À	á�ç
æ3á>ÉQÈ.Ïlá>½�¼���½Då¹�	æ�Ðá.} p È.ç�åDA�á~É��.½DáAÈ@? å�Ê®È±ç¾»OC	»Ë�£æ3È.¼������	ç¾»ãá>½ R(0,0) = Rc = 1707.8R è��,Ã>Æ�S©}

����ÐËÉQ¼�Ðã��å¾»ãÈ	��½
È�?våIA�á�½D¼�É�ÉQá>á>��»ã�4C�½Dá>ç¾»ãá>½Îå¹á�ç¹Ïµ½ ä3á�çI?³È	ç¹Ïaá7�l»��RÃ:Ç�SgC	»ãâ	á
R(1,0) =

R(0,1) = 0
�	���£ä�ç¹È���¼�ÉQá�åIA�á�?³È	ÐãÐÈ:Ê�»�(Caá�H�ä�ç¾á7½¾½¾»È.�E?³È.ç�åIA�á��5��À�Ðá>»VC.A£�#¼�Ï~æ3á�ç7Ñ

Ra = R(0,0) + η2R(0,2) + εηR(1,1) + ε2R(2,0) + . . . ,
]¯Â�}�Å�_

Ê6A�á�ç¹á
R(0,2)<0

�
R(2,0)>0. p È	ç0A�áXH��@C.È	����Ð�ä�Ðã�	�2?³È	ç¹Ï R(1,1)>0,

�	���
R(1,1)=0

?³È	ç
��ÐãÐ1åIA�áAÈ�åIA�á�ç�ä�ÐË���n?³È.ç¾Ïµ½>}

YZA�áAÏµ��»ã��ÉQÈ.��½Dá7Á#¼�á���É�á>½0?³ç¹È	Ï%åIA�áAç¹á�ä�ç¹á>½¾á��#å¹��å¾»ãÈ	�±]³Â�}�Å�_��	ç¾á�åIA�á�?³È.ÐÐãÈ:Ê�»�4C�}
•

YZA�á�ÉQç¹»å¾»ËÉ���Ð�� �7À�Ðãá�»OC�A ��¼�Ï~æ3á�çµÉ�È	ç¹ç¾á7½Dä3È	����»�4C å¾Èf����È	��Ðã»ã��á>�	ç�¼�����»ã½Då¾¼�ç¾æ3á7�
ä�ç¹È@L�Ðãá�]

η 6= 0
_&»ã½A½DÏµ��ÐãÐãá�ç&åDA����J?³È	ç�åIA�álÐã»��á>��ç�ä�ç¹È@L�ÐãáW]

η = 0.
_:U ��åDA�álÐã»Ïl»å

É��.½Dá�å¹�	¿�»�4Cµ��� »ã�2L���»å¹á>½¾»Ïµ��Ðh�	Ïlä�Ð»å¾¼���áAÊ®á�C.áQå



º�¦§´a¨��²�¥R¦¯ª�¤�«Qª�iAº3¨(�¹¶�i�¦§¥R¦¯¶2²:�=�
ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  ë.o

Rc = R(0,0) + η2R(0,2), R(0,2) < 0.
]¯Â�} ë._

p È	ç�áXH��	Ïaä�Ðãá	�v»� åDA�áµÉ��.½DáaÈ@? å�Ê®È�ç¾»OC	»Ë� æ3È.¼������	ç¾»ãá>½ Rc = 1537.5
?³È.ç���È.����»Í

Ïlá���½¾»ãÈ	���	Ð1ä���ç2��ÏláQå¹á�ç
η = −8

]¯½¾á�ávRÃ:Ç�S¿_�}
• p È	ç��	ÐãÐ3ä�Ðã�	�E?³È	ç¹Ïl½>�#áXH�ÉQá>ä�å0?³È	çrA�á�H��@C	È.��½>�	Ðã»��á>��ç�½�å2��æ�»ãÐã» å�ÀaåDA�á�È.ç¾Àµ½IA�È	¼�ÐË��ÉQÈ.çDÍç¹á>É�å¹ÐÀ ä�ç¹á>��»ãÉQå5åDA�á~ÐãÈ:Ê®á>½Då&�5��À�Ðá>»VC.A���¼�Ï~æ3á�ç���å&Ê6A�»ãÉ�A�åIA�á�F�¼�»Ë� ½Då¹�	çDå2½�å¾È�æ3á

¼���½Då¹�	æ�Ðãá	}�Y ��¿�»ã�4C »�#å¾Èf�.É�ÉQÈ.¼��.åaåIA���å
R(1,1)=0

]
R(1,1) 6=0

È.��ÐÀ¨?³È.çkA�á�H��@C	È	Í
���	ÐÎä�ÐË���J?³È	ç¹ÏE_��,» å~É��	� æ3á}?§È.¼���� åIA���å

Ra − Rc = ε2R(2,0).
��»��ÉQá

R(2,0) »Ë½ä3È.½¾»å¾»ãâ	á	���aç¹á>�	Ðv�	Ïaä�Ð»å¾¼���á
ε
»Ë½�»ãÏlä3È.½¹½D»ãæ�ÐãáA�:å

Ra < Rc, |ε| ∼
√

Ra − Rc

�����£Ð»ËÁ#¼�»Ë�£»Ë½�½Då¹�	æ�ÐãáA�:å
Ra < Rc

]¯½¾á�á p »OC�},Ã�_Q}
• p È	ç0A�áXH���C	È	����Ð�ä�Ðã�	�v?³È	ç¹ÏÀ]

R(1,1) 6=0
_Q�.åIA�á&ÏlÈ	å¾»ãÈ	�±»Ë½ ä3È#½¾½¾»æ�Ðá æ3á�ÐãÈ�Ê

Rc.
YZA�á

½Då¹�:å¹»ËÉ�½Då¹��å¾á�»Ë½
¼���½Då¹�	æ�Ðá5Ê�»åIAµç¹á>½¾ä3á>ÉQåÎå¾ÈKL���»å¾á&��Ïlä�Ðã» å¹¼���á ��»ã½Då¾¼�ç¹æ��	��ÉQá>½>�	½¾»��ÉQá
»ã�2L���»å¾á7½D»ãÏµ��Ð�ä3á�ç¾å¾¼�ç¾æ���å¾»ãÈ	��½ ��ç¹á�¿���È:Ê��aå¹È~��á7É���À�æ3á�ÐãÈ�Ê

Rc.
��È.Ðâ�»ã�4Cn]³Â�} Å._G?³È	ç

ε
C	»ãâ	á>½�åIA�á�?³È.ÐÐãÈ:Ê�»�4Cµ½DÈ.Ð¼�å¾»ãÈ	�,Ñ

ε = −
ηR(1,1)

2R(2,0)
±

√(
ηR(1,1)

2R(2,0)

)2

+
Ra − Rc

R(2,0)
.

]¯Â�}HÇ@_

YZA�áAÏl»��»ãÏ~¼�Ï �5��À�Ðãá�»OC�A£��¼�Ï~æ3á�ç6?³È	ç�Ê6A�»ËÉ�A
ε
áXH�»Ë½�å2½�»Ë½ZC.»â	á>�£æ#À

Rmin = Rc −
(ηR(1,1))2

4R(2,0)
,

]¯Â�} `._
������åIA�á�É�È	ç¹ç¾á7½Dä3È	����»�4Caâ:��Ðã¼�á�È@?påDA�á���Ïlä�Ðã» å¹¼���áAä��	ç¹�	Ïaá�å¾á>ç�»ã½�á>Á#¼��	Ð1å¾È

εmin = −
ηR(1,1)

2R(2,0)
.

]¯Â�} è._

•
� ½�» å�»Ë½�ÉQÐãá>��çW?³ç¾È.ÏÁ]³Â�} è._±åDA�áf��»ãç¹á>É�å¹»ãÈ	�xÈ�?�åDA�áJF�È�Êd»ã�°A�á�H��@C	È.����Ð�É�á�ÐãÐ�»Ë½
��á�å¾á�ç¹Ïl»��á>�)æ�À åDA�á£½¾»OC	�)È�?

η
}GU�?

η < 0
�påIA�á>�)åDA�á£��»ç¹á>ÉQå¾»ãÈ	�)È�?�åDA�ázF�È�ÊU»�

åIA�á�É�á��.å¹á�ç�È�?�A�áXH��@C.È	���	Ð3ÉQá>ÐÐv»ã½�¼�ä#Ê��	ç¹�v��»©} á	}#åDA�áAÉQá�ÐãÐË½���ç¹á&È@?®�ãÍ©å�À#ä3á.���	����» å�»Ë½
��È:Ê��#Ê��	ç¹��»V?

η > 0
��»©} á.}�åIA�á�É�á�ÐãÐã½5��ç¹á�È@?�Â#ÍRå�À�ä3á	}

U � È	ç2��á�ç5å¾È�æ3á~È	æ�å2��»ã��á>��»ã� áXH�ä3á�ç¹»ãÏaá>�.å¹½>��åIA�á�½Då¾á7�	��À�½�å2�:å¹áKL���»å¹á���Ïlä�Ðã»å¾¼���á
½DÈ.Ð¼�å¹»ãÈ	� Ï~¼�½�å�æ3áa½Då¹��æ�Ðá���å&Ðãá>�	½Då&Ê�»åIA�ç¹á>½¾ä3á>É�å å¹È£��»Ë½�å¹¼�ç¹æ�����É�á>½ È@?
»ã�2L���»å¹á>½D»ãÏµ��Ð
��Ïlä�Ðã» å¹¼���á	}GYZA�á�½�å2��æ�»ãÐã» å�À È@?�åIA�ávL���» å¹á��	Ïaä�Ð»å¾¼���ávF�È:Ê5½AÊ�»åIA)ä��	ç¹�	æ3È	Ðã»ãÉa¼�����»Ë½DÍ
å¾¼�ç¹æ3á>� ä�ç¹È@L�Ðãá�Ê��	½�»ã�#â	á7½�å¹»VC#�:å¾á7��»ã�¨RÃ:Ç�SL}%Ã&¼���Ðã» å2�:å¹»â	á>ÐÀµåDA�áAç¾á7½D¼�Ðå2½���ç¹á&åIA�á�½¾�	Ïlá
�	½ p } �~} ��¼�½¹½Dá}A��	½�È	æ�å2��»ã��á>� ½Då¾¼���À#»ã�4CWL���» å¹á±��Ïlä�Ðã» å¹¼���á±ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	� »ã� åDA�ákF�¼�»ã�Ê�» åDA�â:��ç¹À�»�(C�ä4A�À�½¾»ËÉ���Ðvä�ç¹È	ä3á>çDå¹»á7½�R�Ä�SL}(YZA�áAç¾á7½D¼�Ðå2½���ç¹á�½D¼�ÏaÏµ�	ç¾»ON�á>�£»ã�nL(C�}vÃ.}

U�?�åDA�á�� �7À�Ðãá�»OC�A �#¼�Ï~æ3á>ç�»ã��ÉQç¹á>�.½Dá7½��ÎåIA�á ÉQÈ.�#â	á7É�å¾»ãÈ	� ½Då¹�	çDå2½vC	ç¹È:Ê�»�4C)��å±åIA�á
ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ð��5��À�Ðá>»VC.Aa��¼�Ï~æ3á�ç:ÄgÅl�����µ�:å)L���»å¾á&��Ïlä�Ðã» å¹¼���á5â���Ðã¼�á�Ê®á C	á�å ��F�È�Ê »ã�låIA�á
?³È	ç¹ÏUÈ@? ½Då¹�	æ�Ðãá�½�å2�:å¹»È.����ç¹À}A�áXH��@C.È	�,}"YZA�á���»ãç¹á>É�å¹»È.��È�?håIA�á�ÏlÈ�å¹»ãÈ	�£»ã½���áQå¹á�ç¹Ïl»��á7�
æ#À�åIA�á�½¾»OC	��È@?

η
}�U �AåDA�á�É��	½¾á
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æ3á>ÉQÈ.Ïlá�¼���½Då¹�	æ�Ðá.�v������å¾È�É�È	Ïlä���ç¹á~»å�Ê�»åIA åIA�á>È	ç¹áQå¾»ËÉ��	Ð ä�ç¾á7��»ËÉ�å¾»ãÈ	��½�}�YZA�áaç¾á7½D¼�Ð å
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∆p̃ = divF n in Dh,

∂p̃

∂n
= 0 on ∂Dh,
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Ṽ − V n

τ
+ (V n∇)Ṽ = −∇p̃ + ∆Ṽ + Fn in Dh,

Ṽ = 0 on ∂Dh.
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Ṽ
»Ë½&É�È	ç¹ç¾á7É�å¾á7� æ�À å¹�	¿#»ã�4C�»�#å¾È �	É>ÉQÈ	¼��#å åIA�á
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V n+1 = Ṽ − τ∇(pn+1 − p̃).
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∆(δp) =
divṼ

τ
in Dh,

∂δp

∂n
= 0. on ∂Dh.
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V n+1 = Ṽ − τ∇δp in Dh,

V n+1 = 0 on ∂Dh,

]©Å�} Â�_

pn+1 = p̃ + δp in Dh.
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�����nA�á�ç¾á�Ê�á�A���â	á�áXH�å¾á>����á>� »å�å¾Èvo.�gä�ç¾È.æ�Ðá>Ïµ½�}

ÜZ+kÖ²78���\1(;I9g�c�[Ý���Þ"78�</2Þ
YZA�á È	��½¾áQåpÈ@?�ÉQÈ.�#â	á>ÉQå¾»ãÈ	�A»Ë½p½�å¹¼���»ãá>�A»ã�AåIA�á���È	Ïµ�	»�AÊ6A�á�ç¾á
åIA�á®Ðá>�4C�åDA�È@?2A�È	ç¹»VN>È	�.å2��Ð
½D»Ë��á>½5»ã½

L = 25
ÏaÏ���åDA�á�â	á�ç¾å¾»ËÉ��	Ð,½¾»VN>á�ÉDA��	�4C	á7½�»ã� åDA�á�ç¹�	�4C	á

H = 0.5
ÏlÏ

÷1.2ÏaÏ�}rYZA�á �	½¾ä3á>ÉQå±ç2�:å¹»È)È�?�åIA�á ��È.Ïl�	»� »Ë½±ÏlÈ	ç¹á�åIA����xÄ	Æ�})U �x½D¼�ÉDA^� É>�	½¾á�åIA�á
ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ð��5�7À�Ðãá�»OC�A �#¼�Ï~æ3á�ç���áQå¾á>ç¾Ïl»ã��á>��?³È	ç&åIA�áa»�4L���»å¾áaÐË�7À	á>ç�½BA�È.¼�ÐË��æ3áaÉ�ÐÈ#½Dá~å¾È
È	��á6?³È.ç
åIA�á8L���»å¾á ç¹á�C.»È.�WR�Ä:Â@S©}�YpÈ~������ÐãÀ�N>á�åIA�á ç¾á7½D¼�Ðå¹½ Ê®á5»ã�.å¹ç¾È���¼�ÉQá�åDA�á â�»ã½¹ÉQÈ#½D»å�À
����� ��»VP3¼�½¾»ãÈ	��å¾»ãÏlál½¹É��	Ðá7½��	½

tν = H2/ν
�	���

tDB
= H2/DB

ç¾á7½Dä3á>ÉQå¾»ãâ	á�ÐãÀ	}�YZA�á
�	É�å¹¼���Ð�� �7À�Ðãá�»OC�A)��¼�Ï~æ3á�ça»ã½~å¾»ãÏlá ��á�ä3á�����á��.åµ�����)»åa»Ë½~æ��.½Dá7�fÈ	�)åDA�á �7â	á>ç¹��C	á>�
ÉQÈ	��ÉQá��#å¾ç2�:å¹»È.� ��»QP1á�ç¹á���É�á�È.æ�½Dá>ç¾â	á7� »ã�^åIA�á É>��ÐËÉQ¼�ÐË�:å¹»È.��½

Ra(t) =
gβBH3δCB

DBν
.YZA�áA��â	á�ç2�@C	á���»QP1á�ç¹á���É�á�?³È.ç5ÉQÈ.Ïaä3È.��á��#åKx »Ë½5��áQå¹á�ç¹Ïa»ã��á7� �	½

δCB = 〈CB(H, t)〉 − 〈CB(0, t)〉, 〈CB(z, t)〉 = ‖CB(z, t)‖
Lh

1
(x,y)/L

2.

U � åIA�á>½¾áAç¾¼���½�Ê®áA¿	á>á�ä åIA�á~É�È�È	Ðã»�(Caç2�:å¹áAÉ�È	��½Då¹�	�.å
α = 0.25K/min,

����� É�A��	�4C	á
åIA�áAÐã»ãÁ#¼�»Ë����á�ä�åDA,}

U ��»å¾»Ë��ÐãÐãÀ åDA�ánF�¼�»ã� »Ë½a��åaç¾á7½�å7� » å2½aÉ�È	Ïlä3È.½¾»å¾»ãÈ	� »Ë½�¼���»V?³È	ç¹ÏyåDA�ç¹È	¼4C.A È	¼�åaåIA�á
½Dä��.ÉQá �����l»ã�µá7Á#¼�»Ðã»ãæ�ç¾»ã¼�ÏwÊ�»åIAµåDA�á&½¾¼�æ�½Då¾ç2�:å¹á	}.YZA�á5å¾ç2����½D»å¾»ãÈ	�lå¾È~¼���½Då¾á7�	��»ã��á>½¹½
»Ë½
��ÐãÐÈ:Ê®á7� å¾È£��á>â	á�ÐãÈ	ä�?³ç¹È	Ï åIA�áa�	ÉQå¾¼��	Ðh��È	»Ë½Dá�åIA���å&»Ë½ ä�ç¹á>½¾á��#å¾á7��»ã��É��	ÐËÉQ¼�ÐË�:å¹»È.��½�}��
C	ç¹»ã�±È�? ½D»ON�á

50× 50× 15
�����±å¹»ÏláA½�å¹á�ä

τ = 0.5tν
�	ç¾á&¼�½¾¼��	ÐÐãÀµ¼�½¾á>�v}���¼�É�A£Ïlá>½IA

ä�ç¾È:â�»ã��á���C.È�È���ÉQÈ.Ïlä�ç¾È.Ïl»ã½¾á&æ3áQå�Ê®á�á>��åDA�á~�®� � å¾»ãÏláA����� É���ÐËÉQ¼�Ðã��å¾»ãÈ	�£�.É�É�¼�ç¹�.ÉQÀ.}
YpÈfæ3á�C	»ã� Ê�»åIA » å�»Ë½µÊ®È	ç¾åIA å¾È)á>½Då¹�	æ�Ðã»ã½IA �)ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ð ��á�ä�åDA×?³È.çlåDA�á È	��½¾áQå±È@?

ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	�~»ã�lÄ�� É>�	½¾á	}�� ����á>ç åDA�á�½¾�	Ïaá�È	ä3á>ç¹��å¾»ã�4C&É�È	����» å¹»È.��½Z]¯½¾¼�æ�½Då¾ç2�:å¹á®Ðãá��4C	åIA,�
ÉQÈ�È.Ð»ã�4C�ç2�:å¾á.�3ä4A��	½¾áa��»Ë�@C	ç2��ÏE_Q�3ÉQÈ.�#â	á>ÉQå¾»ãÈ	��Ê��	½���á�å¾á�ç¹Ïl»��á>� �:å

H = 1.2
ÏaÏd»�

åIA�á�?³È	ç¹Ï È@?�½�å¹á>�	��À)ç¹È	ÐãÐË½nR Â�� ÅTSL})YZA�á�½¾¼�æ1ÉQç¹»å¾»ËÉ��	Ð�ÉQÈ.�#â	á>ÉQå¾»ãÈ	�k»Ë½lá>½¹½Dá>�.å¾»Ë��ÐãÐãÀyo.�
ä�ç¾È�ÉQá>½¹½��	���a» å »ã½Î»ãÏlä3È.½¹½D»ãæ�Ðãá�å¹ÈKC	áQå
»å
»ã�±Ä@�x��ä�ä�ç¹È.�.ÉDAh��È	��ÐÀ~ç¹È	ÐãÐã½Î�	ç¾á��.��Ïa»Ë½¹½D»ãæ�Ðãá	}
YZA#¼�½a� Ðã»��á7��ça½Då¹��æ�»Ðã»å À åIA�á�È	ç¹À Ê�» åDA »�4L���»å¾á>½¾»ãÏl�	Ð���Ïlä�Ðã» å¹¼���á£»Ë½~â���Ðã»ã� �����fåIA�á
ÐÈ:Ê®á>½Då
�5��À�Ðá>»VC.A��#¼�Ï~æ3á>ç
æ3á�À	È	���~Ê6A�»ãÉ�A�åDA�áZF�È:Êkæ3á>ÉQÈ.Ïaá7½�¼���½Då¾á7�	��À~»ã½Îä�ç¹á>��»ËÉ�å¹á>�



º�¦§´a¨��²�¥R¦¯ª�¤�«Qª�iAº3¨(�¹¶�i�¦§¥R¦¯¶2²:�=�
ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  ë�Ç
æ#À×]¯Â�} ë._�}�U �fÈ	¼�ç�É��	ÐãÉ�¼�Ðã��å¾»ãÈ	� Ê®á}A���â	álÈ	æ�å2��»ã��á>�

η ≈ −4 ÷ −5 Rac = Ra2D
c =

1545.
YZA�»ã½�â:��Ðã¼�áµ»ã½�¼���áXH�ä3á7É�å¾á7��ÐãÀ É�ÐÈ#½Dálå¾È

Rac = 1537.5
ÉQÈ.Ïlä�¼�å¾á7�J?³ç¹È	ÏdåDA�á

å¾ç¹¼���É���å¾á7� á�H�ä�ç¾á7½¾½¾»ãÈ	�¶]¯Â�} ë._ »�×RÃ:Ç�SL}�YZA�È	¼4C.A åIA�álÐË�:å¾å¾á�ç�â���Ðã¼�á�Ê��	½�È	æ�å2��»ã��á>��?³È	ç
½�å¹á>�	��À�½DÈ.Ð¼�å¾»ãÈ	���:å

η = −8.U �no�� É��	½¾á	�#É>��ÐËÉQ¼�ÐË�:å¹»È.��½ ½IA�È:Ê åIA�á�½�å2�:å¾»ËÉ ½Då¹��å¾á ?³È.ç
H ≤ 1

ÏlÏ�}�s á&È	æ�½¾á�ç¹â	á>�
åIA�á È	��½¾áQå
È�?vÉ�È	�#â	á7É�å¹»È.�l��å

H = 1.1
ÏaÏ�}�YZA�á�å¾á>Ïaä3È.ç¹�	Ð�á�â	È.Ð¼�å¹»È.�lÈ@?3åDA�á5¿�»ã��áQå¹»ãÉ

á���á>çIC.À±����� �	ÉQå¾¼��	Ð,�5�7À�Ðãá�»OC�A£��¼�Ï~æ3á�ç �	ç¾á�ä�ÐÈ	åDå¾á7� »� p »OC�}�Ä�}

È)ÉOÊ4Ë(!X�mß(� @ F�� B B ú�ù7øHô.÷�FHù>E&ù�	#G	FHE B ÷�FH; B E B ö�ý� Ekin(t) à øHFHE B 9Xá I>E � Ra(t)/Racr, Racr =
Ra2D

c = 1545 à ø FHE B < á �

È)ÉOÊ4Ë(!X�ãâ(�2� FQ�L÷ ö�FHõ.ô.÷�FHù7E~ù�	 C(z) = 〈CB(z, t)〉 − 〈CB(0, t)〉 ú B ö<� ô�� z 	Ëù�öÎ÷�F�� B �Aù�� B E:÷<�
t = 1.5tD à øHF E B 9Xá '�	Ëù�ö t = 4.5tD à øHFHE B < á '.	ãù>ö t = 7.5tD à øHF E B NTá �

�5��¼���½Då¾ç¹¼�É�å¹¼�ç¾á7��ä���åDå¹á�ç¹��È@?
Ê®á>�	¿zF�È:ÊgÊ��.½6L�ç2½�å¹ÐÀ ç¹á�C	»Ë½Då¾á�ç¹á>����å
t = 2.1tD.�®åaåDA�á »ã��» å¹»ã�	Ð�½�å2�@C	á£È@?5åDA�á ä�ç¾È�ÉQá>½¹½�Ñ ��»QP1¼�½¾»â	á Ïµ�	½¹½~å¾ç2����½B?³á�çl����� »ã��»å¾»Ë�:å¹»È.� È@?

ÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	�,��] p »OC�}To��>Ðã»��á7½ Ã.��Ä�_,ÉQÈ.��ÉQá��#å¾ç2�:å¹»È.����»QP1á�ç¹á���ÉQá δCB

»ã��ÉQç¹á>�.½Dá7½,Ê�» åDA�å¾»ãÏlá	}
��ÉQå¾¼��	Ðh� �7À�Ðãá�»OC�A �#¼�Ï~æ3á�ç&��ÐË½DÈl»ã��ÉQç¹á>�.½Dá7½��	��� ç¾á7�	É�A�á>½�åDA�á�â:��Ðã¼�á

1260
}�� ?§å¾á>ç5åIA�á

»��»å¹»ã��å¾»ãÈ	�,�.æ3á�å Ê�á�á��µå¹»Ïlá ÏlÈ.Ïaá>�.å2½
2.1tD

�����
3tD,

É�È	�#â	á7É�å¹»È.�µ½¾ÐãÈ�Ê�ÐãÀ�C	ç¹È:Ê5½Î¼�ä,}
YZA�á�ç¹á&»ã½���½IA�È	ç¾å�ä3á�ç¹»È��±È@?p½Då¹�	æ�»ãÐ»å�Àk?³È.ç®åIA�á��5�7À�Ðãá�»OC�A��#¼�Ï~æ3á�ç�Ê6A�»ãÉ�A�»Ë½0?³È	ÐãÐÈ:Ê®á7�



ë�` aGbDacbv�lª:�H´a�	¶¹¡.d	ª@e�·�f bºgbp°�²�h2¡�ª�i¾ª�e:²:·kj�¨(b�l b\l�ª¹�ª�e
æ#Àl» å2½���á>É�Ð»ã��á	}"YZA�»Ë½®»ã½����±á�â	á>�.å¾¼���Ð�ç¹á>½¾ä3È	��½¾á�å¾È�Á#¼�»ËÉ2¿a»ã��ÉQç¹á>�.½Dá5»ã�±¿�»ã��áQå¹»ãÉ á���á>çIC.À
�:å

3tD < t < 4.2tD :
��á�â	á>ÐÈ.ä�»�(C±ÉQÈ.�#â	á>ÉQå¾»ãÈ	��ä�ç¾È���¼�ÉQá7½5�µæ3áQåDå¹á�ç�½DÈ.Ð¼�å¾á~½�å¹»ç¹ç¹»�4C��

A�á���É�á
δCB

] p »OC�}co��pÐã»ã��áno�_������ Ra
] p »VC�}�Ä._���á7ÉQç¾á7�	½¾á	}�YZA�á �5��À#Ðãá�»OC�A)��¼�Ï~æ3á�ç��ç¾È.ä�½5��È�Ê���å¾ÈµåIA�á�â���Ðã¼�á���ä�ä�ç¹ÈTH�»ãÏµ�:å¹á�ÐãÀ Ã>Æ.Æ	Æ�}2ULå »Ë½5�	æ3È	¼�å5Â#Æ�Ó æ3á>ÐÈ:Ê åIA�á�Ê®á>ÐÐ

¿#��È�Ê���ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ðhä3È.»�#å��5�"ä�Ã�Ç:Æ�`q]³»å�É�È	ç¹ç¾á7½Dä3È	����½�å¾È
η = 0,

_5�����qo#ÅzÓ%Ðãá>½¹½5åIA��	�
åIA�áaâ���Ðã¼�á�ä�ç¹á>��»ËÉ�å¹á>��æ#À�Ðã»��á�çA�����	ÐÀ�½¾»ã½[RãÃ�`�S
����� Ä@� É��	ÐãÉ�¼�ÐË�:å¾»ãÈ	�¶R ÅTSL}h�®È	��â	á>É�å¹»ãÈ	�
ÉQÈ	�#å¾»ã�#¼�á7½�»ã� �[L���» å¹áQÍ ��Ïlä�Ðã» å¹¼���áA½¾¼�æ1ÉQç¹» å¹»ãÉ>��Ðv½�å2�:å¹á�Ê�» åDA��	½¾À#Ïlä�å¹È�å¹»ãÉ>��ÐãÐÀ±ÉQÈ	��½�å2���.å
�5�7À�Ðãá�»OC�A �#¼�Ï~æ3á�ç7}

I á time = 4.5tD
õ á time = 6tD

; á time = 12.3tD

� á
time = 37tD

È)ÉOÊ4Ë(!X�ãå%�(æ ø ù�ûkÿ#I�÷ ÷ B ö�E.���2ç ù>E#; B E:÷ öDI�÷�FHù7E � B ø � '#ú�F B ûy	ãö�ù��Y÷�C B ÷�ù>ÿ��

p »VC�}.Â~»ãÐãÐ¼�½�å¹ç¹��å¾á>½
åDA�á&á�â	È.Ð¼�å¹»È.�µÈ�?våIA�á F�È�Ê^½Då¾ç¹¼�É�å¹¼�ç¾á.}�>5á7��ç t = 4.2tD,
Ê6A�á>�

åIA�á�¿�»ã��áQå¹»ãÉAá>��á�çDC	À�ç¾á7�	É�A�á>½�» å2½5Ïl�@H�»Ï~¼�Ïoâ���Ðã¼�á	��åIA�áKF�È:Êg��á�ä3È#½D»å¹½5»� �µ��á�L���»å¾á
ä��:å¾å¾á�ç¹�,}@ULå®ÉQÈ	��½¾»Ë½�å2½�È@?v��½¾áQå
È�?3ä�ç¹»ãÏl�	ç¾À�ç¹È	ÐãÐã½�Ê�»åIA±��Ê®á7��¿	á>ç�ä3á�ç¹ä3á�����»ãÉ�¼�Ðã�	ç
½Dá�å
È@?
½Dá7ÉQÈ	������ç¹À�È.��á>½Z]¯��æ�»ÏlÈ�����Ð�ä��:å¾å¾á>ç¾�nR�Ä@`TS¿_�}�YZA�á�»ã�.å¾á>ç¹½¾á>ÉQå¾»ãÈ	��È@?�åIA�á�ç¹È	ÐãÐã½ ä�ç¾È���¼�ÉQá7½



º�¦§´a¨��²�¥R¦¯ª�¤�«Qª�iAº3¨(�¹¶�i�¦§¥R¦¯¶2²:�=�
ª:¤�e��2¶Q¥©¦¯ª:¤ ¦§¤ °�¨��H¥©¦����
ª�´5�ª:¤3��¤�¥
¬&�§�ãª:��  ë.è
½�å¹ç¾¼�ÉQå¾¼�ç¹á�½¾»ãÏl»ÐË��ç&å¾È ½¾Á#¼��	ç¾á�ÉQá>ÐÐË½&Ê�»åIA�F�¼�»Ë� ç¹»ã½¾»ã�4C�»��åIA�álÉQá>�.å¾á>ç������q?¯�	ÐÐã»ã�4C �:å
åIA�áAä3á>ç¾»ãä4A�á�ç¹»ãá>½�È@?påIA�á�ÉQá�ÐãÐ©}\] p »VC�}�Â#�._�6?§å¹á�ç�åIA�áa¿�»ã��áQå¹»ãÉ�á���á�çDC	À�ä��	½¹½Dá7½ »å¹½�Ïµ�@H�»ãÏ~¼�Ï â���Ðã¼�á	�1��å¾ç2����½¾» å¹»ãÈ	�q?³ç¹È	Ï æ�»Í
ÏaÈ�����ÐhÉQÈ	��â	á>ÉQå¾»ãÈ	�£å¾Èµç¾È.ÐÐË½�æ3á�C.»��½>}4YZA�áA��È�Ê��WF�È:Ê »��½¾È	ÏláA½¾»ã��á7½�È�?påDA�á�Á#¼��.��ç¾»Í
Ðã��å¾á�ç2��ÐË½ Ê�á>��¿	á>��½G?³È	ç¹Ïl»�4C�?³ç2�@C.Ïaá>�.å2½�È@?1½¾Ðã»VC.A.å¹ÐÀ�ÉQ¼�ç¹â	á>��ç¹È	ÐãÐË½�} p »VC�}�Â	æl½IA�È:Ê5½Î½D¼�É�A»�#å¾á�ç¹Ïlá>��»Ë�:å¹á�ä��:åDå¹á�ç¹�,}@YZA�á�ç¹á�»Ë½��:C.á���á>ç¹�	Ð#ç¹¼�Ðá.�7åDA��:åÎç¹È	ÐãÐË½ ½IA�È	¼�ÐË���	ä�ä�ç¹È.�	É�A��&â	á�ç¾Í
å¾»ËÉ���Ð�æ3È	¼�������ç¹À���å�� ç¾»OC.A.å����4C.Ðá:RÃ.Ã���Ã>è���Ä	èTSL}:��È��:åpåDA�á�ÉQÈ	ç¹��á>ç¹½hÈ@?�åDA�á���È	Ïµ��»ã�~È	��á
É���� ½¾á�áµ½Dá�C	Ïlá��#å¾á>� ç¾È.ÐÐË½>��åDA��:å��	ç¾álÉQ¼�ç¹â	á>� å¹È��.�TÙ�È	»ã� æ3È�åDA ½¾»Ë��á>½�È@? åDA�áµ��È.Ïµ��»ã�
�:å5�aç¹»OC�A.å5�	�4C	Ðãá	}

YZA�ák?³¼�ÐÐãÀ#ÍL��á>â	á�ÐãÈ	ä3á>��F�È:Ên»� åIA�á}?³È	ç¹ÏdÈ@?�ç¾È.ÐÐË½�á>½Då¹��æ�Ð»Ë½IA�á>½���á>��ç
t = 12.3tD]¯½¾á�á p »VC�},Â.É�_Q}h�®å�åIA�»ã½Aå¾»ãÏaá±ä�ç2�	É�å¹»ãÉ>��ÐãÐÀ�åDA�áµÊ6A�È.ÐáµÐã��À	á�çA»Ë½�ÉQÈ:â	á�ç¹á>��Ê�»åIA � ç¹È	ÐãÐä��:å¾å¾á�ç¹�,}1�®È.�#â	á7É�å¾»ãÈ	��ç¹á�Ïµ��»ã��½5�.½5É�á�ÐãÐã½ É�È	�2L���á�å¹ÈµåIA�á�å�Ê®È±á>�2C.á>½�È�? åDA�á~��È	Ïµ��»ã�,}

YZA�á���åIA�áAå¹ç¹�	��½¾» å¹»È.�n?³ç¹È	Ïoç¾È.ÐÐË½�å¹ÈvA�á�H��@C	È.��½�æ3á�C	»ã��½>}(YZA�á�á�â	È.Ð¼�å¾»ãÈ	��È@? åDA�á�ä�ÐË���
?³È	ç¹Ïo»ã½5â	á>ç¾À£½¾ÐãÈ�ÊA}�YZA�áKL����	Ðhä��:å¾å¾á�ç¹��È@?�¼���»Q?³È.ç¾Ï§A�áXH��@C.È	���	Ð,ÉQá�ÐãÐË½5»ã½5á>½Då2��æ�Ðã»ã½IA�á>�
��ä�ä�ç¹ÈTH�»ãÏµ�:å¹á�ÐãÀk�:å

t = 37tD
]¯½¾á�á p »OC�}®Â#�(_�}Z� »Ë½�å¹È	ç¾å¾»ãÈ	��½±È@?�åDA�á ½Då¾ç¹¼�ÉQå¾¼�ç¹á���ç¹áÈ	æ�½¾á�ç¹â	á>�µÈ	��ÐÀ±�:å®åDA�á�á>�2C.á>½®Ê6A�á>ç¾á&»ãÏaä3á>çB?³á7É�å�ä��.É¹¿�»ã�4C~È�É>ÉQ¼�ç2½>}.U �±åDA�á����	ç¾¿µ½Dä3È	å¹½

åIA�á ÉQÈ.��ÉQá��#å¾ç2�:å¹»È.�fÈ@? ��»Ë½¾½¾È	Ðãâ	á>�)½¾ä3á>É�»á7½�»Ë½�½DÏµ�	ÐÐãá�ç7�,åIA�á£½¾È	Ðã¼�å¾»ãÈ	�)»Ë½~Ðã»VC.A.å¹á�ça�����
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