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� �/� �æ�{ ËÌèFÉ Ú ����Î<É æ Ë Ú �3Ñ�Ê­Î � Ú	æ Î æ�{ Î�âäÎ<ÉXÎX� æV� � � Î<âäè�Ù ��� �	� ì Ú â��
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è æ�{ Î � �S� â Ú�� Ë ì � æ Î£è Ú	È Ø æ Ë Ú � Ú>z æ+{ Î� ��Ë æ Î ë ��ËW~�Î<â¾Î<��É>Î�èäÉ { Î ì Î/Ñ u Ë
è æ�{ ÎFÎ � �/É æ è Ú	È Ø æ Ë Ú � Ú<zÂæ�{ ÎFã/Ë å ÎX�|��ËO~�ÎXâäÎX� æ Ë
� È0� â Ú Ù ë
È Î ì ����Ú â æ+{ Î y � ê è­É Ú âäâäÎ<è �#Ú ����Ë
��ãFâ¾Î(èIØ È æ è%�RâäÎºã/Ë å ÎX�ÛË
� æ�{ Î � � � ÎXâ7è Ú>zf� � ì �	âäè¾Í�Ë Ë
� Ï(Õ��f�R�#� �Z� å âäË È�� Ø�Í � Ð>� ��¥æ ËÌè ì Ø�É { ì Ú âäÎ ��Ë�� É>Ø È æÂæ¾Ú É Ú ��è æ â¾Ø#É æ ê ��� è z±Ú âf� Ú � È Ë ��Î(�Râ �%� ê è ����Ú â�É>ÎXâ æ �	Ë �
É È �	èäèIÎ(è Ú>z;{�Ú ì Ú ã	ÎX��Î Ú Ø#è {���� Î<â¾Ù Ú	È Ë
É­è � è æ Î ì è æ+{ Î ê ��� ÉX�	��Ù�Î9É Ú ��è æ âäØ�É æ Î<� Ú � æ+{ Î
Ù��	è¾Ë
è Ú<z�æ�{ Î ì Î æ+{�Ú � Ú<z É { �	âä�/É æ ÎXâäË
è æ ËÌÉXè(�
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É7Í/ÎX��èV� Ï���Ñ�ÏXÐ�Ñ�Ï�Ö�� ��� � �
Ï(Ò��¥Ñ�Î � �	É æ ��ËW~�ÎXâäÎX��ÉXÎ�èäÉ { Î ì Î(è z±Ú â æ+{ Îæ â7�R��è z ÎXâ
Î�|/Ø#� æ Ë Ú �£Ê Ë æ�{�å �RâäË
�	Ù È Î9É Ú Î��ÛÉXË Î<� æ è�Ø�è¾Ë ��ã æ�{ Îºè � Î(É>ËÌ� È��-æ ÎXÍ È
Ú?å � å Î<âä�	ã	Ë
��ãÚ � ì Ú?å Ë ��ã ã	âäË
��è { � å Î�Ù#Î<ÎX�^É Ú ��è æ âäØ�É æ Î<� � � � z±Ú â æ Ø���� æ Î ÈW� Ñ Ë æ ËÌèÅË ì �#Ú è¾è¾Ë
Ù È Î æ¾Ú
É Ú �#è æ â¾Ø�É æ � èIË ì Ë È �Râ ì Î æ�{�Ú ��Ë � æ�{ Î |-Ø��	è¾Ë È Ë
��Î<�	â+�R�#��� Ú � ë {�Ú ì Ú ã	Î<��Î Ú Ø�èºÉ<�	è¾Î � Ö�Ñ
Ï���� �

� � æ+{ ËÌè � � � ÎXâ(Ñ3�R��Ë
��Ë æ Ë
� È Ù Ú Ø������Râ ��å � È Ø�Î � â Ú Ù È Î ì z±Ú â |-Ø��	è¾Ë È Ë
��Î<�	â æ â7�R��è z ÎXâ
Î&|-Ø�� æ Ë Ú �FÊ Ë æ+{ � Ú � ë {�Ú ì Ú ã/ÎX��Î Ú Ø�è3�	���Z� Ú � È Ë
��Î(�Râ�âäË
ã {-æ ë { �R�#�FèIËÌ��ÎõËÌèfè Ú	È
å Î(� �<� èIË
��ãæ�{ Î ì Ú?å Ë
��ã¸É { �	âä�/É æ ÎXâäË
è æ ËÌÉ9ã	âäË
��è%�R�#� ì Ë ��Ë ì � È ã	âäË
�Ûè æ Î<��É>Ë È ��ËO~�ÎXâäÎX�#É>Î+èäÉ { Î ì Î(è Ú>z
�R� �àÚ âä��ÎXâ Ú>z �	É<É>Ø�â7�	É � O(τM ) Ñ M ≥ 1 �RâäÎÅÉ Ú ��è æ â¾Ø#É æ Î(��Ñ { ÎXâäÎ τ = tn+1 − tn����Ë
èäÉ>âäÎ æ Î æ Ë ì Î�è æ Î ���%�ºÈ
È9æ�{ Î æ+{ Î Ú â¾Î æ ËÌÉX� È �/è � Î<É æ è Ú>z ��ËW~�Î<â¾Î<��É>Î�èäÉ { Î ì Î(è�èIØ�É {
�	è æ�{ Î � �S� â Ú�� Ë ì � æ Ë Ú �3Ñ æ�{ Î è æ �RÙ�Ë È Ë æ�� �R�#� æ�{ ÎàÉ Ú � å ÎXâäã	Î<��É>Î�Ë
�T� Ú � È Ë ��Î<�Râ1ÉX�/èIÎ
Ê Î<â¾Î�� È è Ú É Ú ��èIËÌ��Î<â¾Î(� �%�fÚ É Ú �#è æ â¾Ø�É æ èäÉ { Î ì Î<è Ê Ë æ+{ � ã	Ë å Î<� �/ÉXÉXØ�âä�/É � Ñ
Ê Î�Ø#èIÎæ�{ Î ì � æ�{ Î ì � æ Ë
É<� È � �S� �	âä� æ Ø�è � âäÎ<è¾ÎX� æ Î(� Ë � � Ï/ÏRÑZÏ(Ò�� � ��Ú ì Î��-Ø ì Î<â¾ËÌÉX� È âäÎ<è¾Ø È æ è
É Ú � � â ì Ë
��ã æ+{ � æ æ�{ Î�ÎXâäâ Ú â Ú<z�æ+{ Î � â ÚJ�#Ú èIÎ(� � ��Ë æ Î�Ô���ËW~�Î<â¾Î<��É>Î"èäÉ { Î ì Î(è%ËÌèõÎ�|-Ø�� È#æ¾Ú
O(τM ) �RâäÎ � âäÎ<è¾ÎX� æ Î(� �
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� � æ+{ Î�� Ú ì �	Ë �.�´è¾ÎXÎ � Ë
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QT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ xl(t), 0 ≤ t ≤ T} ,

æ�{ ÎFË
��Ë æ ËÌ� È Ô-Ù Ú Ø������Râ �Ûå � È Ø�Î � â Ú Ù È Î ì ËÌè É Ú ��èIËÌ��Î<â¾Î(� z±Ú â æ�{ Î æ âä�	��è ��Ú â æ Î&|-Ø�� æ Ë Ú �
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= λu2, 0 < x ≤ xl(t), 0 < t ≤ T, λ < 0, �WÒ � Ï �

u(0, t) = µ(t), u(x, 0) = u0(x),

0 < u0 ≤ u(x, t) ≤ u1, u
′

0(x) ≥ 0 u(x, t) ∈ C1
1 (QT ). �ªÒ � Ò �

ê |-Ø�� æ Ë Ú �/�WÒ � Ï � � È Ú ��ã æ+{ Î­É { �Râ7�	É æ ÎXâäË
è æ ËÌÉ dx
dt

= u ÉX�R�¸Ù#Î­Ê â¾Ë æIæ ÎX� Ë � æ�{ Î z±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã
z±Ú â ì � ��Ñ3Ï<Ó�� í
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



dx

dt
= u, 0 ≤ t ≤ T,

du

dt

∣∣∣
dx

dt
=u

= λu2, 0 ≤ x ≤ xl(t), λ < 0,

dxl

dt
= u (xl(t), t) , xl(0) = l.

�ªÒ � � �

� Î È Î<É æ Ë Ú � Ú<z�æ+{ Î � Ú ì �RË
� QT

Ú<z�æ+{ Î � â Ú Ù È Î ì Ê Ë æ�{ � ì Ú?å Ë
��ãÛâ¾Ë
ã {-æ Ù Ú Ø��#���Râ � ËÌè
��Ø�Î æ¾Ú æ�{ ÎZÉ { �Râ7�	É æ Î<â¾ËÌè æ Ë
É ì Î æ�{�Ú � ��� � æ+{ ËÌè­É<�	è¾Î	Ñ�è Ú ì Î"� Ú ��Î(è Ú>z3æ�{ Î ì Ú?å Ë ��ã�ã	âäË
�
Ê Ë È
È Ù�Î È Ú ÉX� æ Î(� Ú � æ+{ ÎFÙ Ú Ø������	â �ÅÚ<z�æ+{ Î�� Ú ì �	Ë � �
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×3Î æ Ø#è9Ë � æ â Ú ��Ø�ÉXÎ æ+{ ÎFË
��Ë æ Ë
� È Ø���Ë z±Ú â ì ã/â¾ËÌ� Ú � æ�{ Î�è¾ÎXã ì Î<� æ
[0, l]

ω0
h =

{
x0

i = ih, i = 0, N, hN = l, h =
l

N

}

Ê Ë æ+{ ��É Ú ��è æ �	� æ è æ Î � h > 0
���U{ Î ì Ú?å Ë
��ã�ã	âäË
�ÅË
èºÉ Ú ��è æ âäØ�É æ Î<� Ë
� QT

�	è

ωn
hτ =

{
(xn

hi, tn), i = −n,N, xn
h(−n) = 0, tn = nτ, n = 0, N0, τN0 = T

}
.

� � æ+{ ËÌè � � � ÎXâ(Ñ æ�{ Î z±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã£� ÚRæ � æ Ë Ú �|ËÌè Ø�è¾Î<� í

xn
i = xi(tn), un

i = u (xn
i , tn) , un

hi = u (xn
hi, tn) .

� �S��È�� Ë ��ã æ�{ Î¸è � Î<É>Ë � É �-æ ÎXÍ È
Ú?å � å Î<âä�	ã	Ë
��ã � ��Ñ�Ï�Ò�� æ+{ Î���ËW~�Î<â¾Î<� æ Ë
� È0� â Ú Ù È Î ì Ë
èº� � ë
� â Ú�� Ë ì � æ Î(� Ù � æ+{ Î���ËW~�Î<â¾Î<��É>ÎFèäÉ { Î ì Î

xn+1
hi − xn

hi

τ
=

M−1∑

k=0

(λτ)
k

k + 1
(un

hi)
k+1

, M ≥ 1, i = −n,N, � � � Ï �

x0
hi = x0

i , xn
h(−n) = 0, i = 0, N, n = 0, N0,

un+1
hi − un

hi

τ
= λun+1

hi un
hi, i = −n,N, n = 0, N0 − 1, � � � Ò �

u0
hi = u0

(
x0

i

)
, un

h(−n) = µ(tn), i = 0, N, n = 0, N0.
� � � � �
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�U{ Î���ËÌè¾ÉXâ¾Î æ Î � â Ú Ù È Î ì z±Ú â æ�{ ÎFÎ<â¾â Ú â Ú<zÂæ�{ Î���Ë
èäÉ>âäÎ æ ÎFè Ú/È Ø æ Ë Ú �

δxn
i = xn

hi − xn
i , δun

i = un
hi − un

i , δvn
t,i =

δvn+1
i − δvn

i

τ

ÉX�R�|Ù�ÎFÊ â¾Ë æIæ ÎX�1Ë � æ+{ Î z±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã z±Ú â ì í

δxn
t,i −

M−1∑

k=0

(λτ)
k

k + 1

k∑

j=0

(k + 1)!

(k + 1 − j)!j!
(δun

i )
k+1−j

(un
i )

j
= ψn

0i, i = −n,N,

δx0
i = 0, δxn

(−n) = 0, i = 0, N, n = 0, N0,

δun
t,i − λ

(
un

i δu
n
i + un+1

i δun
i + δun

i δu
n+1
i

)
= ψn

1i, i = −n,N, n = 0, N0 − 1,

δu0
i = 0, δun

(−n) = 0, i = 0, N, n = 0, N0.

�U{ Î æ âäØ���É<� æ Ë Ú �|ÎXâäâ Ú â­Ë
è Î � � â¾Î(è¾è¾Î<�ÅÙ �Ûæ�{ ÎFÎ�|-Ø�� È Ë æ�� ψn
i = ψn

0i + ψn
1i

Ñ�Ê { ÎXâäÎ

ψn
0i = −xn

t,i +
M−1∑

k=0

(λτ)
k

k + 1
(un

i )k+1 ,

ψn
1i = −un

t,i + λun+1
i un

i , i = −n,N, n = 0, N0 − 1.

� è¾Ë ��ã�Î�|/Ø#� æ Ë Ú �.�WÒ � � � Ñ æ+{ Î z±Ú	È
È
Ú Ê Ë ��ã£Î&|-Ø�� È Ë æ Ë
Î<è {�Ú	È � í

dx

dt
= u,

d2x

dt2
=
du

dt
= λu2,

d3x

dt3
= 2λu

du

dt
= 2λ2u3, . . .

� �	Í-Ë
��ãºË
� æ¾Ú �/ÉXÉ Ú Ø�� æ3æ+{ Î �	Ù Ú?å Î
Î&|-Ø�� È Ë æ Ë
Î<è��	����è¾Ø�Ù�è æ Ë æ Ø æ Ë ��ã æ�{ Î ì Ë � æäÚ æ�{ Î � � ��È
Ú âz±Ú â ì Ø È �£Ê Î Ú Ù æ �RË
�

xn
t,i =

xn+1
i − xn

i

τ
=
dxn

i

dt
+
τ

2!

d2xn
i

dt2
+ · · · +

τM−1

M !

dMxn
i

dtM
+
λM τM

M + 1
(ũn

i )
M+1

=

M−1∑

k=0

(λτ)
k

k + 1
(un

i )
k+1

+
(λτ)

M

M + 1
(ũn

i )
M+1

.

� â Ú ì { Î<â¾Î æ+{ ÎFÎ&|-Ø�� È Ë æ��Nz±Ú	È
È
Ú Êºè

ψn
0i = −

λM τM

M + 1
(ũn

i )
M+1

= O
(
τM

)
, �´Ð � Ï �

Ê { ÎXâäÎ ũn
i =

(
xi

(
t̃n

)
, t̃n

) Ñ t̃n = tn +Θnτ
Ñ 0 < Θn < 1

�
� � �
Ï(Ò��ªÑ/Ë æ Ê9�	è%è {�Ú Ê � æ+{ � æBz±Ú â æ�{ Î��­�RØ�É {�� � â Ú Ù È Î ì z±Ú â%�Z� Ú � È Ë
��Î(�Râ Ú â7��Ë
���Râ �

��ËO~�ÎXâäÎX� æ Ë
� È Î&|-Ø�� æ Ë Ú �
du

dt
= f1(u)f2(t), f1(u) 6= 0, t > 0, u(0) = u0,

æ�{ Î���ËW~�ÎXâäÎX��ÉXÎZèäÉ { Î ì ÎZÊ Ë æ�{1æ+{ ÎFè � Î<ÉXË � É ��æ ÎXÍ È
Ú?å � å Î<âä�	ã	Ë
��ã



� ²��(°|Þ"³7³X»�§¾¦	³XÄ�¡�² �+¢>§¾¢X«�³7¢�ß�³7°�¢X©�¢>µ Ð�ç��

yn+1 − yn

τ
=

( 1

yn+1 − yn

∫ yn+1

yn

du

f1 (u)

)−1 1

τ

∫ tn+1

tn

f2 (t) dt, y0 = u0,
�´Ð � Ò �

Ë
è Î � �	É æ(��� � Ú Ø�âºÉX�/èIÎ/Ñ
f1(u) = λu2, f2(t) = 1.

� Ú ��è¾Î&|-Ø�Î<� æäÈW� Ñ z â Ú ì �±Ð � Ò � Ê Î Ú Ù æ �RË
�

ψn
1i = −un

ti + λun+1
i un

i = 0. �´Ð � � �
� �	Í-Ë
��ã�Ë
� æäÚ �	ÉXÉ Ú Ø�� æ �±Ð � � � Ñ æ+{ ÎFÎ � � âäÎ<èäèIË Ú � z±Ú â ψn

i
É<�R�|Ù#ÎFÊ âäË æ¾æ Î<�|Ë
� æ�{ Î z±Ú â ì

ψn
i = ψn

0i + ψn
1i = O

(
τM

)
.

� â Ú ì { Î<â¾Î Ë æTz±Ú	È
È
Ú Êºè æ+{ � æ�æ�{ Î£Ë
��Ë æ Ë
� È ��ËW~�Î<â¾Î<� æ Ë
� ÈQ� â Ú Ù È Î ì Ë
èZ� �S� â Ú�� Ë ì � æ Î<�1Ù �
æ�{ Î���ËW~�ÎXâäÎX��ÉXÎZèäÉ { Î ì Î � � � Ï � Ñ � � � Ò � Ê Ë æ�{ �R� � Ú âä��ÎXâ Ú<z

M ≥ 1
�

�Um��\p	� * x�+�x�p�� s%$Np�&  � x �  0r� �oVv  � v &  "!# 

� ÎFË
� æ â Ú ��Ø�É>Î æ�{ Î z±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã�� ÚRæ � æ Ë Ú � z±Ú â æ�{ ÎFã/â¾ËÌ� � Ú â ì è í

‖un
h‖Cn

= max
−n≤i≤N

|un
hi| , ‖un

h‖Cn
= max

−n+1≤i≤N
|un

hi| .

� Î<â æ Ø�âäÙ�Ë ��ã æ�{ Î+Ë ��Ë æ Ë
� È �	����Ù Ú Ø������	â � É Ú ����Ë æ Ë Ú ��è%Ë � � � � Ï � Ñ � � � Ò � Ê­Î"�	â¾âäË å Îº� æõæ+{ Î� â Ú Ù È Î ì

x̃n
ht,i =

M−1∑

k=0

(λτ)
k

k + 1
(ũn

i )
k+1

, ũn
ht,i = λũn+1

hi ũn
hi, i = −n,N, n = 0, N0 − 1,

x̃0
hi = x0

i , x̃n
h(−n) = 0, ũ0

hi = ũi

(
x0

i

)
, ũn

h(−n) = µ̃ (tn) , �ªÖ � Ï �

0 < ũ0 ≤ ũn
hi ≤ ũ1, ũ

′

0(x) ≥ 0 i = −n,N, n = 0, N0.

�����
	��
	���	�������� �U{ Î���ËW~�ÎXâäÎX��ÉXÎ�è¾É { Î ì ÎFË
è Ø���Ë z±Ú â ì È�� è æ �RÙ È ÎFÊ Ë æ�{ âäÎ<è � Î(É æ9æ¾Ú�æ+{ Î
Ë ��Ë æ ËÌ� È ��� æ �+�R��� æ+{ Î­Ù Ú Ø������	â � É Ú ����Ë æ Ë Ú � Ë z�æ+{ ÎXâäÎ%Î � Ë
è æ É Ú ��è æ �	� æ è M1 > 0, M2 >
0 Ë
����Î � Î<����Î<� æ+Ú<z

τ �R��� n Ñ�è¾Ø�É {|æ�{ � æUz±Ú âº�R� �
n

æ�{ ÎFË ��Î�|-Ø�� È Ë æ��
∥∥∥x̃n+1

h,i − xn+1
h,i

∥∥∥
Cn+1

+
∥∥ũn+1

hi − un+1
hi

∥∥
Cn+1

≤M1

∥∥x̃0
h − x0

h

∥∥
C0

�ªÖ � Ò �

+M2 max

{
max

1≤k≤n+1
|µ̃ (tk) − µ (tk)| ,

∥∥ũ0
h − u0

h

∥∥
C0

}

Ë
è å � È ËÌ� �
×3Î æ

∆xn
i = x̃n

hi −xn
hi

Ñ ∆un
i = ũn

hi −un
hi

Ñ i = −n,N Ñ n = 0, N0
��� Ø�Ù æ âä�/É æ Ë
��ãz â Ú ì �WÖ � Ï � æ�{ ÎZÎ&|-Ø�� æ Ë Ú ��è � � � Ï � Ñ � � � Ò � Ñ�Ê­ÎZ�	â¾âäË å ÎZ� æ9æ�{ Î � ÎXâ æ Ø�â¾Ù�� æ Ë Ú � � â Ú Ù È Î ì

∆xn
t,i = ∆un

i

M−1∑

k=0

(λτ)k

k + 1

k∑

j=0

(ũn
hi)

k+1−j (un
hi)

j , �ªÖ � � �
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∆un
t,i = λun+1

hi ∆un
i + λũn

hi∆u
n+1
i , i = −n,N, n = 0, N0 − 1,

∆x0
i = 0, ∆xn

(−n) = 0, ∆u0
i = ũi

(
x0

i

)
− ui

(
x0

i

)
,

∆un
(−n) = µ̃ (tn) − µ (tn) , i = 0, N, n = 0, N0.

� � Ú âä��ÎXâ æ¾Ú ã/Î æ�æ�{ Î�É Ú âäâ¾Î(è ��Ú �#��Ë ��ãàÎ(è æ Ë ì � æ Î<è�Î ��� â¾Î(è¾è¾Ë ��ã æ+{ Î�è æ �RÙ�Ë È Ë æ��vÚ<z"æ+{ Î
��ËO~�ÎXâäÎX�#É>ÎFè¾É { Î ì Î	Ñ�Ë æ ËÌè9��Î<ÉXÎ<èäè¾�	â ��æäÚ è {�Ú Ê æ�{ � æ

un
hi

�R��� ũn
hi

�RâäÎ+Ù Ú Ø��#��Î<� �
������� 9��1= Æf¢>¨ ¨À°�¢ ³7¬R« � ²À¨ª²´¬?«�µ

0 < u0 ≤ u(x, t) ≤ u1, 0 < ũ0 ≤ ũ(x, t) ≤ ũ1
�ªÖ � Ð �

Çä¢¸©Û¢>¨WÜ	�f°�¢X§¾¢ ũ(x, t) ²ÌµZ¨±°�¢�µX¬?¼M»�¨ª²´¬?« ¬�®F¨±°�¢9¤�¢X§�¨ª»�§XÇä¢ � ¤�§¾¬/Ç>¼ ¢X©
∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂x
= λũ2, 0 < x ≤ xl(t), 0 < t ≤ T, λ < 0,

ũ(0, t) = µ(t), ũ(x, 0) = ũ0(x), ũ′0(x) ≥ 0.

¶�°�¢>«£®>¬?§�¨±°�¢�µX¬?¼M»�¨ª²´¬?«�µ un
hi, ũ

n
hi

¨±°�¢£¢�µ�¨ª²À©�¦R¨¥¢>µ

0 < u0 ≤ ‖un
h‖Cn

≤ u1, 0 < ũ0 ≤ ‖ũn
h‖Cn

≤ ũ1,

¦?§¾¢ ®7»�¼ 
õ¼À¼
¢ � �
�U{ Î � â Ú�Ú>z�Ú<z ×�Î ì�ì �¸Ï z±Ú/È È
Ú Êºè z â Ú ì æ+{ Î É Ú ����Ë æ Ë Ú ��è Ú<z#æ�{ Î9Î � �/É æ � �S� â Ú�� Ë ì � æ Ë Ú � í

uh (xh, tn) = u (x, tn) , ũh (xh, tn) = ũ (x, tn) .

� è¾Ë ��ã z±Ú â ì Ø È �
� � � Ò � Ñ�Ê­ÎFÉX�	� Ê âäË æ Î æ�{ � æ

un+1
hi =

un
hi

1 − λτun
hi

, i = −n,N, n = 0, N0 − 1.

� ÎFâäÎXÊ âäË æ Î æ�{ Î��	Ù Ú?å Î+ËÌ��ÎX� æ Ë æ�� Ë
� æ�{ Î z±Ú â ì

1

un+1
hi

=
1

un
hi

− λτ = . . . =
1

u0
hi

− nλτ =
1 − λtnu0

(
x0

i

)

u0 (x0
i )

.

�ºÎX�#É>Î	Ñ æ�{ Î z±Ú/È È
Ú Ê Ë ��ã z±Ú â ì Ø È � {�Ú/È ��è

un+1
hi =

u0

(
x0

i

)

1 − λtnu0 (x0
i )
, i = −n,N, n = 0, N0 − 1.

�ºÚ ÊyÊ­Î"Ê Ë È È�� â Ú?å Î+Î<è æ Ë ì � æ Î �WÖ � Ò ����� � å Ë
ÎXÊ Ú>z �ªÖ � � � Ê Î�ÉX�R� Ê â¾Ë æ Î ∆un+1
i

Ë
� æ+{ Îz±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã z±Ú â ì

∆un+1
i = ∆un

i

1 + λτũn+1
hi

1 − λτũn
hi

, i = −n,N, n = 0, N0 − 1.

�ºÎX�#É>Î z±Ú âº� È È É Ú âäâ¾Î(è ��Ú �#��Ë ��ã Ë
����Î � Î(è i Ê­Î { � å Î æ�{ ÎFË
��Î�|/Ø#� È Ë æ��
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∣∣∆un+1

i

∣∣ ≤ |∆un
i |

∣∣∣∣
1 + λτũn+1

hi

1 − λτũn
hi

∣∣∣∣ ≤ |∆un
i |

∣∣1 + λτũn+1
hi

∣∣

≤ |∆un
i |

∣∣1 + τ |λ| ũn+1
hi

∣∣ ≤ |∆un
i | |1 + τ |λ| u2| ≤ eτ |λ|u2 |∆un

i | .

� â Ú ì { Î<â¾ÎZÊ­ÎFÉX�R� � �#�
∥∥∆un+1

∥∥
Cn+1

≤ eτ |λ|u2 ‖∆un‖Cn
= eτ |λ|u2 max

−n≤i≤N
|∆un

i |

= eτ |λ|u2 max
{ ∣∣∣∆un

(−n)

∣∣∣ , max
−n+1≤i≤N

|∆un
i |

}

= eτ |λ|u2 max
{∣∣∣∆un

(−n)

∣∣∣ , ‖∆un‖Cn

}
.

�U{ ÎXâäÎ z±Ú â¾Î/Ñ
∥∥∆un+1

∥∥
Cn+1

≤ eτ |λ|u2eτ |λ|u2 max
{∣∣∣∆un

(−n)

∣∣∣ ,
∣∣∣∆un−1

(−n+1)

∣∣∣ ,
∥∥∆un−1

∥∥
Cn−1

}

≤ . . . ≤ eT |λ|u2 max
{

max
0≤k≤n

∣∣∣∆uk
(−k)

∣∣∣ , ‖∆u0‖C0

}
.

y � æ+{ ÎFÙ��	è¾ËÌè Ú<zÂæ�{ Î��	Ù Ú?å Î+Î(è æ Ë ì � æ ÎZÊ ÎFÉ Ú ��É È Ø���Î æ+{ � æ
∥∥∆un+1

∥∥
Cn+1

≤ eT |λ|u2 max
{∣∣∣∆un+1

(−n−1)

∣∣∣ ,
∥∥∆un+1

∥∥
Cn+1

}

≤ eT |λ|u2 max
{

max
1≤k≤n+1

|µ̃ (tk) − µ (tk)| , ‖ũ0 − u0‖C0

}
. �ªÖ � Ö �

�ºÚ ÊTÊ­ÎFÉ Ú ��èIËÌ��Î<â æ�{ Î � â Ú Ù È Î ì z±Ú â ∆xn+1
i

∆xn+1
i = ∆xn

i + τ∆un
i

M−1∑

k=0

(λτ)
k

k + 1

k∑

j=0

(ũn
hi)

k+1−j (un
hi)

j .

�ºÎX�#É>Î æ�{ Î z±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã£Î<è æ Ë ì � æ ÎFËÌè Ú Ù æ �RË
��Î<�
∣∣∣∆xn+1

i

∣∣∣ ≤
∣∣∣∆xn

i

∣∣∣ + τ
∣∣∣∆un

i

∣∣∣
∣∣∣

M−1∑

k=0

(λτ)
k

k + 1

k∑

j=0

(ũn
hi)

k+1−j (un
hi)

j
∣∣∣

≤
∣∣∣∆xn

i

∣∣∣ + τ
∣∣∣∆un

i

∣∣∣
∣∣∣

M−1∑

k=0

(λτ)
k
dk+1
1

∣∣∣

≤
∣∣∣∆xn

i

∣∣∣ + τd1

∣∣∣∆un
i

∣∣∣
∣∣∣

M−1∑

k=0

(λτd1)
k
∣∣∣,

Ê { ÎXâäÎ d1 = max {u1, u2}
� y � æ+{ Î ÚRæ+{ ÎXâ { �	��� Ê Î�É<�R�|Ê â¾Ë æ Î

M−1∑

k=0

(λτd1)
k+1

=
1 − (λτd1)

M−1

1 − λτd1
≤ 1 − (λτd1)

M−1
≤ c,

Ù#Î(ÉX�RØ#èIÎ 1 − λτd1 > 1 Ñ�Ê { Î<â¾Î c = 1 + (|λ|Td1)
M−1 �
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�ºÎX�#É>ÎZÊ ÎFÉ<�R�1Ê â¾Ë æ Î

∣∣∆xn+1
i

∣∣ ≤ |∆xn
i | + τd1c |∆u

n
i | .

×3Î æ ��ÎX� Ú	æ Î

Φ0 = eT |λ|ed0 max

{
max

1≤k≤n+1
|µ̃ (tk) − µ (tk)| , ‖ũ0 − u0‖C0

}
.

é Î(�RâäË ��ã Ë
� ì Ë
���|Ë
��Î&|-Ø�� È Ë æ�� �ªÖ � Ö � Ñ�Ê ÎFÉ Ú ��É È Ø���Î æ+{ � æ
∥∥∆xn+1

∥∥
Cn+1

≤ ‖∆xn‖Cn
+ τd1Φ0.

�¥æ ÎXâ7� æ Ë ��ã æ+{ ËÌè Ë ��Î&|-Ø�� È Ë æ�� Ñ�Ê­Î�ã/Î æ9æ�{ ÎFÎ<è æ Ë ì � æ Î
∥∥∆xn+1

∥∥
Cn+1

≤ ‖∆xn‖Cn
+ τd1cΦ0 ≤ . . .

≤
∥∥∆x0

∥∥
C0

+ d1c (n+ 1) τΦ0 ≤
∥∥∆x0

∥∥
C0

+ d1cTΦ0.

�ºÎX�#É>Î z±Ú â æ+{ Î�è Ú	È Ø æ Ë Ú � Ú<zfæ�{ Î � ÎXâ æ Ø�âäÙ�� æ Ë Ú � � â Ú Ù È Î ì æ+{ Î�� � â¾Ë Ú âäË�Î<è æ Ë ì � æ Î
∥∥∥x̃n+1

h,i − xn+1
h,i

∥∥∥
Cn+1

+
∥∥ũn+1

hi − un+1
hi

∥∥
Cn+1

≤
∥∥x̃0 − x0

∥∥
C0

+ (1 + d1cT ) eT |λ|ed0 max

{
max

1≤k≤n+1
|µ̃ (tk) − µ (tk)| , ‖ũ0 − u0‖C0

}
�ªÖ � � �

Ë
è Ú Ù æ �	Ë ��Î(� �3� ��Î�|-Ø�� È Ë æ�� �WÖ � � � Î � � â¾Î(è¾è¾Î<è æ+{ Î stability Ú<z­æ�{ Î ��ËO~�ÎXâäÎX�#É>ÎÛè¾É { Î ì Î
Ê Ë æ+{ âäÎ<è � Î<É æ9æäÚ�æ�{ ÎFË
��Ë æ ËÌ� È ��� æ ���R�#� æ+{ ÎFÙ Ú Ø������	â � É Ú �#��Ë æ Ë Ú � �

�Um�� s�o��  0r��% Qowv  
� � æ�{ Ë
è9è¾Î<É æ Ë Ú � Ê­Î"Ë
� å Î<è æ Ë
ã/� æ Î æ+{ Î�É Ú � å Î<â¾ã/ÎX��ÉXÎ Ú<z�æ+{ ÎZè Ú/È Ø æ Ë Ú � Ú<z�æ�{ ÎZ��ËW~�Î<â¾Î<��É>Î
è¾É { Î ì Î�� � � Ï � Ñ"� � � Ò ��� � Î�É Ú ��è¾Ë
��Î<â æ�{ Î ��Ë
èäÉ>âäÎ æ Î � â Ú Ù È Î ì z±Ú â æ�{ Î�ã È
Ú Ù�� È ÎXâäâ Ú âäè Ú>z
æ�{ Î���ËÌèäÉ>âäÎ æ ÎFè Ú	È Ø æ Ë Ú �

δxn
ti =

M−1∑

k=0

k∑

j=0

(k + 1)!

(k + 1 − j)!j!
(δun

i )k+1 (un
i )j + ψ0, i = −n,N, n = 0, N0 − 1,

δx0
i , δxn

(−n) = 0, i = 0, N, n = 0, N0,
� � � Ï �

δun
ti = λδun+1

i δun
i + λ

(
un+1

i δun
i + δun+1

i un
i

)
, i = −n,N, n = 0, N0 − 1,

δu0
i , δun

(−n) = 0, i = 0, N, n = 0, N0.

� � � Î<É æ Ë Ú ����Ñ<Ê­Î � â Ú?å Î<� æ�{ � æfæ+{ Î%Î<â¾â Ú â Ú<z�æ�{ Î­� �S� â Ú�� Ë ì � æ Ë Ú � z±Ú â æ+{ Î è Ú	È Ø æ Ë Ú � un
hiË
è­Î&|-Ø�� È�æ¾Ú �<ÎXâ Ú Ñ-Ë � Î � ∥∥δun+1

∥∥
Cn+1

= 0
���U{ Ø�è%Ê­ÎZÉX�R� â¾Î<Ê â¾Ë æ Î æ�{ Î � â7è æ Î&|-Ø�� æ Ë Ú �

� � � Ï � Ë
� æ�{ Î z±Ú/È È
Ú Ê Ë ��ã z±Ú â ì í

δxn+1
i = δxn

i + τψ0, i = −n,N, n = 0, N0 − 1. � � � Ò �



� ²��(°|Þ"³7³X»�§¾¦	³XÄ�¡�² �+¢>§¾¢X«�³7¢�ß�³7°�¢X©�¢>µ Ð�ç	ç
ê |-Ø�� æ Ë Ú �.�´Ð � Ï �q� Ë Î È ��è æ�{ Î z±Ú/È È
Ú Ê Ë ��ã£Î(è æ Ë ì � æ Î

∣∣δxn+1
i

∣∣ ≤ |δxn
i | + τ

∣∣∣∣∣
(λτ)

M

M + 1
(ũn

i )
M+1

∣∣∣∣∣ ≤ |δxn
i | + τ

∣∣∣∣∣
(λτ)

M

M + 1
dM+1
0

∣∣∣∣∣ ≤ . . .

≤
∣∣δx0

i

∣∣ + (n+ 1)τ

∣∣∣∣∣
(λτ)M

M + 1
dM+1
0

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣δx0

i

∣∣ + τM
∣∣λM

∣∣ Td
M+1
0

M + 1
. � � � � �

y � æ+{ ÎFÙ��	è¾ËÌè Ú<zÂæ�{ ËÌè âäÎ È � æ Ë Ú � Ê Î Ú Ù æ �	Ë � æ�{ Î z±Ú/È È
Ú Ê Ë
��ã�Ë ��Î�|-Ø�� È Ë æ���í

∥∥δxn+1
∥∥

Cn+1
≤

∥∥δx0
∥∥

C0
+ |λ|

M
τM TdM+1

0

M + 1
≤ |λ|

M
τM TdM+1

0

M + 1
= O

(
τM

)
,

Ê { Ë
É { Î ��� â¾Î(è¾è¾Î<è æ�{ Î�É Ú � å Î<â¾ã/ÎX��ÉXÎ Ú>zfæ+{ Î���ËW~�Î<â¾Î<��É>ÎFèäÉ { Î ì ÎZÊ Ë æ+{�Ú â7��ÎXâ O(τM )
�

� m�� u !# 0r�x*v � + �����  0r;x !  Qo�p��
� � æ+{ ËÌè èIÎ(É æ Ë Ú �3ÑõÊ­Î � â¾Î(èIÎ<� æ£æ+{ Î���Ø ì ÎXâäË
É<� È âäÎ<è¾Ø È æ è æäÚ É Ú � � â ì æ�{ � æÛæ�{ Î�Î<â¾â Ú âÚ<z�æ+{ Î ì Î æ�{�Ú �yËÌè Ú<z¸Ú âä��ÎXâ O (

τM
) � � Î�É Ú ��è¾ËÌ��ÎXâ � â Ú Ù È Î ì �WÒ � Ï � Ñ �WÒ � Ò � Ê Ë æ�{

l = 2, T = 1,

u (0, t) = µ(t) =
1

2t+ 1
, u (x, 0) = u0 (x) = 2 − e−x.

�U{ ÎX� æ�{ Î z Ø���É æ Ë Ú � u(x, t) = (2 − e−x)/(2t + 1) è¾� æ ËÌè � Î(è � â Ú Ù È Î ì �ªÒ � Ï � Ñ �ªÒ � Ò ���
� â Ú ì æ+{ ÎFÎ&|-Ø�� æ Ë Ú � z±Ú âºÉ { �	âä�/É æ Î<â¾ËÌè æ ËÌÉ

dx

dt
= u =

2

(2t+ 1)
−

e−x

2t+ 1
,

Ê ÎFÉX�	� � ��� æ�{ ÎFÎ ����È ËÌÉ>Ë æ z±Ú â ì z±Ú â æ+{ Î�É { �	âä�/É æ Î<â¾ËÌè æ ËÌÉXè

x(t) = ln (c(2t+ 1) + 0.5) ,

Ê { ÎXâäÎ æ�{ Î�É Ú ��è æ �	� æ
c Ë
è"��Î � ��Î<�|Ù �

c =





ex0
i − 0.5,

z±Ú â � Ú ��Î(è x0
i , i = 0, N,

1

2 (2tn + 1)
,

z±Ú â � Ú ��Î(è xn
(−n), n = 1, N0.

� â Ú ì { Î<â¾ÎZË æ z±Ú	È
È Ú Êºè æ+{ � æ

xi(t) =





ln

(
ex0

i (2t+ 1) − t
)
,

z±Ú â � Ú ��Î(è x0
i , i = 0, N,

ln
(

1
2(2tn+1) (2t+ 1) + 1

2

)
,
z±Ú â � Ú ��Î(è xn

(−n), n = 1, N0.

�¥ç � Ï �

ê |-Ø�� È Ë æ�� �ªç � Ï � Î � � âäÎ<èäèIÎ(è æ+{ Î�É { �	âä�/É æ Î<â¾ËÌè æ ËÌÉ"É>Ø�â å Î<è Ú<z Î&|-Ø�� æ Ë Ú �.�WÒ � Ï �>�
� � æ+{ Î��-Ø ì Î<â¾ËÌÉX� È Î � � Î<â¾Ë ì ÎX� æ è<Ñ�Ê­Î�É Ú ��è¾ËÌ��ÎXâ Ú � È���æ+{ Î�ã È
Ú Ù�� È Î<â¾â Ú â z±Ú â δxn

i
Ñ

Ù#Î(ÉX�RØ#èIÎ£Ê Î { � å Î � â Ú?å Î(��Ë � � Î(É æ Ë Ú �àÐ æ+{ � æ
δun

i = 0
� ×�Î æ Ø�èZØ�è¾Î æ+{ Î z±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã



Ð�ç�� Þ��3¹ ¦?§ä¦ ��� ²À«�µ��/¦�Üõ¹��Â¯�¦?¨ª»�µ
� ÚRæ � æ Ë Ú � Ú>zÂæ+{ Î�� Ú â ì zN = ‖δx‖Cn

����Ú è {�Ú Ê æ�{ � æºæ�{ Î�ÎXâäâ Ú â Ú<zÂæ�{ Î ì Î æ�{�Ú �1ËÌè
O(τM ) Ñ#Ê ÎZÊ Ë È È Ø�è¾Î æ�{ Î�è Ú	È Ø æ Ë Ú �#è Ú<zÂæ�{ Î¸��ËO~�ÎXâäÎX��ÉXÎ�è¾É { Î ì ÎFÉ Ú �#è æ â¾Ø�É æ Î(� Ú � æ+{ Îz±Ú	È
È Ú Ê Ë
��ã ì Î(è { Î<è í

ωhτ =
{
(xn

hi, tn), i = −n,N, xn
h(−n) = 0, tn = nτ, n = 0, N0, τN0 = T

}
,

ωhτ/2 =
{

(xn1

hi , tn1
), i = −n1, N, x

n1

h(−n1) = 0, tn1
= n1τ/2,

n1 = 0, 2N0, τ/2N01 = T, N01 = 2N0

}
,

ωhτ/4 =
{

(xn2

hi , tn2
), i = −n2, N, x

n2

h(−n2) = 0, tn2
= n2τ/4,

n2 = 0, 4N0, τ/4N02 = T, N02 = 2N01

}
.

��Ú Î<è æ Ë ì � æ Î æ�{ Î ì � � Ë ì Ø ì ÎXâäâ Ú â7èXÑRÊ­Î�Ø�èIÎ�è Ú/È Ø æ Ë Ú ��è­É Ú ì � Ø æ Î(� Ú � æ Ê Ú ��ËO~�ÎXâäÎX� æ
��Ë
èäÉ>âäÎ æ ÎZã	âäË
��è

DN =
1

2M − 1
max

(x,t)∈ωhτ

∣∣∣xn
hi − x2n1

hi

∣∣∣,

Ê { ÎXâäÎ xn
hi ∈ ωhτ

Ñ xn1

hi ∈ ωhτ/2

�R�U{ Î å � È Ø�Î Ú>z
DN/2 Ë
è
��Î � ��Î(�£è¾Ë ì Ë È �Râ ÈW�FÚ � ωhτ/2�R��� ωhτ/4

���U{ ÎF�-Ø ì Î<â¾ËÌÉX� È�Ú â7��ÎXâ7è Ú<z É Ú � å ÎXâäã	ÎX�#É>Î+�	â¾ÎFÉ<� È É>Ø È � æ Î<� Ù �

pN = log2

(
DN/2/DN

)
.

�U{ Î âäÎ<è¾Ø È æ è Ú<z%æ�{ Î���Ø ì ÎXâäË
É<� È Î � � ÎXâäË ì ÎX� æ z±Ú â å �RâäË Ú Ø�è å � È Ø�Î<è Ú<z%æ+{ Î � �Râ7� ì Î æ ÎXâ
M �RâäÎ � âäÎ<è¾ÎX� æ Î(�ÅË
� � �	Ù È Î�ÏF�R�#� � Ë
ã	Ø�âäÎ�Ò �

������� ` � 
�� G+?�C a \ ? @ `<[
M = 1 ] M = 3 ] M = 5 N<J]D M = 9

τ
C ] S C ] C _ C ] C�A _ C ] C S A _

zN (1) 5 · 10−2 2, 6 · 10−2 1, 3 · 10−2 6, 4 · 10−3

DN (1) 4.8 · 10−2 2, 58 · 10−2 1, 29 · 10−2 6, 3 · 10−3

P N (1)
C ] ;<@ S S S

zN (3) 4, 3 · 10−4 5 · 10−5 6 · 10−6 7, 5 · 10−7

DN (3) 4.9 · 10−4 5, 6 · 10−5 6, 4 · 10−6 7, 7 · 10−7

P N (3) UR]MS U	]MS U U
zN (5) 6, 9 · 10−6 1, 9 · 10−7 5, 6 · 10−9 1, 7 · 10−10

DN (5) 7.6 · 10−6 2, 2 · 10−8 6, 1 · 10−9 1, 74 · 10−10

P N (5) 5, 2 _R]MS _ _
zN (9) 3, 7 · 10−9 5, 6 · 10−12 9, 4 · 10−15

DN (9) 4.8 · 10−9 7, 0 · 10−12 1, 1 · 10−14

P N (9) 9, 4
; ] A ; ]MS

�U{ Î � âäÎ<è¾ÎX� æ Î<� âäÎ<è¾Ø È æ è£É Ú � � â ì æ+{ Î æ�{ Î Ú âäÎ æ ËÌÉX� È âäÎ<è¾Ø È æ è æ�{ � æ�æ�{ Î1��ËW~�Î<â¾Î<��É>Î
è Ú/È Ø æ Ë Ú � xn

h,i
É Ú � å Î<â¾ã/Î<è æäÚ¸æ+{ ÎZÎ � �	É æ è Ú	È Ø æ Ë Ú � Ú<z�æ�{ ÎZË
��Ë æ Ë
� È�� â Ú Ù È Î ì Ê Ë æ�{|Ú â7��ÎXâ

M ≥ 1
�



� ²��(°|Þ"³7³X»�§¾¦	³XÄ�¡�² �+¢>§¾¢X«�³7¢�ß�³7°�¢X©�¢>µ Ð�ç?Õ

M = 1 M = 3

�����
	�e!`���
��0[ N<B¾\ xi (t) N<J�D£N Y-Y	[�`�[ K H N>\ G xn

hi

F N<a C/G	?õ` @�BIH�N [ N<Bä\ Gä[ K ? \�KMB ? R

� ¢X©�¦R§ ��� � � ��� È Ú ã Ú Ø#è È�� Ê­ÎÅÉX�	� É Ú ��è æ âäØ�É æ ��ËO~�ÎXâäÎX�#É>ÎÅèäÉ { Î ì Î(è Ú<z �R� ��Ú âä��ÎXâ Ú>z
�	ÉXÉXØ�â7�	É � z±Ú â æ�{ Î ì Ú â¾ÎZã	Î<��ÎXâ7� È Î�|/Ø#� æ Ë Ú �

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= f1 (x, t) f2 (u) , f2 (u) 6= 0, �¥ç � Ò �

Ê { Ë
É { � È Ú ��ã æ+{ Î�É { �	âä�/É æ Î<â¾ËÌè æ ËÌÉ x = x (t) Ñ�è¾� æ ËÌè z�� Ë
��ã dx/dt = u Ñ�É<�R�1Ù#ÎFÊ âäË æIæ Î<�
Ë � æ�{ Î z±Ú â ì

du

dt

∣∣∣∣
dx

dt
=u

= f1 (x, t) f2 (u) .

��Ú	È
È
Ú Ê Ë ��ã �
Ï(Ò��¥Ñ�Ê­ÎZÉ<�R��è {�Ú Ê æ�{ � æ z±Ú â æ+{ Î�É { �	âä�/É æ Î<â¾ËÌè æ ËÌÉ"ã/â¾ËÌ�

xn+1
hi − xn

hi

τ
= un

hi +
τ

2!

d2xn
hi

dt2
+
τ2

3!

d3xn
hi

dt3
+ . . .+

τM−1

M !

dMxn
hi

dtM
�¥ç � � �

æ�{ Î���ËW~�ÎXâäÎX��ÉXÎZèäÉ { Î ì Î

un+1
hi − un

hi

τ
=

1

τ

∫ tn+1

tn

f1

(
xi (ξ) , ξ

)
dξ

( 1

un+1
hi − un

hi

∫ un+1

hi

un

hi

dη

f2 (η)

)−1 �¥ç � Ð �

Î � �	É æ¾È�� � �S� â Ú�� Ë ì � æ Î(è æ+{ Î ��ËW~�Î<â¾Î<� æ ËÌ� È Î�|/Ø#� æ Ë Ú � �ªç � Ò ���3�fÚ � �S��ÈW� z±Ú â ì Ø È � �¥ç � � �{ � å Ë ��ã æ�{ Î Ú â7��Î<â Ú>z �	É<É>Ø�â7�	É � O(τM ) Ñ M ≥ 1 Ñ(Ê Î9è {�Ú Ø È ��Î � � â¾Î(è¾è æ�{ Î­��Î<â¾Ë å � æ Ë å Î<è
dαx/dtα Ñ α = 1, 2, . . . ,M �	è æ�{ Î å � È Ø�Î(è Ú<z]z Ø���É æ Ë Ú ��è f1 �R��� f2 Ù � Ø�èIË
��ã Î�|/Ø#� æ Ë Ú �
�ªç � Ò �

d2x

dt2
=
du

dt
= f1 (x(t), t) f2(u);

d3x

dt3
= f2(u)

[
f2
1 f

′

2u +
∂f1
∂t

+ u
∂f1
∂x

]
; . . .

� ¢X©�¦R§ ����� y ��Î Ú<z­æ�{ Î ì Ú è æ Ë
� æ ÎXâäÎ<è æ Ë
��ã �#Ú Ë � æ èFË � É Ú ��è æ âäØ�É æ Ë ��ã { Ë ã { ë �/ÉXÉXØ�âä�/É �
��ËO~�ÎXâäÎX�#É>Î9è¾É { Î ì Î<è z±Ú âÂÎ&|-Ø�� æ Ë Ú ���¥ç � Ò � ËÌè æ�{ Î9ÉX�/èIÎ Ê { ÎXâäÎ­Ë � æ Î<ã	â7� È è z â Ú ì æ�{ Î­âäË
ã {-æ ë
{ �R���àèIËÌ��Î Ú<z �ªç � Ð � É<�R��� Ú	æ Ù�ÎÛÉ Ú ì � Ø æ Î(��Î � �/É æ¾È��	��� � æ�{ ËÌèFÉX�/èIÎ/Ñ#Ê­Î âäÎ<É Ú ì�ì ÎX���æ¾Ú � �S��ÈW�Åæ�{ Î ê Ø È Î<â
	 � �	É È �	Ø�âäË � z±Ú â ì Ø È �£Ù��	è¾Î<� Ú � æ â7� � Î'� Ú ËÌ�ÅâäØ È Î



Ð �	Ó Þ��3¹ ¦?§ä¦ ��� ²À«�µ��/¦�Üõ¹��Â¯�¦?¨ª»�µ
∫ xN1

x0

f(x)dx ≈ h1

(f0
2

+

N1−1∑

j=1

f0+jh1
+
fN1

2

)

+

M1∑

m=1

(−1)m amh
2m
1

[
f

(2m−1)
N1

− f
(2m−1)
0

]
. �¥ç � Ö �

�U{ Î � �S� â Ú�� Ë ì � æ Ë Ú � ÎXâäâ Ú â Ú<z æ+{ Ë
è z±Ú â ì Ø È ��Ë
è O
(
h2M1+2

1

) Ñ h1 =
xN1

−x0

N1

� ��Ú â
M1 = 6

æ+{ Î��	ÉXÉXØ�â7�	É �1Ú>zõæ�{ ËÌè |-Ø��	��âä� æ Ø�âäÎ z±Ú â ì Ø È � Î&|-Ø�� È è æ¾Ú
O(h14

1 )
��� � � � � ÎXâ

� Õ<�ªÑ æ+{ Î�èIË ì ��È Î æ Î<É { ��Ë�|-Ø�ÎFËÌè � â Ú>��Ú è¾Î<� z±Ú âºÉX� È ÉXØ È � æ Ë Ú � Ú<z É Ú Î��ÛÉXË Î<� æ è am

1

2M + 1
=

1

2
+

M1∑

m=1

(−1)m (2M1)!

(2M1 − 2m+ 1)
am,

Ë ����Î � ÎX����Î<� æ9Ú>z3æ�{ Î�è æ Î � h1
�	��� Ú>z0z Ø���É æ Ë Ú � f(x)

���w�S��È Ë
É<� æ Ë Ú � Ú<z�z±Ú â ì Ø È �/�¥ç � Ö �æ¾Ú � â Ú Ù È Î ì �WÒ � Ï � Ô �ªÒ � Ò �%È Î(�	��è æäÚ æ+{ Î z±Ú	È
È
Ú Ê Ë ��ãÛ��ËW~�ÎXâäÎX��ÉXÎZèäÉ { Î ì Î í

xn+1
hi − xn

hi

τ
=

M−1∑

k=0

(λτ)k

k + 1
(un

hi)
k+1

, M ≥ 1, i = −n,N, n = 0, N0;
�¥ç � � �

x0
hi = x0

i , xn
h(−n) = 0, i = 0, N, n = 0, N0;

un+1
hi − un

hi

τ
= λN1

{( 1

2
(
un+1

hi

)2 +

N1−1∑

j=1

1

(un
hi + jh1)

2 +
1

2 (un
hi)

2

) �¥ç � ç �

+

M1∑

m=1

(−1)
m
amh

2m−1
1

[( 1
(
un+1

hi

)2

)(2m−1)

−
( 1

(un
hi)

2

)(2m−1)]}−1

,

h1 =
un+1

hi − un
hi

N1
= uht,i

τ

N1
, i = −n,N, n = 0, N0 − 1;

u0
hi = u0

(
x0

i

)
, un

h(−n) = µ(tn), i = 0, N, n = 0, N0.
�¥ç � � �

�U{ Î æ â¾Ø���ÉX� æ Ë Ú ��Î<â¾â Ú â Ú<z ��ËO~�ÎXâäÎX�#É>Î�è¾É { Î ì Î
�¥ç � � � Ô �ªç � � � { �/è æ+{ Î Ú â7��ÎXâ O(τM +

(τ/N1)
2M1+2

)
�

� � � �	Ù È Î(èfÒ�Ô�Ö æ�{ Îõâ¾Î(èIØ È æ è Ú<z ��Ø ì ÎXâäËÌÉX� È ÉX� È É>Ø È � æ Ë Ú ��è�Ù �+æ�{ Ë
èf��ËO~�ÎXâäÎX�#É>Î%èäÉ { Î ì Î
�RâäÎ � â¾Î(èIÎ<� æ Î<� z±Ú â N1 = 10,M1 = 3

� �ºÎ<â¾Î ‖ · ‖C = max0≤n≤N0
‖ · ‖Cn

������� ` � 

M = 1

τ
C ]MS C ] C _ C ] C�A _ C ] C S A _

‖xh − x‖
C

5 · 10−2 2, 6 · 10−2 1, 3 · 10−2 6, 4 · 10−3

‖uh − u‖
C

5, 2 · 10−16 2, 3 · 10−18 7, 6 · 10−19 7, 6 · 10−19

� Ú ì � �RâäË
��ã æ�{ Î<è¾Î¸âäÎ<è¾Ø È æ è"Ê Ë æ�{ â¾Î(èIØ È æ è � âäÎ<è¾ÎX� æ Î<��Ë
� � �RÙ È ÎÅÏ/Ñ�Ê­Î è¾ÎXÎ£� { Ë
ã {� Î<â z±Ú â ì �R�#É>Î Ú<zÂæ�{ Î � â Ú>��Ú è¾Î<� ì Î æ�{�Ú ��è �



� ²��(°|Þ"³7³X»�§¾¦	³XÄ�¡�² �+¢>§¾¢X«�³7¢�ß�³7°�¢X©�¢>µ Ð ��Ï
������� ` � 


M = 3

τ
C ]MS C ] C _ C ] C�A _ C ] C S A _

‖xh − x‖
C

4, 3 · 10−4 5 · 10−5 6 · 10−6 7, 5 · 10−7

‖uh − u‖
C

5, 2 · 10−16 2, 3 · 10−18 7, 6 · 10−19 7, 6 · 10−19

��� � � `�� 

M = 5

τ 0, 1
C ] C _ C ] C�A _ C ] C S A _

‖xh − x‖
C

6, 9 · 10−6 1, 9 · 10−7 5, 6 · 10−9 1, 7 · 10−10

‖uh − u‖
C

5, 2 · 10−16 2, 3 · 10−18 7, 6 · 10−19

��� � � `�� 

M = 9

τ
C ]MS C ] C _ C ] C�A _

‖xh − x‖
C

3, 7 · 10−9 5, 6 · 10−12 9, 4 · 10−15

‖uh − u‖
C

5, 2 · 10−16 2, 3 · 10−18 7, 6 · 10−19

�����
	�e!` � 
��0[ N<B¾\
xi(t)

N<J]D£N Y-Y/[�`�[ K H NX\ G
xn

hi

F N<a C-G	?õ` @�\�H G BIH�N [ N<Bä\ Gä[ K ? \�KMB ? R

� ¢X©�¦R§ ��� � � ��è æ Î<�/� Ú<z�æ�{ Î"� Ú ì �RË
� QT
Ê Ë æ+{ ì Ú?å Ë
��ãZâäË ã {/æ Ù Ú Ø������Râ � �WèIÎ<Î � Ë ã � Ï � Ñ

Ê Î ì � � Ø�è¾Î æ�{ ÎFâäÎ<É æ �R��ã È Î

QT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} .

� Ú Ê­Î å Î<â<Ñ�Ë
� æ�{ ËÌè�É<�	è¾Î	Ñ æ�{ Î � Ú ��Î<è Ú<z­æ�{ Î É Ú ì � Ø æ � æ Ë Ú �#� È ì Ú?å Ë ��ã ì Î(è { Ê Ë È È Ù�Î��È �/É>Î(� Ú Ø æ è¾ËÌ��Î æ�{ Î�� Ú ì �RË
� ���U{ ÎFÎ � �	É æ �	���1� �S� â Ú�� Ë ì � æ Î å � È Ø�Î<è Ú>zfæ+{ Î ì Ú?å Ë ��ãì Î(è { �´É { �	âä�/É æ Î<â¾ËÌè æ ËÌÉXè � �RâäÎ � âäÎ<è¾ÎX� æ Î(�ÛË
� � Ë ã � � �-�U{ Î<è¾Î"âäÎ<è¾Ø È æ è%Ê­ÎXâäÎ Ú Ù æ �	Ë ��Î(�ÛÙ �
Ø�èIË
��ãÛèäÉ { Î ì Î � � � Ï � Ô � � � Ò � Ê Ë æ�{ τ = 0, 1 �	��� M = 3

�

�  "$� �r� �owv  �
� S	��
JR
��N<aMa N ? N<J]D � R E N&D HF`X[ R Q ` J `�? B7KMa NX\ `X[�E B G J?\ [ NXa ? BIH G	HFG+? @ `<[+` J GäV D/K HFG J ? K ` J�NXaH N I J G \ `<V H E D [�` D E J�N H KMB ?�G�K�C N>\�K ` J ? R�O�O�� i K I H VW`X[ D Gä[Q?�G	H KOD/K ? B [�G \ G�? BIH G+HFG	? R��������

��� ���	� ���! #"%$'&�()� ] �'*,+´A.- ]�_<U<U = _ :(C ] A<C<C(: R



Ð �/Ò Þ��3¹ ¦?§ä¦ ��� ²À«�µ��/¦�Üõ¹��Â¯�¦?¨ª»�µ
� A ��� R ��R��9N<a N<J/KMJ�NXJ�D E R �VR�� G a G J/KMJ�N>R E H G B `�HFY N [ N>\�K F(G NXJ�NXa E>? K ?�` @�D/KML Gä[�G J-B G

? BIH G	HFG+? @ `<[ a KMJ G N [ N�D F(G Bä\�K ` J G	K<C NX\�K ` J;R��
	�� $ 	 ��
 (! ��
� ����������� ��
�� ()�  �� � $ $ � � ��� ( � �
 �� � �%�-] � �,+ U(U - ]�S ;(;(@ R + KMJ �qCJ?�? K NXJ -� U#��� R ��R!�9N<a N<J/KMJ1N<J]D E R �VR"� G a G J-KMJ-N>R E H G J ` J-aMKMJ G N [ HF` J ` \ ` J-K�#�NX\�K ` J ` @XD/KML Gä[�G J-B G
? BIH G	HFG+? @ `<[ a KMJ G N [ N�D F(G Bä\�K ` J G	K<C NX\�K ` J;R��
	�� $ 	 ��
 (! ��
� ����������� ��
�� ()�  �� � $ $ � � ��� ( � �
 �� � �%�-] �'�
+ U(U - ]�S ;(;(; R + KMJ �qCJ?�? K NXJ -� 8 �FO*R ��R$�9N F?[ KMa E>C L R �
[ N<Bä\�D/KML Gä[�G J/B GB? B¾H G	HFG	? N<J]D D/KML Gä[�G J/B GB? B¾H G	HFG	?3` @#NXJFN [ A/KM\ [ N [�E
I K F(G J D G	I<[�G7G ` @�N<B7B C/[ N<B E @ `<[�I(G J Gä[ N<aMK ?�G D ` J GäV D/K HFG J ? K ` J�NXa�\�H-K [ DYA `&C J�D/N [�E F N<a C-G
Y	[�` A-a G	H ? R&% � �'
(�)� � �'
+*
�,
-� � ] � � ]�_ 8(;>= _ :(: ]�S ;(; U>R� _ �¸P R�.TR�� ` D C J `!F R ��K�C NX\�K ` J ?õ` @ H N>\�H G	H N>\�K B7N<a Y H E>? KMB ? ]�S ;�D S�R + KMJ �qCJ?�? K N<J -

� : �0/wR1� R$� ` a `!F K2#äJ-KMJ�R'��N<a N<J/B G DZBIH�N [ N<Bä\ Gä[ K ? \�KMB HFG \�H ` D @ `X[ S �k? E>? \ G	H ?�` @�H E	Y�Gä[ A ` a KMB
B ` J ?�Gä[�F NX\�K ` J+a N PB? �0C a Gä[ K N<J [�G7Y/[�G+?�G J?\INX\�K ` J;R ��� ( ��� " � ( � �3�)� �  �$���4� ��
65<] ��*,+ S(S - ]?S 8X=
U C ] AXC(C<: R + K J �qCJ?�? K N<J -� D �0/wR � R7� ` a `!F K�#7J-KMJ1NXJ�D|PSR ZwR8.ºN [ N'A�N ?�`'F R E H G J ` J V aMKMJ G N [ B `<[�[�G B¾\�K ` J ` @:9WB7N&A�N [�G \�9? BIH G	HFG R ��� ( ��� " � ( � �3�)� �  �$��� ��
65<] � � ]�S C(D�=1; S A U	]�S ;(;<@ R + K J �qCJ?�? K NXJ -� @ �0<wR�O [ L	H/KMJ1N<J]D=��R>��N>\ C]? R E H GFG+[ N<Bä\ D/KML Gä[�G J-B G ? BIH G	HFG+? @ `<[ J ` J-aMKMJ G N [ \ [ NXJ ? @ G¾[G�K�C NX\�K ` J;R@?  BA � �8C � �  �� D ������	 & ��] ��E�+ S - ]�_ =R@ ] A<C<C(: R + KMJ ��C]?�? K N<J -

� ; �FQwRÂQwR
.ºN<aMK \�LRKMJ�R E H G���C a Gä[¥= �£BGF `<[�G J @ `<[�H C a N ` @ºH/K I H `<[ D Gä[�? R ��� ( ��� " � ( � �����
�  �1��� ��
65<] �IH,+ S C - ] :X8X=?:(: ] A<C(CX8 R + KMJ ��C]?�? K N<J -� S C �0.TR(� R"��N I<`�HFG D `!F N<J]D ZwR�PSR�. H ` a ` D `'F R�J
	��K�)L � �I��	�� � ( �,	 ��� ( � � C &�" �,	�� �3�)���M� ( �IL
 ����R�Q9N C L<N	]�� `�? B `!P ]�S ;(@<@ R + KMJ ��C]?�? K N<J -� S<S	�N��R7��NX\ C]? R P?\IN&A/K aMK \ EÅ` @�D/KML Gä[�G J/B GT? BIH G	HFG	? @ `<[ J ` J-aMKMJ G N [ \�K HFG¾V D G7Y�G J]D G J?\ Y	[�` A V
a G	H ? R �! ."�$'&�()� ��� ( � � � $ $ � � �O� ( � � ] A<C<C U>R

� S A �N��R ��NX\ CJ? ]'<VRõO [ LRH/K J NXJ�DP� R F�N Y KMJ ? L<N>R �
[ NXBä\5D	K L G¾[�G J-B G ? B¾H G	HFG	? @ `<[ \�K HFGäV
D G7Y�G J�D G J?\ Y/[�` A-a G	H ? R �! ."�$'&�()� ��� ( � � � $ $ � � �O� ( � � ] A<C<C _<R� S7U#� � R � R(�£K BIL G J ? R � K ? B [�G \�K2#7NX\�K ` J ?­` @3J ` J/a KMJ G N [ D/KML Gä[�G J?\�K N<a G�K�C N>\�K ` J ?�C]? KMJ I�G+[	Y aMKMB7K \
J ` J ? \INXJ�D/N [ D HFG \�H ` D ? R �� .& 	�
(�)�  �� �! ."�$'&�( � ( �  
-�)�Q��
(��� $ $ � �R��� ��� ( ��� " � ( � ����]
� �$E ]#S @ S = S @ _R]�S ;(;(; R� S 8 � � R � R1�£KMB¾L G J ? R Z�J ` J ? \IN<J]D-N [ D � J/KM\ G D/KML Gä[�G J/B GX? B¾H G	HFG @ `<[ N­J ` J-aMKMJ G N [ � � � H-N FRV
KMJ I D/KML CJ? K F(Gq? H ` B¾L P N F(G\?�` a C \�K ` J ? R �O� ( ��� " � ( � ������
-� �! ."%$ &�( �,	��%�4
 � � " & ��� ( �  
/]
�'� ]�_ 8�;>= _(_<_R] A<C<C S&R

� S�_ � � R � R1�£KMB¾L G J ? RJZàJ ` J ? \INXJ�D/N [ D � J-K \ G D	KML Gä[�G J-B G(? B¾H G	HFG @ `<[ NQ� ��S HF` D G a KMJ I B `&HZV
A C]? \�K ` J P KM\�H|J ` J/aMK J G N [ N&D F�G Bä\�K ` J�NXJ�D D/KML C]? K ` J;R ��� ( ��� " � ( � ���N��
(� �! ."%$ &�( �,	��
��
 � � " & ��� ( �  
-] H-T ] 8 U ;>=?8<8�: ] A<C(C _<R� S : ���qRUF�R �%` D+# G	? \ F�G J ? L E N<J]D1QVR�QVR 
�NXJ G J/L ` R �+��� ( � " �  V�XW�& ��� �K� �4
"����	ZY\[ & � ( �  
���R
Q­N C L<N	]�� `&? B `�P ]�S ;(D<@ R + KMJ ��C]?�? K N<J -� S D �¸P R ��C BIL Gä[ R �
[ NXBä\ � J/K \ G D/KML Gä[�G J-B GU? BIH G+HFG @ `X[ N<J£N�D F(G Bä\�K ` J =Z[�G NXBä\�K ` J G	K<C NX\�K ` J;R
�� .& 	�
(�)�  �� �.� ] �,	3�,
'�,�^�3[ & � ( �  
��_��
-�`� $ $ � � �3� ( �  
���] T,+ S<S - ]#S C(C(D�= S C S7U	] AXC(C U<R

� S @ � Z R Z R-P/N H N [�? LRK#NXJ�D���R � C R+� `<Y�`'F R � KML Gä[�G J/B G P	BIH G+HFG	? @ `X[ �9N ?��\E J�N H K B ? ]�S ;�D _<R
+ KMJ ��C]?�? K NXJ -� S ; � Z R Z R�P	N H N [�? LRKMK R0a!���Na!���  	,�  �� ? � ] �,	3�,
'�,� ������� " �,�*RQ��N [ B G a �9G L	L Gä[ OªJ/B�RM]�Q G�P
� `<[ L�] A<C<C S�R

� AXC �0/wR�P?\IN [ KML `!F K2bäK CJ? ] � R7cÂK G+I K ? NXJ�D Z R

(N<L C�d�G	F RYZ J-N<a E>? K ?+` @ C-Y�P KMJ�D1NXJ�DÅH-K I H V´[�G¾V
?�` a C \�K ` J ? B¾H G	HFG	? @ `<[U?�` a F K J I B ` J F�G Bä\�K ` J D `�H KMJ�N>\ G D Y/[�` A-a G	H ? KMJ Y�`X[�`�CJ?UHFG D/K N<R
��� ( ��� " � ( � ����� �  �$���4� ��
65N��
(� �'
(��� ��� ����] ����+À8 - ] 8 _?S =?8�DX8 ] A<C(C<: R


