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�	º��<Á�É�Ê�ºQ�>�Ï¾ � � � ¼Ç ¼ ÉR����º·�#¿I¼ ÉR�A�¶È����>É�¼¾	��¿X¾"� α

Â ¿IÉÏ� � Ç º¯��¼ ¿�ÉD��¼ � È�ÉÏ¼ ¾/��¿�Ê����	º��¾��R���	Ç��-ÉÏ¼��<�RÇ���º��>�Ïº<¿�º·�-ÉÏ�RÉ�¼¾	��¿*) � ¼ É�Ê � �¶º � º��?�·º
��ÉÏ¼ ¾/��¿,+ �3� Ê�¼ ¿F»¯� ¹ º<¿�É�Ê�º �>�Ï�*� Â



� ®?¬�®RÌ¥Ì ¨·ÌM¤��(®?£§¤±ª?¡ ª�«F£¶µ�¨ α � �#£�®��·Ì ¨F´�ª(³	¨·Ì¥ÌM¤¥¡���®RÌ �-ª?¬�¤¥£¶µ�²¢ À Ö	Ö
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&©Z ] BIL $ N<KM^;1 Y G ZR) Y J*&48
É�¼��·�RÇ
¼»Q��Çº·»�º·�-ÉÏ�RÉ�¼¾	��¾ � α

Â ¿�É7� � Çº¯��¼¿IÉ��Ï¼ � È�É�¼¾	�#¿+¼� ���"��¼¾	È#¿��"�>��Ç¼��<�?ÉÏ¼ ¾/��¿X� ��¾/� Â
É��Ï¼���¼ �RÇ3É7�	¿ ¹ �	���1ÉÏÊ�º � Ê�¾/Ç º α

Â ¿�É7� � Çº »�¾���º·ÇÇ¼ �>~�� �>¾/»Q��È�ÉÏ�RÉ�¼¾	���	Ç Ç��1��º·»¯�R�#��¼ ��~ �� ¿���º��·¼�	Ç Ç��	Á � Ê�º·� � ºX��º<º<� É�¾�Ê��	����ÇºFÇ ¾/�>~¯¿Iº·ÉÏ¿9¾"�����RÉÏ��Á � Ê�¼��7Ê�� �ÏºE�>¾	»�»�¾	�pÁ:�¶¾"�º����R»Q��Çº	Á�¼� �����R���>¼ �RÇ3�R�#�RÇ���¿�¼ ¿·Á�¾"��� � ¼�~���È�» � º
��¾"��¿�È��7Ê1¿Iº·ÉÏ¿ �
� �"�Ï�	Ç Çº·Ç>�·¾	»Q��È�ÉÏ¼ ��~ ¼¿�¿IÈ��
�>º(¿�¿��¶È�ÇÇ��ê� �>��Ç ¼º<��¼�¯»¯�R�:�²�"��º(�	¿ � Ä��©��� È>�X~/¾/�	Ç�¼¿ É�¾� �>��Ç���¼ Éq�¶¾"�èÉÏÊ�º���È�»�º
�Ï¼��·�RÇ�¿�¾	ÇÈ�ÉÏ¼ ¾/�²¾"� α

Â ¿IÉÏ� � Çº�»ê¾���º<Ç Ç¼�>~E�>��¾ � Çº·»¯¿ �/� Ê�º�¾ � ½�º7� ÂÉ�¼��	º9¾ ��É�Ê�¼ ¿q���"�#º��
¼¿��#� �7�RÇÇ º<Ç ¼�
<�RÉ�¼¾	��¾"��ÉÏÊ�º�¿I¾/Ç È�É�¼¾	�ê¾ ��É�Ê�º�¿IÉÏ� � Ç º�Ç � � ���"�Ï�	»êº·É�º��Ï¿º<¿IÉ�¼»��RÉ�¼¾	� �>��¾ � Çº·» ��� ºF�"��º���ºH����¼ �>~¯¿�º
�/º
�7�RÇ�Ê�¼ º��Ï�"�D�7Ê�¼��<�RÇ�Çº
�/º·Ç ¿�¾ �L�#� �7�RÇÇ º<Ç ¼ ¿I» �� º
�/º
�7�RÇ��>¾-� �7¿Iº Â �	��� ����º Â ~*�Ï�	¼ ��º(� ���?ÉÏ� Â �#� �7�RÇÇ º<Ç��	Ç�~/¾"�Ï¼ÍÉÏÊ�»¯¿9� �ÏºG����¾*�#¾-¿Iº(� ��� Ê�º·¼��
�#º����¶¾*��»¯�R���>º�¼¿�¼�F�/º<¿IÉ�¼�~/�RÉ�º<��¾	�c��� �7�RÇÇ º<Ç?�>¾	»Q��È�É�º
�7¿ � ¼ÍÉÏÊê��¼¿IÉ��Ï¼ � È�É�º(�²�	���²¿�Ê��"��º(�»êº<»�¾"�D� �

�%p���t������ �"! |$#*t?u�|$�yxat>|�vbs%#

� Ê�º²¿IÉÏ� � Ç º²��¼¿IÉ��Ï¼ � È�É�¼¾	�h�<�R� � º�»�¾/¿IÉG�·¾	�:�	º<��¼º·�-É�Ç�� ��º(¿��
��¼ � º<� � � ¼ ÉÏ¿G�7Ê��"�Ï�*��É�º�� Â¼¿IÉ�¼��G�¶È����>É�¼¾	�
log ϕ(t) =

{

−σα|t|α{1 − iβ sign (t) tan πα
2
} + iµt, α 6= 1,

−σ|t|{1 + iβ sign (t) 2

π
log |t|} + iµt, α = 1,

) ×��Ö +
� Ê�º
�Ïº α ∈ (0, 2] Á β ∈ [−1, 1] Á σ > 0 Á µ ∈ R

�b� º���º α ¼¿êÉÏÊ�º��7Ê��"�Ï�*��É�º���¼ ¿IÉ�¼��º��?�#¾/��º·�-É )¶É�Ê�º�¼����º��X¾ ��¿IÉÏ� � ¼Ç ¼ ÉR��+�Á β ¼¿3É�Ê�º�¿ ¹ º � ��º(¿�¿<Á µ ¼ ¿3ÉÏÊ�º Ç¾:�<�?ÉÏ¼ ¾/�M��� �7�R»�º>ÉÏº
��R��� σ ¼ ¿�É�Ê�º�¿��<�RÇº����"�Ï�	»êº·É�º�� ��� ¿IÉÏ� � Çº��>�Ï¾ � � � ¼ Ç¼ ÉR� ��º<��¿I¼ ÉR� �¶È�����ÉÏ¼ ¾/� ) �'& � +�¼ ¿¿���»�»�º>É��Ï¼��·�RÇ%¼'�"�	���g¾	��Ç��a¼'� β = 0
�(� Ê�º·� σ = 1 �R��� µ = 0 É�Ê�º ��¼ ¿�ÉD��¼ � È�ÉÏ¼ ¾/�¼¿G�·�	Ç Çº<��¿IÉÏ�	�����"�Ï��¿IÉÏ� � Çº ��� Ê�ºc~/º·��º��Ï�	Ç �'& � ¾ �%É�Ê�º�¿�É7� � Çº²��¼¿IÉ��Ï¼ � È�É�¼¾	���<�R� � º¿�É7�R�����"�Ï��¼�
<º<�Ñ¿IÈ��7Ê É�Ê#�?É

p(x, α, β, µ, σ) =
1

σ
p
(x − µ

σ
, α, β, 0, 1

)

=
1

σ
p
(x − µ

σ
, α, β

)

.

� Ê�ºb�·�	��¾	��¼��<�RÇ �Ïº
�>�Ïº<¿�º·�-É7�?É�¼¾	�*) ×�� Ö +�Ê��/¿y¾	��º ¿�º
�Ï¼¾	È�¿3��¼¿Ï�	�?�?�	�/É7� ~/º �>� Ê�ºq�¶È�����ÉÏ¼ ¾/��¿
ϕ(t) Ê����	ºF��¼ ¿D�>¾	�-ÉÏ¼ ��È�¼ É�¼º<¿��RÉ+�RÇÇ���¾	¼�-ÉÏ¿�¾"�kÉÏÊ�ºM�¶¾"�Ï» a = 1, β 6= 0

�#� Ê�º
�ÏºH�¶¾*��ºG�¶¾"��-È�»êº���¼��·�	ÇU��È>�D�#¾-¿Iº(¿�¼ÍÉ�¼ ¿��	�>�-¼ ¿Ï� � Çº"ÉÏ¾¯È�¿�º � ¾	Ç �R�*) ¿ � Ö<Ä�� �#� �7�R»�º>ÉD��¼�
<�RÉ�¼¾	�

log ϕ0(t) =







−σα|t|α(1 + iβ sign (t) tan πα
2

((σ|t|)1−α − 1)) + iµ0t, α 6= 1,

σ|t|(1 + iβ sign (t) 2

π
log(σ|t|)) + iµ0t, α = 1.



À Ö(×  �� � ¨>Ìª?Ó?®�¢7¸²Ë����#£�®?¬�¤��/ª?Ó(¤	�>¤¥¦�¢
� Ê�¼¿=��� �7�R»�º·É��Ï¼�
(�?É�¼¾	� ¼ ¿ �`�?� �Ï¼�	�-É�¾"����¾	Ç¾RÉ7� �Ïº
� ) ¿�) M +Q���"�Ï�	»êº·É��Ï¼�
(�?ÉÏ¼ ¾/� � ×RÆ�� Á
� ¼ÍÉÏÊ É�Ê�º �7Ê�� �7�"�>É�º���¼ ¿�ÉÏ¼��^�¶È�����ÉÏ¼ ¾/� �R��� Ê�º·���·º¯É�Ê�ºÑ��º<��¿�¼ÍÉR�g�R��� É�Ê�ºÑ��¼¿IÉ��Ï¼ � È�É�¼¾	�
�¶È�����ÉÏ¼ ¾/�F½�¾	¼�-É�Ç��^�·¾	�-É�¼��È�¾	È#¿
¼ � �RÇÇ>�¶¾	È��b���"�Ï�	»êº·É�º��Ï¿ �R� Ê�º"Ç¾?�·�RÉ�¼¾	�Q��� �7�R»�º·É�º
�7¿
¾"�É�Ê�ºXÉ � ¾Q��º��>��º(¿Iº<�-ÉÏ�?ÉÏ¼ ¾/��¿�� �ÏºG�Ïº·Ç �?ÉÏº<� � �

µ0 =

{

µ + βσ tan πα
2

, α 6= 1,

µ + βσ 2

π
ln σ, α = 1.

�'& ��¾ �kÉ�Ê�ºXÉ � ¾Q��º��>�Ïº<¿�º·�-ÉÏ�RÉ�¼¾	��¿9� �ÏºG��º<Ç�RÉ�º<� � �

p(x, α, β, µ, σ) =
1

σ
p0

(x − µ0

σ
, α, β

)

,

Ê�º
�Ïº p0(x, α, β) ¼¿ � ¾	Ç �R� ) ¿�¿IÉÏ�	����� �7� ¿IÉÏ� � Çº � & �

p0(x, α, β) =
1

π

∫

∞

0

exp(−tα) cos(h(x, t; α, β)) dt, ) ×�� × +
� Ê�º
�Ïº

h(x, t; α, β) =

{

xt + β tan πα
2

(t − tα), α 6= 1,

µ + βσ 2

π
ln σ, α = 1.

�%p�� !���� � ��zUx%�$�Lt>|�vbs

� ¼ÍÉÏÊ�¾	È�É��	���RÇ��-É�¼��·�	Ç��Ïº
����º(¿Iº<�/É7�?ÉÏ¼ ¾/��¾ � �'& � ) � ¼ É�Êg� �¶º � º��>�>º
��É�¼¾	��¿<Ø �X�RÈ�¿Ï¿�¼�	���¼¿IÉ��Ï¼ � È�É�¼¾	�pÁ ( �	È��7Ê:� ��¼ ¿�ÉD��¼ � È�ÉÏ¼ ¾/�3Á �	� �:� ��¼ ¿IÉ��Ï¼ � È�É�¼¾	��¿,+yÉÏÊ�º%�>�7�"��ÉÏ¼��<�RÇ-¼ »Q��Çº·»�º<� Â
ÉÏ�?ÉÏ¼ ¾/��¾"��¿IÉÏ� � Ç ºê»�¾���º·Ç ¿X¼¿F� ��¾/�/ÉD��¼���¼�	Ç�ÉÏ�	¿ ¹��y� Ê�º
�Ïº�¼¿F� ��È�» � º
�F¾"����È�»�º
�Ï¼��<�RÇ»êº·É�Ê�¾���¿ É�Ê��RÉ%Ê����/º � º<º·�Q�¶¾	È����¯È�¿�ºH�¶È�Ç#¼ � ���Ï�*��É�¼��>º )V��¼���º7��É%��È�»�º
�Ï¼��·�RÇ�¼ �-É�º�~"�7�?ÉÏ¼ ¾/�»êº·É�Ê�¾���¿ � 
�Á Ö(Æ Á Ö 
 � Á �#�	¿IÉ ��¾	È>�Ï¼ º�� � �Ï�	��¿R�¶¾*��» »�º>É�Ê�¾�� � Ö(Å�� Á7��¾	Ç��-��¾	»�¼�	Ç Â � �/¿Iº(���"� Â
�>��¾���¼»¯�?É�¼¾	�1»�º>ÉÏÊ�¾�� ��� � Á#»�º>ÉÏÊ�¾���¾"�
É � ¾=�-È��/�?�7�?É�È���º(¿ � ×�� + �m� ¾ � º��	º��<Á�ÉÏÊ�º�»�¾-¿�É¿I¼»Q��Ç º � ���gÉ�¾gº����	Ç È#�?É�º�¿IÉÏ� � Ç º �'& � )¶¼��ÉÏÊ�ºT�·�/¿Iº1¾ � α > 1 Á �/¿�¼ÍÉ ¼ ¿�È�¿�È��RÇÇ���	¿Ï¿IÈ�»�º(��¼ � �#���R���·¼�	Ç�»¯�?ÉÏÊ�º·»¯�RÉ�¼��·¿,+
¼ ¿ ÉÏ¾N�Ïº
��Ç �"�·º9É�Ê�º+¼ »Q�>�Ï¾"��º
��¼ �-É�º�~"�7�RÇ#¼ � ) ×�� × +
� ¼ÍÉÏÊ1�	�Ñ�"�>�>�Ï¾���¼ »¯�?ÉÏ¼ ¾/�

p0(x, α, β) ≈
1

π

∫ ∆

0

exp(−tα) cos(xt + β(t − tα) tan
πα

2
) dt. ) Æ��Ö +

� º
�Ïº ∆ = − lnπε Á � Ê�¼ Çº�É�Ê�º�º
�D��¾*�¯¾ � ) Æ��Ö +ê¼ ¿¯��¾	É=~"�Ïº<�RÉ�º��²ÉÏÊ��R� ε
� � ¾ � � ºº
�?�RÇÈ��?ÉÏº ÉÏÊ�º�¼�-É�º�~"�7�RÇ	¼��) Æ��Ö +U��¼ �y�X�	È�¿�¿ Â�� ��¾/�>��¾��G�-È��	�?�7�?ÉÏÈ>�Ïº<¿ � ¼ É�Ê²�R���*�
�>È��Ï�*�H�

ε
��� Ê�º�ÉÏ¾RÉ7�RÇ+�*�
�·È>�Ï�*�H� ¾"�FÉ�Ê�º�º
�?�RÇÈ��?ÉÏ¼ ¾/�h��¾�º<¿ ��¾RÉÑº��>�>º<º<� 2ε

�
� º�È�¿�º<� ÉÏÊ�¼ ¿� �>�>�Ï¾/�*�7Ê �¶¾"�1¼ ÉÏ¿1¿I¼»Q��Ç¼��·¼ÍÉR�/Á�Ê�¾ � º��	º
� É�Ê�ºg»�º>ÉÏÊ�¾��h¾"� É � ¾ �-È��	�>�Ï�RÉ�È>�Ïº<¿ � × � ¼ ¿º��?�#º7��ÉÏº<� É�¾ � ºE�±�	¿IÉ�º
� �

.p�� #*t>|�� ��t>|Rvbs v���� ��u ��� ��t�� u #`v�� ��t������ ��� vaw � � #

� Ê�º »�¾/¿IÉc����º7�>¼ ¿Iº )V�R��� »ê¾-¿�É²É�¼»�º �·¾	��¿�È�»�¼ ��~ +X»�º>ÉÏÊ�¾�� ¾"��º<¿IÉ�¼»��RÉ�¼¾	� ¾"�"¿�É7� Â
� Ç º ��� �7�R»�º·É�º
�7¿¯¼ ¿ } �'��¼ »²È�» � ¼ ¹ º·Ç¼ Ê�¾-¾�� ) }�� + »êº·É�Ê�¾�� � Æ��©�9� Ê�ºh���"�Ï�	»êº·É�º��Ï¿



� ®?¬�®RÌ¥Ì ¨·ÌM¤��(®?£§¤±ª?¡ ª�«F£¶µ�¨ α � �#£�®��·Ì ¨F´�ª(³	¨·Ì¥ÌM¤¥¡���®RÌ �-ª?¬�¤¥£¶µ�²¢ À Ö<Æ
(α, β, µ, σ) �·�R� � ºÑº<¿IÉ�¼»��RÉ�º(� ����¾/»vÉ�Ê�º ��º·É�È>�Ï��¿ x1, x2, . . . , xn

� �g»¯� ��¼»ê¼�
·¼�>~É�Ê�ºFÇ¾"~ Â Ç¼ ¹ º·Ç¼ Ê�¾-¾����¶È�����ÉÏ¼ ¾/�

L(α, β, µ, σ) =
n

∑

k=1

ln p(xk , α, β, µ, σ). )±À �Ö +
� »Q��¼��Ï¼��·�RÇ�¿IÉ�È���¼ º(¿�¿�Ê�¾ � ÉÏÊ��?É�É�Ê�º�Ç¾"~ Â Ç¼ ¹ º·Ç¼Ê�¾�¾���É7� �D~	º·ÉL�¶È�����É�¼¾	�êÊ��/¿pÈ���¼ º��-ÉD��º<»¯�RÇ���?ÉÏÈ>��º/Á
¾ �¥ÉÏº·� � ¼ÍÉÏÊ �	º
�D�  #�RÉ¯¿�È>���±�"�·ºÑ¼� É�Ê�º���º·¼�~	Ê � ¾*��Ê�¾-¾�� ¾ �"ÉÏÊ�º�º���ÉD��º<»�È�» �
�k¼�~	È���º × ¿IÊ�¾ � ¿ Æ & �>È�É7¿�¾ ��É�Ê�ºÑÉ7� �D~	º>ÉQ�¶È�����É�¼¾	�pÁ
¾ � É7�R¼��º<� � �`����¼ ��~ �#�R¼��Ï¿�¾"�
��� �7�R»�º>ÉÏº
�7¿ ��� Ê�º+ÉÏ�"��~/º>É��¶È�����ÉÏ¼ ¾/� � �	¿��·�	Ç��·È�Ç �?É�º(� � ¼ É�Ê É�Ê�ºF¿Ï�R»Q��Çº+¾"� �Ïº>É�È�����¿�¾"�¿I¼�
·º 5000 ~/º·��º��Ï�RÉ�º(� � ¼ É�ÊÑÉ�Ê�ºE�¶¾/Ç Ç¾ � ¼�>~Q��� �7�R»�º>ÉÏº
�7¿·Ø

α = 1.5, β = 0.5, µ = 0, σ = 0.1. )±À � × +

µ = 0
N<J $ σ = 0.1 β = 0.5 N<J $ σ = 0.1 β = 0.5 N·J $ µ = 0

α = 1.5 N·J $ σ = 0.1 α = 1.5 N·J $ µ = 0 α = 1.5 N·J $ β = 0.5

�
	����jHe�� ��S�� B4)	ZR& ]�/LVQ\ ZIN Y 6(G Z / )/J-BÏZ�K ] J I 8 8 @ K�8
� ¾1¾"��É�¼»ê¼�
·º�ÉÏÊ�º Ç¾"~ Â Ç¼ ¹ º·Ç¼ Ê�¾-¾��h�¶È�����ÉÏ¼ ¾/� � º�È�¿�º�É�Ê�º � º<Ç��º�� Â�} º(�	�a¿I¼»Q��Ç º��»êº·É�Ê�¾�� ��� ÇÍÉÏÊ�¾	È>~/Ê É�Ê�¼¿ »�º>É�Ê�¾��h¼¿ ��¾RÉ É�Ê�º �±�	¿IÉ�º(¿�É(Á�¼ ÉÑ��¾-º(¿ ��¾RÉ �Ïº��-È�¼��Ïº��R�:���º
�Ï¼��?�RÉ�¼��	º )�~*�Ï�/��¼ º<�-É<Á � º(¿�¿�¼�	��+%�·�	Ç��·È�Ç �?É�¼¾	� �� � � � � Çº Ö � º ¿�Ê�¾ � É�Ê�º=�Ïº<¿�È�ÇÍÉ7¿�¾"� }�� ¾*��É�¼»�¼�
(�?ÉÏ¼ ¾/�`�¶¾"�²É�Ê�ºÑ���?É7��¿�º>É7¿�¾"�¼ ���
��º(�	¿�¼ ��~�¿I¼�
·º �è� �"�7Ê ���?ÉÏ�a¿�º>É � �/¿�~	º<��º
�7�?ÉÏº<� � ¼ É�Ê É�Ê�º1¿Ï�R»�ºÑ¿�º>Éê¾ �O�#� �7�R»�º Â

É�º
�7¿%)±À � × +�Á � Ê�¼��7ÊF¼¿k�%��º
�¶º
�Ïº·���·º ¿I¾/Ç È�ÉÏ¼ ¾/�F¼ �F¾/È>�3��È�»�º
�Ï¼��·�RÇ	º��?�#º���¼»�º·�-ÉÏ¿ �<� Ê�º �'& �¼ �-É�º�~"�7�RÇ ) Æ�� Ö +"¼ ¿E�>¾/»^��È�É�º(� � ¼ É�Ê�É�Ê�º¯�*�
�>È��Ï�*�H� 10−11
�y� ��ÉÏÊ�º¯¿I¼»Q��Çº���»�º>ÉÏÊ�¾��yÁ

� º�É7� ¹ º ε = 10−5
� ��È>��É�Ê�º��%¼���H�Ïº<�/¿Iº9¾ ��ÉÏÊ�º+�*�
�>È��Ï�*�H����¾�º(¿ ��¾	É�� &�º��>É É�Ê�ºO��º(¿IÈ�Ç ÉÏ¿ �

( ¾	»Q��È�É7�?É�¼¾	�#¿¯�R��� É�¼»�º�»êº(�	¿�È>�Ïº·»�º·�-ÉÏ¿ � º
�ÏºA�#º����¶¾*��»�º<� ¾	� � �-É�º<Ç � º<�-É�¼È�»�À
�>��¾?�·º<¿Ï¿I¾*� � ¼ É�Ê Æ�� × � � 
 �
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