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��+��=ËË-,/.0.ö�1 ¼32 ,/.¡¾Ø�=À ¼32 ,/.¡¾54 ¼ +�Â����,4�¾G¿��6TË ¼ ¾#7¯¾98!6:+��	¾ ÂÆ¾GËÆ�=����¾<;=.8Â¦¿<+a¿9+ ¼ ¿ÁÀ6�=�#¾ È
Å ¼ À6¾ ¼ ¾<6µ�	Ë ¼ ,�>�¿9+ ¼#2 ,/.?4 ¼ Â��Ã É 8@6:+aËÆ�=ÀÃ ¼ Àz¿<+��=�a¿<+ ¼ Å ¼ ÀG¿Â-6;�=Ë�¾<6µ�=Ë ¼ 7A.ê�Y¿ ¼ À � ¼CB ¿9+@;T�
Ç�D B#¼ ÀÁÂ É ¼ �-¿¾ ¾E+�,/.l¿9+��=¿ � ¼ Å ¼ Ë-, B É ¼ �-¿F,�>#.ö�1 ¼ ¾VÂ� ¾9+��=ËËG,/.H.ö�=¿ ¼ À�¾GÂÃ	��ÂJI@6;�=�-¿ÁË-K
��ÂJL ¼ À6¾�>òÀ9, É ¿9+ ¼ � ¼ Å ¼ ËG, B É ¼ �-¿�,>'.ö�1 ¼ ¾�Â�y� ¼;¼MB .ö�=¿ ¼ À;�ON#+�ÂÆ¾ ÂÆ¾aË Â��1 ¼ � ¿<,�¿<+ ¼
>¯�6�¿�¿9+��=¿�Ë Â É Â¦¿ ¼ �P.ê�Y¿ ¼ À�� ¼MB ¿<+P+��	¾ ��¾�¿À9,/��Ã�Â � 2 8 ¼ �@6 ¼ ,/��¿9+ ¼ � ¼ Å ¼ ËG, B É ¼ �-¿�,>
2 ,/.[Â��¾G¿�4�Â ËÂ ¿ÁÂ ¼ ¾;�@QR,=¿Á¿9, É >òÀÁÂS6�¿ÂG,/���6T¿¾¡�/¾¡� ¾E8 B�B À ¼ ¾¾GÂ-,	�T>¯�6T¿9,/ÀU>A,	À8¿<+ ¼ Ã/À9,/.ê¿<+
,�>ê¿ÁÀ6�=��¾ÁÅ ¼ À¾ ¼VB#¼ ÀG¿<8�À<4��Y¿ÂG,/��¾µ� » ,	À ¼ ,YÅ ¼ À(Ä ¼ Å,/ËG8�¿ÂG,/�W,�>ê¿9+�À ¼µ¼ È ��Â É ¼ �#¾GÂ-,	���	Ë
Â �#¾�¿6� È
4�Â ËÂ ¿ÁÂ ¼ ¾�Â¾ B À ¼ Å ¼ �-¿ ¼ ���X8 ¼ ¿9,�¾ É �=ËË Å ¼ ÀÁ¿ÁÂS6µ�	Ëc¾<6µ�	Ë ¼ ���+¾"Â ¿Y+#�	¾%4 ¼;¼ �©¾9+�,/.8� ¼ D B�¼ À È
Â É ¼ �-¿6�=ËËGK/Äh¿9+ ¼V2 ,/. B �Y¿Á¿ ¼ À�Z,�>8� ¾9+��=ËË-,/.[.ö�1 ¼�2 ,/. ¼ D +�ÂG4�Â¦¿6¾D�T6M, É B Ë ¼ D ¼ ���XK È
Ë Â-1 ¼ É ,	¿ÁÂ-,	�2��¢�,	ÀÁ¿ ¼ D ¾�¿À98!6T¿98�À ¼ ¾',4�¾ ¼ ÀÅ ¼ ��Â ��¾E+#�=ËËG,/.\.ê�Y¿ ¼ À"Â� É �=��K]6µ�/¾ ¼ ¾ É �^K
À ¼ ¾ ¼ É 4�Ë ¼_2 ,/. B �Y¿Á¿ ¼ ÀÁ��¾aÂ�r� ¼µ¼MB .ê�Y¿ ¼ À;Ä54�8�¿�Â� ¾E+��	Ë Ë-,/.`.ê�Y¿ ¼ Àa6µ�	¾ ¼ ¿9+ ¼ 6b,/ÀÁÀ ¼ È
¾ B ,	����Â ��Ã 2 ,/. B �=¿G¿ ¼ À��¾36;�=�V4 ¼ ,4�¾ ¼ ÀÅ ¼ � �=¿ É 8!6:+�ËÆ�=ÀÃ ¼ À
Å��	ËG8 ¼ ¾�,>�¿<+ ¼   ¼ K���,	ËÆ��¾
��8 É 4 ¼ À(�!c�,/À ¼ D � É B Ë ¼ Ä B +�,	¿9,	Ã/À� B +��d,�� º^e/� 4�K ¢ �=�gf'K�1 ¼ih �/j ¾9+�,/.¡¾#>A,	À É �Y¿ÂG,/�
,�> ¼ ����Â ¼ ¾Y,	ÀÃ/�	��Â ½µ¼ ��Â �-¿9,�� Å,	ÀÁ¿ ¼ D ¾�¿À ¼;¼ ¿k4 ¼ +�Â �#���	�l,�4�¾�¿6�6µË ¼ Â ��¾9+��=ËËG,/.m.ê�Y¿ ¼ À
�=Ë ¿9+�,�8�Ã+�¿<+ ¼   ¼ K-�!,	ËÆ��¾���8 É 4 ¼ ÀF>A,	À�¿9+�ÂÆ¾�6;�	¾ ¼ ÂÆ¾
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�c�',=¿ ¼ ¿9+#�Y¿�Å�,	ÀÁ¿ ¼ D ¾�¿À ¼;¼ ¿

B �Y¿Á¿ ¼ À��Â �]8���4(,8��#� ¼ � 2 ,/.¡¾êÂÆ¾8ËÂ É Â ¿ ¼ � ¿<,�¾GÂÃ	��ÂGI@6;�=�-¿ÁË-K ¾ É �	Ë Ë ¼ À¡  ¼ K���,	ËÆ��¾ê��8 ÉaÈ
4 ¼ À¾;� Ç�D B#¼ ÀÁÂ É ¼ �-¿�	Ë
�=���©��8 É ¼ ÀÂ-6;�=Ë
���Y¿6� B À9,YÅ�ÂÆ� ¼ ¼ Å�Â� ¼ �!6 ¼ >A,	ÀV¿<+ ¼VB À ¼ ¾ ¼ �!6 ¼ ,>
¿*.�, È ��Â É ¼ ��¾ÁÂ-,	���	Ë(6M,+ ¼ À ¼ �/¿8¾G¿ÁÀ<8!6�¿<8�À ¼ ¾öÂ ��¾E+#�=ËËG,/.n.ê�Y¿ ¼ À 2 ,/.¡¾R.U+�ÂS6:+ �	À ¼ � ¼ I#� ¼ �
Â � h o�j �	¾k6b,/��� ¼ 6�¿ ¼ ��ËÆ�=ÀÃ ¼ È ¾<6µ�	Ë ¼p2 8�Â� É �	¾¾ ¼ ¾%.8Â¦¿<+�� B +��/¾ ¼ È 6M,	ÀÀ ¼ Ë�=¿ ¼ ��Å,	ÀÁ¿ÁÂS6TÂ ¿*K
¿9+��=¿ ¼ D ¿ ¼ ���]8���ÂG>A,	À É ËGKi,YÅ ¼ Àê¿<+ ¼k2 8�ÂÆ��Ë�^K ¼ Àp7A.8Â ¿9+�¿<+ ¼D¼ D 6 ¼MB ¿ÂG,/�T,>Ø�V4(,8������=À<K
Ë�^K ¼ Àq;��sr�,+ ¼ À ¼ �-¿�¾�¿À98!6T¿98�À ¼ ¾k,�4�¾ ¼ ÀÅ ¼ ��Â � ¾9+��	Ë Ë-,/. 2 ,/.¡¾D�	À ¼ 4 ¼ ËÂ ¼ Å ¼ ��¿<,g4 ¼ ¿<+ ¼
¼ ��� B À<,��X8!6�¿a,>�ËÆ�=ÀÃ ¼ ¾96;�=Ë ¼T2 ,/. Â��¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K hte^j ��N#+ ¼ ,/��¾ ¼ ¿��=���rÂ��Â ¿ÁÂÆ�=Ë¡� ¼ Å ¼ Ë È
, B É ¼ �-¿',>Ø¿*.�, È ��Â É ¼ ��¾ÁÂ-,	���	Ëu6b,+ ¼ À ¼ �-¿+¾G¿ÁÀ<8!6�¿<8�À ¼ ¾d6µ�	�g4 ¼ �=���	ËGK ½µ¼ �T4�K É ¼ �	��¾d,>
Ë Â� ¼ �	À%�=�#�V. ¼ ��1�ËGK ��,	��Ë Â� ¼ �	À%¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K ¿9+ ¼ ,	À<K	�-��+��=ËË-,/.v.ê��1 ¼R2 ,/.¡¾µÄ/Â � B �=ÀÁ¿ÁÂS6b8�ËÆ�=À
2 ,/.¡¾�4 ¼ +�Â��� ÂÆ¾ÁË�	����¾ Â��ÀÂ Å ¼ À6¾ �=�#�V4��^K�¾µÄ-�=À ¼ �=�i,�4Xw ¼ 6T¿3,�>�Ã	À<,/.8Â��ÃDÂ �-¿ ¼ À ¼ ¾G¿�>òÀ9, É
¼ ��Å�Â À<,	� É ¼ �/¿6�=Ë B ,	Â�-¿�,>2Å-Â ¼ .D��r�, É B Ë ¼ D 2 ,/.¡¾�6TÀ ¼ �Y¿ ¼ �a4�K ¼ ����Â ¼ ¾�6;�=��¿ÁÀ6� B_B ,/Ë Ë-8 È
¿�=�-¿6¾µ�@x5,�,/Àd.ö�=¿ ¼ À'6TÂÀ<6M8�ËÆ�Y¿ÁÂ-,	��Â���a.ê��1 ¼ É �^K Ë ¼ �	� ¿<, � ¼MB ,/¾ÁÂ ¿ÁÂ-,	�g,�> ¾ ¼ ��Â É ¼ �-¿¾;�
N#+ ¼ ¾ ¼ ¿*.R,�>¯�6�¿<,	À6¾�6;�=� À ¼ ¾E8�Ë ¿êÂ � B ,�,	À#.ê�Y¿ ¼ À#y�8#�=ËÂ¦¿*Ka,/��¿9+ ¼ ¾9+ ¼ Ë¦¿ ¼ À ¼ ��¾ÁÂ� ¼ ,>c�=�
Â¾ÁË�	�����c���!6TÀ ¼ �/¾ ¼ �P6b,	�@6 ¼ �-¿À�=¿ÁÂ-,	�W,�>"¾ ¼ ��Â É ¼ �-¿¾ �=���?6b,	�-¿6� É Â �#�=�-¿¾ É ÂÃ+-¿a��L ¼ 6�¿
É �	ÀÁÂ� ¼ 6b8�Ë¦¿<8�À ¼ 6;��8�¾ÁÂ ��Ã�Ä�>A,	À ¼ D � É B Ë ¼ Ä�I#¾9+ ��Â¾ ¼ �/¾ ¼ �=�#� É ,	ÀÁ¿�	Ë Â ¿*K	���ó¿8ÂÆ¾U4 ¼ ËÂ ¼ Å ¼ �
¿9+��=¿�¿<+ ¼ ¿ÁÀ6� B�B Â ��Ãz,�>öËG,/. È ¾Á�	Ë Â��Â ¿*Kzx ¼ �=ÀË ÀÂÅ ¼ ÀY.ê�Y¿ ¼ À+Â�©¿9+ ¼ ¾9+ ¼ Ë ¿ ¼ À ¼ ���=À ¼ �/¾"Ë ¼ �
¿9,aÂ �-¿ ¼ ��¾ ¼ ¾G¿ÁÀ6�Y¿ÂJI(6µ�Y¿ÂG,/� �=�#��À ¼ ¾98�Ë¦¿ ¼ � Â ��� ¼ �=¿9+�¾R,> É �=ÀÂ � ¼ Â��+���4�Â¦¿6�=�-¿¾êÂ� �',	��Ã
�',/��Ã�Â� ºCo�o�{iht�^j ��� ¼µ¼CB Â ��Ã �=ËË���4(,YÅ ¼ È ¾�=ÂÆ�aÂ � É Â��� Â¦¿êÂÆ¾R6µË ¼ �=À%¿9+��=¿êÂ ¿êÂ¾ ¼ ¾¾ ¼ �-¿ÁÂÆ�=Ë
¿9,g1���,/.[>¯��6�¿<,	À6¾VÂ � 2 8 ¼ �!6µÂ ��Ã 2 ,/. B �=¿G¿ ¼ À��¾D�=���2Äz�	¾�� À ¼ ¾98�Ë ¿;Äu.ê�Y¿ ¼ ÀF6TÂÀ:6b8�ËÆ�Y¿ÂG,/�
Â ��¾E+#�=ËËG,/.m.ê��1 ¼ ¾;�@f%8 ¼ ¿9, ¿9+�ÂÆ¾V�=���2Ä(,>R6M,8�À6¾ ¼ Ä#Â��Å�Â ¼ .H,�> ¿<+ ¼ ÂÀ ¼ ��Å�Â À<,	� É ¼ �/¿6�=Ë
¾GÂÃ	��ÂGI@6;�=�!6 ¼ Ä=¾9+��=ËËG,/.|.ö�1 ¼�2 ,/.¡¾O+���Å ¼ 4 ¼µ¼ ���=���	ËGK ½;¼ ��Â��¿9+ ¼ Ë Â ¿ ¼ À�=¿98�À ¼ 4@,	¿9+�¿9+ ¼ È
,	À ¼ ¿ÁÂS6µ�	Ë Ë-K��	��� ¼ D B#¼ ÀÁÂ É ¼ �-¿�	Ë Ë-K	��r�+ ¼ �

& } Â À<1Y� h ºqj(B#¼ ÀE>A,/À É ¼ � ¼ D B�¼ ÀÂ É ¼ �-¿�=Ë�¾G¿98#��Â ¼ ¾
,�> 2 ,/.¡¾F4 ¼ +�Â ���?6TÂÀ<6M8�Ë�	À�6bK�ËÂ �#� ¼ À6¾��	��� ¾E+!,/. ¼ ��¿<+��Y¿ ¿9+ ¼ À ¼ �=À ¼ ¿9+�À ¼µ¼ ��ÂJL ¼ À ¼ �-¿
¿*K B�¼ ¾Y,> 2 ,/. B �Y¿Á¿ ¼ ÀÁ��¾%,4#¾ ¼ ÀÁÅ ¼ ��Â�©¾9+��=ËËG,/.\.ê��1 ¼ ¾;Ì�Å,/ÀG¿ ¼ D ¾9+ ¼ ����Â ��Ã#Ä@8���¾�¿ ¼ �/�XK
4�8�4�4�Ë ¼ �=�#� ¾G¿ ¼ �	�XKi4!8�4�4�Ë ¼ �!N#+ ¼ K �	Ë¾9,�>A,8���� ¿<+��Y¿ê¿9+ ¼ ¿*K B�¼ ,�> 2 ,/. B �Y¿G¿ ¼ À�z,�4 È
¾ ¼ ÀÁÅ ¼ � Â� ��.ö�1 ¼ � ¼MB�¼ ����¾#,/� � ¾E+��	Ë Ë-,/.~.ê��1 ¼ ¾�¿6��4�ÂËÂ¦¿*K B �	À� É ¼ ¿ ¼ À

S = cfD/H
Ä

.U+ ¼ À ¼
cf

ÂÆ¾è¿9+ ¼ 4(,=¿G¿<, É >òÀÂ-6T¿ÁÂ-,	�T6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿(Ä
D

Â¾è¿9+ ¼ ��Â É ¼ �#¾GÂ-,	�i,>2¿9+ ¼ ,�4�¾G¿�6µË ¼
7 ¼ � Ã���6bK�ËÂ �#� ¼ Àq; �	���

H
ÂÆ¾�.ê�Y¿ ¼ Àè� ¼MB ¿<+2�XN#+ ¼'B �	À� É ¼ ¿ ¼ À

S
.ê�	¾%Â �-¿ÁÀ<,��X8!6 ¼ � ¼ �=ÀË Â ¼ À

4�K�����Ã/À� É
&
r�+�8 h �/j �(N#+ ¼ ¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K],>%¾E+��	Ë Ë-,/. 2 ,/.¡¾d+��/¾'4 ¼µ¼ ��Ë�=¿ ¼ À�¾G¿98���Â ¼ �g4�K

É �	��K���8�¿<+�,	À6¾ h � Ä { Ä � Ä º^��j �uN#+ ¼ Â��� ¼CB#¼ ��� ¼ �!6 ¼ ,�>è¿9+ ¼�2 ,/.H6:+��=À6�6T¿ ¼ ÀÂÆ¾�¿Â-6;¾d,	�



��·ó§��T¤³°K¤³·Ê¸ � ®h§Y°K¸�¶�¤Æ¶ 
�� ��¬�§=°³° 
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� ¶ ����o
¿9+ ¼ Å ¼ ÀÁ¿ÁÂS6µ�=Ëu6M,�,	À6��Â �#�Y¿ ¼ ÂÆ¾8�=���	¾¾E8 É B ¿ÁÂ-,	� ¿9+��=¿¡Â¾#8�¾98��	Ë Ë-K É �	� ¼ Â� ¿9+ ¼ ¾G¿�4�ÂË Â ¿*K
�=���	ËGK�¾ÁÂ¾k,>ê¾9+��=ËË-,/. 2 ,/.¡¾;�=N#+ ¼ �/¾Á¾98 É B ¿ÁÂ-,	��ÂÆ¾�ËÂ �!1 ¼ �©¿<,�¿9+ ¼ >¯��6�¿D¿<+��Y¿ ¾9+��	Ë Ë-,/.
.ö�=¿ ¼ À ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	��¾ �=À ¼ � ¼MB ¿9+ È ��Å ¼ À�	Ã ¼ � ¼ y�8#�Y¿ÁÂ-,	�#¾µ�5N#+ ¼ À ¼ �	À ¼ É �	��KP6;�	¾ ¼ ¾;Ä=+�,/. È
¼ Å ¼ À;ÄX.U+ ¼ � ¿9+ ¼ �/¾Á¾98 É B ¿ÂG,/� É �^K���,	¿d4 ¼ ÅY�	Ë ÂÆ���(r�+��	��Ã ¼ ¾êÂ � 2 ,/.[Ã ¼ , É ¼ ¿À9K/Ä 2 ,/.
À ¼ Ã	Â É ¼ ¾	,	ÀcÀ9,�8�Ã+�� ¼ ¾¾	,�>�¿<+ ¼ 4(,=¿Á¿9, É 4(,8��#���=À<KY6;�=�DË ¼ �/�V¿9,¡ËÆ�=ÀÃ ¼ � ¼ Å�Â�=¿ÁÂ-,	��¾u>òÀ9, É
¿9+ ¼ ��4(,YÅ ¼ ÈóÉ ¼ �-¿ÁÂ-,	� ¼ �a�	¾¾E8 É B ¿ÂG,/� h º�� Ä ºCo^j �	���i,/À� ¼ À
¿<,D¿�1 ¼ ¿<+ ¼ ��,/� È 8���ÂG>A,	À É Â ¿*K
,�>�¿9+ ¼ Å ¼ Ë-,�6µÂ¦¿*Ky��Â¾G¿ÁÀÂ-4�8�¿ÁÂ-,	�rÂ�/¿<, �6C6b,8��/¿(Ä ¾ ¼ Å ¼ À�	Ëê�8�¿9+!,	À6¾�+#��Å ¼ � B�B Ë Â ¼ � É , È
É ¼ �-¿98 É 6b,	ÀÀ ¼ 6�¿ÂG,/�l6b, ¼M� 6µÂ ¼ �-¿¾ hºC� Ä º�o^j �z��� B �	ÀG¿Â-6M8�ËÆ�=À(Ä É , É ¼ �-¿98 É 6M,	ÀÀ ¼ 6�¿ÂG,/�
6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿6¾ �=À ¼ 8�¾ ¼ ��Â� h �^j >A,	À%Ë Â� ¼ �	À ¾�¿6��4�ÂËÂ¦¿*Ka�=���	ËGK�¾ÁÂ¾5,�>�¾9+��=ËËG,/. É Â D Â��ÃDË�^K ¼ À6¾µ�
x À ¼ Ë Â É Â �#�=À<KaÀ ¼ ¾98�Ë ¿¾R,	� ¿9+ ¼ Â� 2 8 ¼ �!6 ¼ ,�>z¿9+ ¼ ��,/� È 8���ÂJ>A,/À É Â ¿*KV,�>2¿<+ ¼ Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*K ��Â¾ È
¿ÁÀÂG4�8�¿ÁÂ-,	�a,	�a¿<+ ¼ ¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K�,�>�¾E+#�=ËËG,/.v.ö�1 ¼R2 ,/.¡¾O8��#� ¼ À%¿9+ ¼ ÀÂÃ	ÂÆ� È ËÂÆ� �/¾Á¾98 É B ¿ÁÂ-,	�
�=À ¼%B À ¼ ¾ ¼ �-¿ ¼ ��Â� hº��^j ����� ¿9+�ÂÆ¾U6µ�/¾ ¼ .ê�Y¿ ¼ Àö� ¼MB ¿<+ ÂÆ¾U6b,/��¾�¿6�=�-¿ö¾9, ¿9+��=¿R>òÀ ¼µ¼ ¾98�À9>¯�6 ¼
Â¾D�/¾Á¾98 É ¼ ��¿9,g4 ¼ 8�����ÂÆ¾�¿<8�À<4 ¼ ���z���©¿9+ ¼aB À ¼ ¾ ¼ �/¿ B � B#¼ ÀV¿9+ ¼ Â� 2 8 ¼ �!6 ¼ ,>ê��Å ¼ À6�=Ã È
Â ��Ãz6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿6¾',/��¿9+ ¼ ¾�¿6��4�ÂË Â ¿*KT,�>%¾9+��=ËËG,/. .ê�Y¿ ¼ À 2 ,/.¡¾¡Â¾�¾�¿<8���Â ¼ ��Â��� ¼ ¿�	Â ËÊ�����
�	����Â ¿ÁÂ-,	�zÄh�z. ¼ ��1�Ë-K���,	��ËÂ� ¼ �	À É ,�� ¼ ËO4��/¾ ¼ �g,	��¿9+ ¼ 6M, É B Ë ¼ D� Â � ½ 4�8�ÀÃ È �z�	�����8
¼ y�8��Y¿ÂG,/��ÂÆ¾��	���=Ë-K ½µ¼ ��Â � ,	À6� ¼ À"¿9,�� ¼ ¾<6TÀÂ-4 ¼ ¿9+ ¼a¼ Å�,	Ë-8�¿ÁÂ-,	� ,> ¿9+ ¼ É ,/¾G¿k8���¾G¿��4�Ë ¼
É ,�� ¼ �4@,YÅ ¼ ¿<+ ¼ ¿<+�À ¼ ¾E+!,	ËÆ��� » , É ¼ �/¿<8 É 6M,	ÀÀ ¼ 6�¿ÂG,/� 6b, ¼M� 6µÂ ¼ �-¿¾

β1
�=���

β2
�	À ¼

8�¾ ¼ ��Â��¿<+�ÂÆ¾ B � B�¼ À ¿9,p6;�=ËS6b8�ËÆ�Y¿ ¼ ¿9+ ¼ ¾G¿�4�ÂË Â ¿*Kp4@,�8������	À9Kp,>�¿<+ ¼R2 ,/.D��N#+ ¼ ¾G¿�4�ÂË Â ¿*K
�X, É �=Â��¾ê�=À ¼ 6;�=ËS6b8�ËÆ�Y¿ ¼ �i>A,	Àö¿9+ ¼ 6µË�/¾Á¾ÁÂ-6;�=Ë(+�K B�¼ À<4(,	ËÂ-6�¾ ¼ 6µ�	�/¿ B À<,�I�Ë ¼�ht�^j Ä�Ã	ÂÅ ¼ �_4�K

U(y) = 1 +
2R

1 −R

1

cosh2(αy)
.

� ¼ À ¼
R = (Uc − Ua)/(Uc + Ua)

ÂÆ¾ ¿9+ ¼ Å ¼ Ë-,�6µÂ¦¿*K À6�Y¿ÂG,#Ä
α = sinh−1(1)

Ä
Uc

ÂÆ¾
¿9+ ¼ Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*K ,/� ¿9+ ¼ 6 ¼ �-¿ ¼ ÀËÂ � ¼ Ä

Ua
Â¾�¿9+ ¼ � É 4�Â ¼ �-¿�Å ¼ ËG,X6µÂ¦¿*K/�5N#+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ,�>8¿<+ ¼

B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À
α

ÂÆ¾F6:+�,-¾ ¼ �©¾9,�¿9+��=¿D¿9+ ¼ Ë ¼ ��Ã=¿9+ ¾<6µ�	Ë ¼ ,�>ö¿9+ ¼V2 ,/.lÂÆ¾V¿9+ ¼ .ö�1 ¼ +��=ËG> È
.8Â��¿<+ h �/j ��N#+ ¼ À<,	Ë ¼ ,�>�¿9+ ¼ � É B ËÂ¦¿<8�� ¼ ¼ Å,	Ë-8�¿ÂG,/� ¼ y�8��Y¿ÂG,/��¾�7¯¾98!6:+D�	¾�¿9+ ¼ � Â� ½ 4�8�ÀÃ È
�z�=�#����8 É ,�� ¼ ËS;F,	� ¿<+ ¼ >A,/À É �=¿ÁÂ-,	�0,>8¿*.�, È ��Â É ¼ ��¾ÁÂ-,	���	Ë�6b,�+ ¼ À ¼ �-¿ ¾G¿ÁÀ<8!6T¿98�À ¼ ¾�Â �
¾E+��	Ë Ë-,/.n.ê�Y¿ ¼ À 2 ,/.¡¾öÂÆ¾¡��ÂÆ¾96M8�¾Á¾ ¼ �2�

�#��� �� ��	����� �U ����[$����s��)E 3�
N#+ ¼ Ã,YÅ ¼ À��Â ��Ã ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	��¾8�	À ¼ � ¼ ÀÂÅ ¼ �_>òÀ<, É ¿<+ ¼ Ç 8�Ë ¼ À ¼ y�8#�Y¿ÁÂ-,	�#¾#4�K Â �-¿ ¼ Ã	À6�Y¿Â ��Ã
¿9+ ¼ É .8Â ¿9+yÀ ¼ ¾ B�¼ 6T¿�¿9,�¿9+ ¼ Å ¼ ÀG¿Â-6;�=Ë36M,�,/À��Â ���=¿ ¼ �sN#+ ¼ 8�¾ ¼ ,�>8¿9+ ¼ Â�-Å�ÂÆ¾96µÂ� Ç 8�Ë ¼ À
¼ y�8��Y¿ÂG,/��¾8À6�Y¿<+ ¼ Àê¿<+��=��¿<+ ¼ �"��Å�Â ¼ À È �-¿<,1 ¼ ¾ ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	��¾8ÂÆ¾Ow*8�¾G¿ÁÂGI ¼ ���	¾ê¿<+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ,>
  ¼ K���,/Ë��¾c��8 É 4 ¼ À

Re
ÂÆ¾=+�Â Ã�+ ¼ Àz¿9+��	�

1000
>A,	À À ¼ �=Ë	ÂÆ¾ÁË�	���p.ê��1 ¼ ¾µ�;�U6M6b,/À��Â ��Ã¡¿9, ht� Ä

{�j ¿<+ ¼ ¾G¿�4�Â ËÂ ¿*K��	���=Ë-K�¾GÂÆ¾�À ¼ ¾98�Ë¦¿6¾2�=À ¼ Â��¾ ¼ ��¾ÁÂ¦¿Â Å ¼ ¿9,8¿<+ ¼ ÅY�	ÀÁÂÆ�Y¿ÂG,/�Y,>
Re

.U+ ¼ �
Re >

1000
�!N#+ ¼ ÀÁÂÃ	ÂÆ� È Ë ÂÆ���	¾¾E8 É B ¿ÁÂ-,	� +��/¾d4 ¼µ¼ �l8�¾ ¼ ��Â�l,/À� ¼ À8¿9, À ¼ �X8!6 ¼ ¿9+ ¼ ¾9+��=ËËG,/.

.ö�=¿ ¼ À ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	��¾¡¿9, � ¾GÂ��Ã/Ë ¼�¼ y�8��Y¿ÂG,/� .8Â¦¿<+�¾G¿ÁÀ ¼ � É >A8��@6�¿ÁÂ-,	�l,�>
¿9+ ¼�2 ,/.���6�¿ÁÂ��Ã
�	¾�¿9+ ¼ 8���1���,/.8� >A8��!6�¿ÂG,/�2���¡�#� ¼ ÀD¿<+ ¼ ÀÂ Ã/Â� È ËÂ�©�	¾¾E8 É B ¿ÂG,/��¿<+ ¼ Ã	À6��Å�Â¦¿*K È ��ÀÂ Å ¼ �
>òÀ ¼;¼ È ¾E8�À9>¯�6 ¼T2 ,/. ÂÆ¾ À ¼MB ËÆ�6 ¼ �v4�Ky�	� ¼ y�8�Â ÅY�	Ë ¼ �/¿ B À ¼ ¾Á¾98�À ¼ È ��ÀÁÂÅ ¼ � 2 ,/. 4 ¼ ¿*. ¼µ¼ �
¿*.�, B �=À6�=ËË ¼ Ë@+�,/ÀÁÂ ½ ,/�-¿�=Ë B Ë�=¿ ¼ ¾µ��N#+ ¼ ¿<, BzB Ë�=¿ ¼ Â¾R6b,/��¾GÂÆ� ¼ À ¼ �a¿9,�+#��Å ¼ ¿<+ ¼ >òÀÂS6�¿ÁÂ-,	�
6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿ ¼ y�8��	Ë�¿<, ½;¼ À<,�Ä�.U+�Â Ë ¼ ¿9+ ¼ 4@,	¿G¿<, É B ËÆ�Y¿ ¼ ÂÆ¾#6b,	�#¾GÂÆ� ¼ À ¼ �a¿<,�+#��Å ¼ >òÀÂS6�¿ÁÂ-,	�
6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿

cf
�	¾c¿<+ ¼ ,	ÀÂ Ã/Â �#�=Ë�6:+��=��� ¼ ËÊ� � +�Â���,8�Â

&
�%,	Ë-K�¾9+�1�Â� h {j ¾E+�,/. ¼ �D¿9+��=¿ ¿<+ ¼

ÀÁÂÃ	ÂÆ� È Ë ÂÆ�D�	¾¾E8 É B ¿ÁÂ-,	�F6µ�	�F4 ¼ � B!B Ë Â ¼ �p>A,	À2¿<+ ¼ 6µ�	¾ ¼ .U+ ¼ À ¼ ¿9+ ¼ À�=¿ÁÂ-,d,�>�Â� ¼ ÀÁ¿ÁÂÆ�=Ë>A,	À:6 ¼
¿9,�Ã/À��Å�Â ¿*Ka>A,	À:6 ¼ ÂÆ¾"¾ É �=ËË¹� Ç�D B#¼ ÀÁÂ É ¼ �-¿�	Ëc���=¿� hºqj ¾E+!,/.Q¿<+��Y¿+¿9+�ÂÆ¾"�/¾Á¾98 É B ¿ÁÂ-,	��ÂÆ¾



� ��� ���	��
 °K¸�¶Á¬�=¤³®���� �	� §��;§=´ 
 ²;¶
8�¾E8#�=ËËGK�¾Á�=¿ÁÂÆ¾*I ¼ �T>A,	ÀV¾9+��=ËËG,/. .ê��1 ¼k2 ,/.¡¾µ�(N#+ ¼ Ã�,YÅ ¼ À��Â��Ã ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	��¾d>A,	À+¾9+��	Ë Ë-,/.
2 ,/. 8��#� ¼ Àê¿<+ ¼ ÀÁÂÃ	ÂÆ� È Ë ÂÆ� �	¾¾E8 É B ¿ÂG,/� �	À ¼VhºCo^j Ì

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

7 � � º ;

∂u

∂t
+ (2β1 − 1)u

∂u

∂x
+ (β2 − 1)u

∂v

∂y
+ β2v

∂u

∂y

= −∂p

∂x
− cf

2h
u
√

u2 + v2,
7 � � � ;

∂v

∂t
+ (β2 − 1)v

∂u

∂x
+ β2u

∂v

∂x
+ (2β3 − 1)v

∂v

∂y

= −∂p
∂y

− cf
2h
v
√

u2 + v2,
7 � � � ;

.U+ ¼ À ¼
x

�=���
y

�=À ¼ ¿9+ ¼ ¾ B �Y¿Â�	Ë'6b,�,/À��Â���=¿ ¼ ¾;Ä
t

ÂÆ¾�¿<+ ¼ ¿ÁÂ É ¼ Ä
u

�=���
v

�	À ¼ ¿<+ ¼
� ¼MB ¿<+ È ��Å ¼ À6�=Ã ¼ � Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*K_6b, É B ,	� ¼ �-¿¾8Â� ¿9+ ¼

x
�=���

y
��ÂÀ ¼ 6�¿ÂG,/��¾8À ¼ ¾ B#¼ 6�¿ÁÂÅ ¼ ËGK/Ä

hÂ¾�.ê�Y¿ ¼ À%� ¼MB ¿<+2Ä
cf

Â¾
¿9+ ¼ 4(,=¿Á¿9, É >òÀÂ-6T¿ÁÂ-,	�a6b, ¼M� 6µÂ ¼ �-¿%� ¼ I�� ¼ �V4�K�¿<+ ¼¡¼ y�8��=¿ÁÂ-,	� ht�^j

1
√
cf

= −4 log
( 1.25

4Re
√
cf

)

.

��+ ¼ �	À¡¾�¿À ¼ ¾Á¾ê�=¿8¿9+ ¼ 4(,8��#���=À<K�ÂÆ¾ É ,�� ¼ Ë ¼ �T4�K�¿9+ ¼ r�+ ¼;½ Ka>A,/À É 8�ËÆ�T7¹¾ ¼;¼Vh º �^j ;

τwx =
1

2
cfρu

√

u2 + v2, τwy =
1

2
cfρv

√

u2 + v2,

.U+ ¼ À ¼
ρ

ÂÆ¾Ø¿9+ ¼ � ¼ �#¾GÂ ¿*K	Ä
τwx

�=�#�
τwy

�	À ¼ ¿<+ ¼ .ê�=ËË�¾E+ ¼ �=Àè¾�¿À ¼ ¾Á¾ ¼ ¾
�	ËG,/��ÃV¿9+ ¼
x

�=���
y

��ÂÀ ¼ 6�¿ÁÂ-,	�#¾VÀ ¼ ¾ B�¼ 6T¿ÁÂÅ ¼ Ë-K	�uN#+ ¼ 6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿6¾
β1

Ä
β2

Äc�=���
β3

Â� ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	��¾V7 � � º ;��
7 � � � ;V�	À ¼ ¿<+ ¼ É , É ¼ �/¿<8 É 6M,	ÀÀ ¼ 6�¿ÂG,/�Z6M, ¼M� 6TÂ ¼ �-¿¾p.U+�Â-6:+P+���Å ¼ 4 ¼;¼ � Â�/¿À9,��X8@6 ¼ �
Â �0,/À� ¼ À�¿<,�¿6��1 ¼ Â �-¿<,©�6C6b,�8��-¿���,	� È 8���ÂJ>A,/À É Â ¿*K ,>¡Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*K ��Â¾G¿ÁÀÂ-4�8�¿ÁÂ-,	�iÂ � ¿<+ ¼
Å ¼ ÀÁ¿ÁÂS6µ�	Ëz��ÂÀ ¼ 6�¿ÂG,/�2�@N#+ ¼ É ¼ �=��Â ��Ã_,�>Ø¿9+ ¼ É , É ¼ �-¿98 É 6M,	ÀÀ ¼ 6�¿ÁÂ-,	�g6M, ¼M� 6TÂ ¼ �-¿¾%6µ�=�
4 ¼ ¼ D B ËÆ�=Â� ¼ �?4�K�¿9+ ¼ >A,	ËËG,/.8Â��Ã ¼ D � É B Ë ¼ ,>',	� ¼ È ��Â É ¼ �#¾GÂ-,	���	Ë 2 ,/.D��r�,/��¾GÂÆ� ¼ Àa�
>A8�Ë Ë-K�� ¼ Å ¼ Ë-, B�¼ �W7òËÆ� É Â���=Àd,/À8¿98�À94�8�Ë ¼ �/¿q; 2 ,/. Â ����Ë-,	��Ãi6bK�Ë Â����ÀÂS6µ�=Ë B Â B�¼ ����� ¿9+�ÂÆ¾
6µ�	¾ ¼ ¿<+ ¼ Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*K+Å ¼ 6�¿<,	Àu+#�	¾s,	��Ë-K%,/� ¼ �!,	� ½;¼ À<,d6b, É B ,	� ¼ �-¿;Ä

v
Ä�Â�D¿9+ ¼ ËG,/��Ã	Â ¿98#��Â �#�=Ë

��Â À ¼ 6T¿ÁÂ-,	�2��N#+ ¼ É , É ¼ �-¿98 É 6µ�	�z4 ¼ 6µ�	Ë-6M8�Ë�=¿ ¼ � �/¾R>A,	ËËG,/.¡¾

M1 =

∫

A

ρv2 dA,

.U+ ¼ À ¼
A

ÂÆ¾ö¿9+ ¼ 6TÀ<,/¾¾ È ¾ ¼ 6�¿ÂG,/���=Ë��=À ¼ ��,�>z¿<+ ¼pB Â B#¼ ���dK���À6��8�Ë ÂS6 ¼ ��Ã	Â� ¼;¼ À6¾�,>³¿ ¼ �T8#¾ ¼
¾GÂ É B Ë ÂGI ¼ � É ,�� ¼ ËÆ¾ hº �^j .U+ ¼ À ¼ ¿9+ ¼ Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*KP,�>"¿<+ ¼T2 8�ÂÆ��Ä

V
Ä
ÂÆ¾ �	¾¾98 É ¼ � ¿<, 4 ¼

6b,	�#¾�¿6�=�-¿',YÅ ¼ À¡¿<+ ¼ 6µÀ9,-¾Á¾¡¾ ¼ 6T¿ÁÂ-,	� ,>
¿9+ ¼�B Â B#¼ � N#+ ¼ É , É ¼ �-¿<8 É ,�>
¿9+ ¼�2 ,/.\.8Â ¿9+
8���ÂG>A,	À É Å ¼ ËG,X6µÂ¦¿*K

V
ÂÆ¾êÃ	ÂÅ ¼ �z4�K

M2 = ρV 2A.

�%4-Å�Â-,8�¾ÁË-K	Ä
M1 6= M2

�XN#+�8#¾µÄ�.U+ ¼ � ¿<+ ¼ Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*KaÅY�	ÀÁÂ ¼ ¾R,YÅ ¼ À ¿<+ ¼ 6µÀ9,-¾Á¾ö¾ ¼ 6�¿ÂG,/�_,>
¿9+ ¼pB Â B�¼ Ä#� É , É ¼ �/¿<8 É 6M,	ÀÀ ¼ 6�¿ÂG,/�_>¯��6�¿9,/À

β
¾E+�,�8�ËÆ�z4 ¼ 8�¾ ¼ �T4 ¼ >A,	À ¼ ¿9+ ¼ ��Å ¼ À6�=Ã ¼

Å ¼ Ë-,X6TÂ ¿*K
V

Â¾¡Â �-¿ÁÀ<,��X8!6 ¼ ��Ì
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� ¶ � ��º
∫

A

ρv2dA = βρV 2A.

� ¼ �@6 ¼ Ä

β =
1

A

∫

A

( v

V

)2

dA.

�d,=¿ ¼ ¿<+��Y¿ö¿9+ ¼ 6b,/ÀÁÀ ¼ 6T¿ÁÂ-,	�i6M, ¼M� 6TÂ ¼ �-¿
β

Â � ¿<+�ÂÆ¾ ¼ D � É B Ë ¼ ÂÆ¾�6M,	��¾G¿�	�/¿(�-�',/. ¼ Å ¼ À;Ä=Â ¿
6µ�=�g4 ¼ 6;�=ËS6b8�ËÆ�Y¿ ¼ �T,	��Ë-KT.U+ ¼ ��¿<+ ¼ Å ¼ Ë-,�6µÂ¦¿*K ��ÂÆ¾�¿ÀÁÂ-4�8�¿ÂG,/��Â¾'1-�!,/.8�2�(rö�=ËS6b8�Ë�=¿ÁÂ-,	��¾
B À ¼ ¾ ¼ �-¿ ¼ ��Â � h º �^j ¾E+�,/.r¿<+��Y¿

β = 2
>A,	ÀöË� É Â���	À3xO,	ÂÆ¾ ¼ 8�ÂË Ë ¼d2 ,/.u�	���

β = 1.02
>A,	À

¿98�À<4�8�Ë ¼ �-¿ 2 ,/. ,�>z¿<+ ¼ >A,	À É

v

Vmax
=

(y∗
a

)1/n

,
7 � � { ;

.U+ ¼ À ¼
n = 7

Ä
y∗

ÂÆ¾ê¿<+ ¼ ��ÂÆ¾�¿6�=�!6 ¼ >òÀ<, É ¿9+ ¼ .ê�=ËË2�=���
a

ÂÆ¾ö¿9+ ¼ À6�	��ÂG8�¾#,>c¿<+ ¼pB Â B#¼ �
��Â É ÂË�	À8Â� ¼ �aÂ¾#8#¾ ¼ �_>A,/À¡� ¼MB ¿9+ È ��Å ¼ À�	Ã ¼ � ¾9+��	Ë Ë-,/. .ê�Y¿ ¼ À ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	��¾;��N#+ ¼ É , È

É ¼ �-¿98 É 6b,	ÀÀ ¼ 6�¿ÂG,/�z6M, ¼M� 6TÂ ¼ �-¿¾8�	À ¼ � ¼ I�� ¼ � �	¾R>A,/Ë Ë-,/.¡¾;Ì

β1 =
1

hu2

∫ z2

z1

ũ2dz, β2 =
1

huv

∫ z2

z1

ũṽdz, β3 =
1

hv2

∫ z2

z1

ṽ2dz,
7 � � � ;

.U+ ¼ À ¼
ũ

�=�#�
ṽ

�=À ¼ ¿9+ ¼ Å ¼ ËG,X6TÂ ¿*Kz6M, É B ,	� ¼ �/¿6¾8Â��¿9+ ¼
x

�=���
y

��Â À ¼ 6T¿ÁÂ-,	��¾"À ¼ ¾ B�¼ 6 È
¿ÁÂÅ ¼ Ë-K	�-�ó¿3>A,/Ë Ë-,/.¡¾�>òÀ<, É 7 � � � ;Ø¿<+��Y¿è¿9+ ¼ 6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿6¾

β1
Ä
β2

�	���
β3

�=À ¼ >A8��@6�¿ÁÂ-,	�#¾3,>
¿9+ ¼ ¾ B �=¿ÁÂÆ�=Ë!6M,�,/À��Â ���=¿ ¼ ¾

x
�=���

y
�=�����/����Â ¿ÁÂ-,	�2Ä	¿9+ ¼ 6M, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿¾

β1
Ä
β2

�=���
β3
6µ�=�

4 ¼ 6µ�	Ë-6M8�ËÆ�Y¿ ¼ �p,	��ËGKp.U+ ¼ �
ũ

�=���
ṽ

�=À ¼ 1���,/.8�2� Ç�D B#¼ ÀÁÂ É ¼ �-¿�	Ë����Y¿6��7¹¾ ¼;¼%hº �^j ; ¾E+!,/.
¿9+��=¿'>A,	À�¾E+#�=ËËG,/. .ö�1 ¼p2 ,/.¡¾ê¿9+ ¼ Å ¼ ËG,X6TÂ ¿*K���Â¾G¿ÁÀÂ-4�8�¿ÁÂ-,	��Â ��¿<+ ¼ Å ¼ ÀÁ¿ÁÂS6µ�	Ëz��ÂÀ ¼ 6�¿ÁÂ-,	�
Å��	ÀÁÂ ¼ ¾�,	��Ë-K�Â� �D¾ É �=ËË!4(,8������=À<K�ËÆ�^K ¼ À
� ¼ �	À
¿9+ ¼ ¾9,	ËÂÆ�V4@,�8������	À9K/�=�"¾%�VÀ ¼ ¾98�Ë ¿;ÄY¿<+ ¼
6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿6¾

β1
Ä
β2

�	���
β3

�=À ¼�¼ D B�¼ 6T¿ ¼ ��¿9,_4 ¼ ¾ É �=ËËR7¹¾GËÂÃ+-¿ÁË-K �4@,YÅ ¼�º ;T������¿<+ ¼
B À ¼ ¾ ¼ �-¿ B � B#¼ Àk. ¼ ¾G¿98��XK�¿<+ ¼ À ¼ Ë�=¿ÁÂÅ ¼ Â É B ,	ÀÁ¿�	�!6 ¼ ,�>è¿9+ ¼ ��Å ¼ À�	Ã	Â��Ãi6b, ¼M� 6µÂ ¼ �-¿¾
,	��¿9+ ¼ ¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K]6:+��	À��6�¿ ¼ ÀÁÂÆ¾G¿ÁÂS6µ¾#4�K �/¾Á¾98 É Â��Ã�¿9+��=¿��	Ë Ëz¿9+ ¼ 6M, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿¾+�=À ¼ I D ¼ �
�Y¿¡¾E, É ¼ 6M,	��¾G¿�	�-¿êÅY�	ËG8 ¼ �����-¿ÁÀ<,��X8!6TÂ��Ã ¿9+ ¼ ¾G¿ÁÀ ¼ � É >A8��!6T¿ÁÂ-,	�

ψ(x, y, t)
� ¼ I�� ¼ �T4�K

¿9+ ¼ À ¼ ËÆ�Y¿ÂG,/��¾
u =

∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x�=��� ¼ Ë Â É Â ���=¿ÁÂ��Ã8¿<+ ¼3B À ¼ ¾¾98�À ¼
p
. ¼ À ¼ .8ÀÂ ¿ ¼ ¼ y�8#�Y¿ÁÂ-,	�#¾�7 � � º ;�� 7 � � � ;�Â�D¿9+ ¼ >A,	ËË-,/.8Â ��Ã

>A,	À É Ì

(∆ψ)t + (2β1 − β2)(ψyψxy)y − β2(ψxψyy)y + (β2 − 1)(ψxψxy)x

+ β2(ψxxψy)x − (2β3 − 1)(ψxψxx)y +
cf
2h
∆ψ

√

ψ2
x + ψ2

y

+
cf

2h
√

ψ2
x + ψ2

y

(ψ2
yψyy + 2ψxψyψxy + ψ2

xψxx) = 0,
7 � � � ;

.U+ ¼ À ¼
∆

Â¾+¿9+ ¼ �c� B ËÆ�6µÂ�	��Â��¿*.R, ��Â É ¼ ��¾ÁÂ-,	��¾V�=�#��¿9+ ¼ ¾98�4�¾<6TÀÂ B ¿¾�Â����ÂS6µ�Y¿ ¼ ¿<+ ¼
� ¼ ÀÂ ÅY�=¿ÁÂÅ ¼ ¾R.8Â ¿9+�À ¼ ¾ B#¼ 6�¿8¿9,a¿<+ ¼ ÅY�=ÀÂ�4�Ë ¼ ¾

x
�=���

y
����8 B�B ,/¾ ¼ ¿9+��=¿8¿9+ ¼ 4#�	¾ ¼%2 ,/.

U =
(

U(y), 0
) 7 � � e ;



� ��� ���	��
 °K¸�¶Á¬�=¤³®���� �	� §��;§=´ 
 ²;¶
Â¾ B�¼ ÀÁ¿98�À<4 ¼ ���	����¿<+ ¼�B�¼ ÀÁ¿98�À94 ¼ �©¾E,/ËG8�¿ÂG,/��¿<,�¿9+ ¼a¼ y�8��Y¿ÂG,/�?7 � � � ;¡ÂÆ¾V�	¾¾E8 É ¼ ��¿9,
4 ¼ ,>c¿<+ ¼ >A,	À É

ψ = ψ0 + εψ1 + . . .
7 � � � ;

.U+ ¼ À ¼
ε

Â¾V� ¾ É �=ËË B �	À� É ¼ ¿ ¼ À��	���
ψ0y = U

� N#+ ¼ ¾ É �=ËË � ¼ ¾¾%,> ¿9+ ¼�B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À
ε
7A>òÀ9, É ��Ë Â� ¼ �	À"¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K B ,	Â�/¿Y,�>
Å�Â ¼ .';¡¾ÁÂ É B Ë-K À ¼M2�¼ 6T¿¾8¿<+ ¼ >¯��6�¿+¿9+��=¿¡¿9+ ¼ � ÉaÈ

B Ë Â ¿98#� ¼ ,>¡¿9+ ¼zB�¼ ÀÁ¿98�À<4��=¿ÁÂ-,	� ÂÆ¾ �/¾Á¾98 É ¼ � ¿9,Z4 ¼ ¾ É �=ËËêÂ �|6b, É B �	ÀÁÂÆ¾9,	�P.8Â ¿9+ ¿<+ ¼
� É B ËÂ¦¿<8�� ¼ ,�>¡¿<+ ¼ 4#�	¾ ¼i2 ,/.D�
��8�4�¾G¿ÁÂ ¿98�¿ÁÂ��Ã~7 � � e ; �=�#�n7 � � � ;DÂ�/¿<,v7 � � � ;��=���iË Â� È
¼ �=ÀÂ ½ Â��Ãa¿9+ ¼ À ¼ ¾98�Ë ¿ÁÂ��Ã ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	� Â � ¿9+ ¼ � ¼ ÂÃ+�4(,	À<+�,�,��_,>c¿<+ ¼ 4��	¾ ¼k2 ,/. 7 � � e ;R. ¼
,4�¿6�=Â�

ψ1xxt + ψ1yyt + (2β1 − β2)(Uyψ1xy + Uψ1xyy) − β2(Uyψ1xy + Uyyψ1x)

+ β2Uψ1xxx +
cf
2h

(Uψ1xx + 2Uyψ1y + 2Uψ1yy) = 0.
7 � � o ;

�U6M6b,/À��Â ��Ã ¿9,�¿<+ ¼ É ¼ ¿<+�,�� ,>è��,/À É �	Ë É ,�� ¼ ¾a7¯¾ ¼µ¼]hºM{/j ;Y. ¼ ¾ ¼µ¼ 1�¿9+ ¼�B�¼ ÀÁ¿98�À94 ¼ �
6b, É B ,	� ¼ �-¿

ψ1
,>c¿<+ ¼ ¾�¿À ¼ � É >A8��@6�¿ÁÂ-,	��Â� ¿9+ ¼ >A,/À É

ψ1(x, y, t) = φ1(y)e
ik(x−ct) + c.c.

7 � � º � ;
.U+ ¼ À ¼

k
Â¾ �'.ê��Å ¼ ��8 É 4 ¼ Àz�	���

c = cr+ici
Â¾ �%6M, É B Ë ¼ D ¼ ÂÃ ¼ ��Å��	ËG8 ¼ Ä � 6=� 6=� � É ¼ �	��¾

� 6b, É B Ë ¼ D 6b,	��w*8�Ã/�=¿ ¼ � �h�X8�4�¾G¿ÁÂ ¿98�¿Â ��Ã07 � � º � ;8Â�/¿<, 7 � � o ;'. ¼ ,4�¿6�=Â��¿9+ ¼ ËÂ� ¼ �	ÀÁÂ ½µ¼ �
¾�¿6��4�ÂË Â ¿*K ¼ y�8#�Y¿ÁÂ-,	���=�#�z4(,8������=À<Ki6b,/����Â ¿ÁÂ-,	��¾êÂ� ¿9+ ¼ >A,/À É Ì



















φ′′1
(

(2β1 − β2)U − c+
cf
ikh

U
)

+ Uy(2β1 − 2β2
cf

ikh )φ′1

+
(

k2c− β2Uyy − k2β2U − cf

2ihkU
)

φ1 = 0,

φ1(±∞) = 0.

7 � � º/º ;

� ¼ �/¾Á¾98 É ¼ ¿9+#�Y¿¡¿<+ ¼ 4(,8������=À<Kz6b,/����Â ¿ÁÂ-,	��¾"�=À ¼ ¾ B�¼ 6µÂJI ¼ ���Y¿"Â�XI���Â¦¿*K�¾GÂ�!6 ¼ ,8�¿ ¼ À
4@,�8������	ÀÁÂ ¼ ¾�,>�À ¼ �	Ë�¾E+#�=ËËG,/. 2 ,/.¡¾ �=À ¼ y�8�Â¦¿ ¼ >¯�=À�>òÀ9, É ¿9+ ¼ ,4�¾G¿��6TË ¼ �=����Ä	¿9+ ¼ À ¼ >A,	À ¼ Ä
Â¦¿¡ÂÆ¾8���=¿98�À6�=Ë�¿9,�¾9,	ËÅ ¼ ¿9+ ¼pB À9,�4�Ë ¼ É Â���=�T8���4@,�8���� ¼ � ��, É �=Â�2�

�#���# �E$d��)* 3��� �	�	�d U"
�ó¿èÂÆ¾31���,/.8��¿<+��Y¿�>A,	À38���4(,8���� ¼ � 2 ,/.¡¾
¿<+ ¼ ¾ B#¼ 6�¿À98 É 6M,	��¾ÁÂ¾G¿¾3,�>u4(,=¿<+ ����ÂÆ¾96µÀ ¼ ¿ ¼
�=��� � 6b,/�/¿Â ��8�,�8�¾ B �=ÀÁ¿¾ h ºC{/j �
�+¾ ��ÂÆ¾<6b8�¾¾ ¼ � Â� h ºC{/j Äs>A,/À B À��6�¿ÁÂS6µ�	Ëè�	���06b, É B 8 È
¿�Y¿ÂG,/���=Ë B 8�À B ,-¾ ¼ ¾¡Â ¿+ÂÆ¾',>³¿ ¼ � B ,-¾Á¾ÁÂG4�Ë ¼ ¿9,i8�¾ ¼ ¾ÁÂ É B Ë ¼ Àd>A,	À É 8�Ë�=¿ÁÂ-,	�g.U+ ¼ À ¼ � ��Â¾ È
6TÀ ¼ ¿ÁÂ ½µ¼ �©� B�B À<, D Â É �Y¿ÂG,/� ,�>è¿9+ ¼ 6M,	�-¿ÁÂ��8�,8#¾�¾ B�¼ 6�¿À98 É Â¾k8#¾ ¼ ���������/����Â ¿ÁÂ-,	�2Äh¿<+ ¼
�=���	ËGK�¾ÁÂ¾VÂ� h º/eCj >A,/ÀD¿9+ ¼ 6;�	¾ ¼ ,�>8� ¼µ¼CB .ö�=¿ ¼ Àp.ö�1 ¼ ¾V¾9+�,/.¡¾V¿<+��Y¿D¿<+ ¼ 6b,/�-¿ÁÂ��8!,8�¾
¾ B�¼ 6T¿ÁÀ<8 É 6;�=���!,=¿ Ã	ÂÅ ¼ �VÀÂ¾ ¼ ¿9,p8���¾�¿6��4�Ë ¼ ¾ÁÂ ��Ã	Ë ¼ É ,�� ¼ ¾µ��Nc�1-Â��ÃDÂ�-¿9,��6C6b,�8��-¿ ¿<+ ¼
À ¼ ¾E8�Ë ¿¾�,�> hºM{/j �=��� hº^eCj Ä5,	��Ë-K©����Â¾<6TÀ ¼ ¿ ¼ ¾ B�¼ 6T¿ÁÀ<8 É Â¾ �=���	ËGK ½µ¼ ��Â � ¿<+ ¼iB À ¼ ¾ ¼ �-¿
B � B�¼ À(�(N#+ ¼ ËÂ � ¼ �=À�¾�¿6��4�ÂË Â ¿*K B À<,4�Ë ¼ É 7 � � º/º ;êÂÆ¾+¾9,	ËÅ ¼ �]4�K�� ¾ B�¼ 6T¿ÁÀ6�=Ë56b,	ËË-,�6;�Y¿ÂG,/�
É ¼ ¿9+�,��T4��/¾ ¼ �_,/� ¿<+ ¼ r�+ ¼ 4�K�¾9+ ¼ Å B ,	Ë-K���, É ÂÆ�=ËÆ¾µ� �+¾GÂ��Ãa¿9+ ¼ ¾E8�4#¾�¿Â¦¿<8�¿ÁÂ-,	�

x =
2

π
arctan(y), y ∈ (−∞, +∞), x ∈ [−1; 1]



��·ó§��T¤³°K¤³·Ê¸ � ®h§Y°K¸�¶�¤Æ¶ 
�� ��¬�§=°³° 
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� ¶ � ��
¿9+ ¼ Â�-¿ ¼ ÀÅY�=Ë�7 È ∞; +∞ ;öÂ¾ É � B�B#¼ � Â �-¿9,�¿<+ ¼ Â�/¿ ¼ ÀÅY�=Ë�7 −1; 1

;T��N#+ ¼ ¾E,/ËG8�¿ÁÂ-,	�
φ(x),�>2¿<+ ¼ É ,���ÂGI ¼ �  ¡�^K�Ë ¼ ÂÃ+ ¼ y�8#�Y¿ÁÂ-,	� Â¾ê¾9,8�Ã�+/¿êÂ� ��>A,	À É ,>2¿9+ ¼ r�+ ¼ 4�K�¾E+ ¼ Å B ,/ËGK È

��, É ÂÆ�=Ë2¾ ¼ ÀÂ ¼ ¾µÌ

φ1(x) =

N−1
∑

n=0

an(1 − x2)Tn(x),
7 � � º ;

.U+ ¼ À ¼
an

�=À ¼ 8���1���,/.8�l6b,/��¾G¿�=�-¿6¾µÄ��=���
Tn(x)

Â¾"¿9+ ¼
n

È ,/À� ¼ Àkr�+ ¼ 4�K�¾E+ ¼ Å B ,	Ë-K È
��, É ÂÆ�=Ëê¿9+#�Y¿_+��/¾a¿9+ ¼ >A,/À É

Tn(x) = cos(n arccos(x))
�ê��Â�!6 ¼ 7 � � º ;�6b,/�-¿�=Â��¾ �

>¯�6�¿<,	À
(1 − x2)

Ä�¿9+ ¼ 4@,�8������	À9Kz6b,	�#��Â¦¿ÂG,/��¾8Â�P7 � � º	º ;ö�=À ¼ ¾�Y¿Â¾EI ¼ � �8�¿9, É �Y¿ÁÂS6µ�	Ë Ë-K
>A,	À

x = ±1
� �"¾ÁÂ ��Ã ¿<+ ¼ 6b,/Ë Ë-,X6µ�=¿ÁÂ-,	� É ¼ ¿9+�,����=�#�z6:+�,�,-¾GÂ��Ã ¿9+ ¼pB ,	Â�-¿¾

xj = cos
( πj

N + 1

)

�	¾ö¿9+ ¼ 6M,	ËËG,X6;�Y¿ÁÂ-,	� B ,/Â �-¿6¾#. ¼ ,4�¿�=Â� ¿9+ ¼ Ã ¼ � ¼ À�	Ë Â ½µ¼ � ¼ ÂÃ ¼ �-ÅY�	ËG8 ¼YB À<,4�Ë ¼ É ,�>z¿<+ ¼
>A,	À É

(A− λB)a = 0,
7 � � � ;

.U+ ¼ À ¼
A

�	���
B

�=À ¼ ¿*.R,F6b, É B Ë ¼ D�È ÅY�=Ë-8 ¼ � É �Y¿ÀÁÂS6 ¼ ¾%�=�#�
a

ÂÆ¾%�DÅ ¼ 6T¿9,	À�,>h¿9+ ¼ >A,	À É
a = (a0, a1, . . . , aN−1)

T
��N#+ ¼"¼ Ë ¼ É ¼ �/¿6¾�,>�¿<+ ¼ É �Y¿ÀÁÂS6 ¼ ¾

A
�	���

B
+���Å ¼ ¿9+ ¼ >A,	À É

ajn = a
(r)
jn + ia

(i)
jn , bjn = b

(r)
jn + ib

(i)
jn ,

a
(r)
jn =

cf
h

(

Uq
(2)
jn + Uyq

(1)
jn − k2

2
U(1 − x2

j )xjn

)

,

a
(i)
jn = kU(2β1 − β2)q

(2)
jn + 2k(β1 − β2)Uyq

(1)
jn − kβ2(k

2U + Uyy)(1 − x2
j )xjn,

b
(r)
jn = −q(2)jn + k2(1 − x2

j )xjn, b
(i)
jn = 0,

.U+ ¼ À ¼

q
(1)
jn =

2

π

[

− 2xjxjn + n
√

1 − x2
j

√

1 − x2
jn

]

cos2
(π

2
xj

)

q
(2)
jn = − 4

π2
cos4

(π

2
xj

)[

(2 + n2)xjn −
(

3nxj

√

1 − x2
jn

)

/
√

1 − x2
j

]

− 4

π
sin

(π

2
xj

)

cos3
(π

2
xj

)[

− 2xjxjn + n
√

1 − x2
j

√

1 − x2
jn

]

,

xjn = cos
πjn

N + 1
, j = 1, 2, . . .N, n = 1, 2, . . .N.

��,	ËÅ�Â ��Ã�¿<+ ¼ Ã ¼ � ¼ À6�=ËÂ ½µ¼ � ¼ ÂÃ ¼ �-ÅY�	ËG8 ¼#B À<,4�Ë ¼ É 7 � � � ;�Ä/>A,/À
Ã	ÂÅ ¼ �
cf

�=���
k
. ¼ ,�4�¿�	Â �

�+¾ ¼ ¿�,�> ¼ ÂÃ ¼ �-ÅY�	ËG8 ¼ ¾
cm

��N#+ ¼ Â É �=Ã	Â���	À9K B �	ÀG¿6¾
cim

,> ¼ ÂÃ ¼ �-ÅY�	ËG8 ¼ ¾
ci = crm+icim� ¼ ¿ ¼ À É Â� ¼ ËÂ� ¼ �	À ¾�¿6��4�ÂËÂ¦¿*Kv,�>�¿9+ ¼ 4��	¾ ¼]2 ,/.D�3N#+ ¼g2 ,/.vÂ¾ ¾Á�	Â�r¿<,P4 ¼ Ë Â� ¼ �	ÀÁË-K

¾�¿6��4�Ë ¼ ÂJ>�¿9+ ¼ Â É �=Ã/Â �#�=À<K B �=ÀÁ¿¾V,>V�	Ë Ë
cm

�=À ¼ � ¼ Ã-�Y¿ÁÂÅ ¼ �Ø� >�¿<+ ¼ Â É �	Ã	Â���=À<K B �	ÀG¿
,�>V¿9+ ¼©¼ ÂÃ ¼ �-ÅY�	ËG8 ¼

cm
,>��Y¿ Ë ¼ �/¾�¿_,/� ¼ É ,�� ¼ ÂÆ¾ B ,/¾ÁÂ ¿ÁÂÅ ¼ ¿<+ ¼ �Q� B#¼ ÀG¿<8�À94#�Y¿ÁÂ-,	�

Ã	À<,/.¡¾ ¼ D B ,	� ¼ �/¿Â�	Ë Ë-KW.8Â¦¿<+ ¿Â É ¼ �=����¿<+ ¼z2 ,/.xÂ¾a¾�=ÂÆ��¿9, 4 ¼ Ë Â� ¼ �=ÀËGKW8���¾G¿�4�Ë ¼ �
rö�=ËS6b8�ËÆ�Y¿ÂG,/��¾V¾E+�,/.l¿9+��=¿p>A,	À�¾98 � 6TÂ ¼ �-¿ÁË-K�ËÆ�=ÀÃ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ¾k,>%¿<+ ¼ >òÀÁÂS6�¿ÂG,/�P6b, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿
cf

�=ËË ¼ Â Ã ¼ ��ÅY�=Ë-8 ¼ ¾V+���Å ¼ � ¼ Ã-�Y¿ÁÂÅ ¼ Â É �=Ã	Â���	À9K B �=ÀÁ¿¾
(cim < 0)

Ä%¾9,�¿9+ ¼]2 ,/. ÂÆ¾



� ��{ ���	��
 °K¸�¶Á¬�=¤³®���� �	� §��;§=´ 
 ²;¶
¾�¿6��4�Ë ¼ �(Q�K�� ¼ 6TÀ ¼ �/¾GÂ��Ã

cf
>A,	À+��Ã	ÂÅ ¼ �

k
Â ¿+ÂÆ¾ B ,-¾Á¾ÁÂG4�Ë ¼ ¿<,�À ¼ �6:+�¿<+ ¼�B ,	Â�-¿'.U+ ¼ À ¼

�Y¿DË ¼ �	¾G¿p,	� ¼
cim

4 ¼ 6b, É ¼ ¾ B ,-¾GÂ ¿ÁÂÅ ¼ �=�#��¿<+ ¼�2 ,/.lË-,/¾ ¼ ¾V¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K/�uN#+ ¼ 4�ÂÆ¾ ¼ 6�¿ÁÂ-,	�
É ¼ ¿9+�,�� ¼ ���4�Ë ¼ ¾�8�¾ ¿9, I#��� ¿<+ ¼ Å��	ËG8 ¼ ,>¡¿9+ ¼ >òÀÂ-6T¿ÁÂ-,	�|6M, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿

cf
>A,/ÀV.U+�Â-6:+

�Y¿+Ë ¼ �/¾�¿Y,	� ¼
cim

ÂÆ¾k6TË-,/¾ ¼ ¿9, ½µ¼ À9,#Ä!.U+�ÂË ¼ �=ËËO,=¿<+ ¼ À
cim

�	À ¼ � ¼ Ã-�Y¿ÁÂÅ ¼ �@N#+�ÂÆ¾ B ,/Â �-¿
Ë Â ¼ ¾U,/��¿9+ ¼ � 4@,/À� ¼ À � 4 ¼ ¿*. ¼µ¼ � ¿9+ ¼ ¾G¿�4�ÂË Â ¿*K �	����Â �#¾�¿6��4�ÂË Â ¿*K À ¼ Ã/ÂG,/��¾#,�> ¿9+ ¼p2 ,/.D�
Q�KrÀ ¼MB�¼ �Y¿Â ��Ã�¿9+ ¼ B À9,X6 ¼ ¾Á¾a>A,	À ��ÂGL ¼ À ¼ �-¿ ÅY�=Ë-8 ¼ ¾_,�>V¿9+ ¼ .ö��Å ¼ ��8 É 4 ¼ À

k
. ¼ �	À ¼

��4�Ë ¼ ¿<, 4�8�Â ËÆ�i��� ¼ 8�¿À�	Ëö¾G¿�4�ÂË Â ¿*KP6b8�ÀÅ ¼ ¿9+��=¿ ÂÆ¾a� ¼ I�� ¼ �i�/¾���¾ ¼ ¿�,�>��=ËË B ,	Â�-¿¾
Â ��¿<+ ¼

(k, cf )
È B ËÆ�=� ¼ >A,/ÀF.U+�ÂS6:+P,	� ¼

cm
+��	¾D¿9+ ¼ Â É �=Ã/Â ���	À9K B �=ÀÁ¿ ¼ y�8��	Ë
¿9, ½;¼ À<,�Ä

.U+�Â Ë ¼ Â É �=Ã	Â���	À9K B �=ÀÁ¿¾�,>��	Ë Ë!,=¿9+ ¼ À
cm

�=À ¼ � ¼ Ã-�Y¿Â Å ¼ ��N#+ ¼ � ¼ 8�¿À�	Ë�¾�¿6��4�ÂËÂ¦¿*KV6b8�ÀÅ ¼
À ¼CB À ¼ ¾ ¼ �-¿¾�¿9+ ¼ 4(,8������=À<K ¾ ¼CB �=À6�Y¿Â ��Ã�¿9+ ¼ ¾G¿�4�Â ËÂ ¿*Ki�X, É �	Â � 7¯��4(,YÅ ¼ ¿9+ ¼ 6M8�ÀÁÅ ¼ ;
>òÀ9, É ¿<+ ¼ Â��¾G¿�4�Â ËÂ ¿*K���, É �=Â�?7A4 ¼ Ë-,/.�¿9+ ¼ 6M8�ÀÁÅ ¼ ;T�@N#+ ¼ 6TÀÂ¦¿Â-6;�=ËcÅ��	ËG8 ¼ Ä

c
(c)
f

,�>
¿<+ ¼
B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À

cf
ÂÆ¾�� ¼ I�� ¼ ���/¾�¿9+ ¼ 6M,�,	À6��Â �#�Y¿ ¼ ,>è¿<+ ¼ +�ÂÃ+ ¼ ¾�¿ B ,	Â�-¿F,�>%¿<+ ¼ 6M8�ÀÁÅ ¼ Ä

,	À
c
(c)
f = maxk(cf (k))

��N#+ ¼
c
(c)
f

B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À�ÂÆ¾ Å ¼ À9K Â É B ,/ÀG¿6�=�-¿ Â �r¿<+ ¼ Ë Â� ¼ �=À
¾�¿6��4�ÂË Â ¿*K �	���=Ë-K�¾GÂÆ¾;��N#+ ¼k2 ,/. Â¾¡¾G¿�4�Ë ¼ >A,	À¡�=ËË

k
ÂG> ¿<+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ,�>

cf
Â¾U+�Â Ã�+ ¼ À8¿<+��=�

c
(c)
f

Ä��=�#� 2 ,/.QÂÆ¾#8���¾G¿��4�Ë ¼ >A,/À¡¾E, É ¼
k

ÂJ>
cf < c

(c)
f

�
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β
1
=1.00 β
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β
1
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2
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β
1
=1.00 β

2
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�������9a�Z��
	 O E & X W L;^ � XGL � IK^KI X 5 @ &/W,+ E � + E W,��&"� k
) ];W �/I*> E W E HYX + L;^ & E �è] ) /D]!/ E H=X &;/ @ ]µW�S

W E @X�I ] H�@ ] E R @6I E HYX � β1

L;H"�
β2

3

�d��Z ���%$U� �5��)* 3��� ��� ����$��*���
����¿9+�Â¾ö¾ ¼ 6�¿ÂG,/� ¿9+ ¼ Â� 2 8 ¼ �!6 ¼ ,�> É , É ¼ �-¿<8 É 6b,/ÀÁÀ ¼ 6T¿ÁÂ-,	�a6b, ¼b� 6µÂ ¼ �/¿6¾3,/� ¿9+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼
,�>
c
(c)
f

B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À+Â¾V�	���=Ë-K ½µ¼ �2�(N#+ ¼ Â� 2 8 ¼ �!6 ¼ Â¾ ¼ Å��	ËG8#�Y¿ ¼ � 4�K�¾E,/Ë Å�Â��Ã B À9,�4�Ë ¼ É
7 � � º	º ;5>A,	Àö��ÂGL ¼ À ¼ �/¿öÅY�=Ë-8 ¼ ¾3,�> É , É ¼ �-¿<8 É 6M,	ÀÀ ¼ 6�¿ÂG,/�V6M, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿¾

β1
�=���

β2
Ä��=���

6b, É B �	ÀÁÂ��Ã ¿9+ ¼ 6TÀÂ¦¿Â-6;�=Ë
ÅY�=Ë-8 ¼ ¾;Ä
c
(c)
f

Äu,�>ö¿9+ ¼aB �=À6� É ¼ ¿ ¼ À
cf

�=N#+ ¼ ËÂ � ¼ �=À�¾G¿�4�ÂË Â ¿*K
À ¼ ¾E8�Ë ¿¾a�=À ¼iB À ¼ ¾ ¼ �-¿ ¼ �Z>A,	À ¿9+ ¼ +�K B#¼ À94(,	ËÂ-6 ¾ ¼ 6µ�	�/¿�.ö�1 ¼iB À<,�I#Ë ¼ Â� ¿ ¼ À É ¾�,�>8¿<+ ¼
¾�¿6��4�ÂË Â ¿*K B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À

S = cf b/h
Ä.U+ ¼ À ¼

b
Â¾%¿9+ ¼ +��=ËG> È .8Â��¿<+i,�>�¿<+ ¼ .ê��1 ¼ 7¯¾ ¼µ¼�h �^j ;T�

N#+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ¾F,�>
Sc = c

(c)
f b/h

+���Å ¼ 4 ¼µ¼ �06µ�	Ë-6M8�Ë�=¿ ¼ �l>A,/À�¿<+ ¼ >A,	ËË-,/.8Â ��Ã�ÅY�=Ë-8 ¼ ¾F,�>
¿9+ ¼]B �	À� É ¼ ¿ ¼ À¾

β1
Ä �	���

β2
Ì
β1 = 1.00, 1.05, 1.10. β2 = 1.00, 1.05, 1.10.

N#+ ¼
Å��	ËG8 ¼ ,>

R
,�>2¿<+ ¼ .ê��1 ¼dB À<,�I�Ë ¼ ÂÆ¾�I D ¼ � �Y¿

R = −0.5
��N#+ ¼%B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À

N
Â �Z7 � � º ;
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� ¶ � ���
Â¾ ��Â À ¼ 6T¿ÁË-K©À ¼ ËÆ�Y¿ ¼ �©¿9,�¿9+ ¼ �6M6M8�À6�6bKl,�>d6b, É B 8�¿�=¿ÁÂ-,	��¾;� � ¼ +���Å ¼ ¿ÁÀÂ ¼ � ��ÂJL ¼ À ¼ �-¿
Å��	ËG8 ¼ ¾F,>

N
�z�ó¿�.ê�	¾k>A,�8�����¿<+��Y¿�¿9+ ¼ ÅY�	ËG8 ¼

N = 50
B À<,YÅ�Â� ¼ ¾�¾98 � 6TÂ ¼ �-¿ � ¼ Ã	À ¼µ¼

,�>¡�6C6b8�À6�6MK©�=�#��Ä2¿<+ ¼ À ¼ >A,/À ¼ Äz�=ËË%��8 É ¼ ÀÂS6µ�=Ë%À ¼ ¾E8�Ë ¿¾�Ã ¼ � ¼ À6�Y¿ ¼ ��Â ��¿<+ ¼_B � B�¼ À �	À ¼
,4�¿6�=Â� ¼ ��>A,/À
¿9+ ¼ 6µ�/¾ ¼

N = 50
�N#+ ¼ ¾�¿6��4�ÂËÂ¦¿*KV6b8�ÀÅ ¼ ¾�,4�¿�=Â� ¼ ��>A,	À ÅY�=ÀÂ-,8�¾
ÅY�	ËG8 ¼ ¾

,�> É , É ¼ �-¿98 É 6M,	ÀÀ ¼ 6�¿ÁÂ-,	�g6M, ¼M� 6TÂ ¼ �-¿¾
β1

�	���
β2

�	À ¼pB À ¼ ¾ ¼ �/¿ ¼ ��Â� c Â Ã#� º � Ç �6:+
6b8�ÀÅ ¼ À ¼CB À ¼ ¾ ¼ �-¿¾z¿9+ ¼ 4(,8��#���=À<Kp4 ¼ ¿*. ¼;¼ � ¿9+ ¼ ¾G¿�4�Â ËÂ ¿*K��X, É �=Â�]7¯��4(,YÅ ¼ ¿9+ ¼ 6M8�ÀÁÅ ¼ ;
�=��� ¿<+ ¼ Â��¾�¿6��4�ÂËÂ¦¿*K��X, É �	Â �P7A4 ¼ Ë-,/. ¿9+ ¼ 6b8�ÀÅ ¼ ;��@N#+ ¼ ,	À6��Â �#�Y¿ ¼ ,>Ø¿9+ ¼ ¿9, B ,> ¿<+ ¼
6b8�ÀÅ ¼ 6b,/ÀÁÀ ¼ ¾ B ,	����¾%¿9,�¿<+ ¼ 6TÀÂ ¿ÁÂS6µ�=ËhÅY�=Ë-8 ¼ ,>z¿9+ ¼pB �=À6� É ¼ ¿ ¼ À

S
�

1 1.05 1.1
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β
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β
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β
2
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2
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�������9a�Z�� 	
C F E U E W @ E H=XGL 2 E �/I*> E W E H/@ E
∆ � E X � E6E H�X�F E + Lµ^ & E �+] )öX�F E

Sc ) ]µW � E U X�F SL + E W L 2 E � E6I & LTX�I ] H �.# β1 = 1
Z
β2 = 1 ' L;H"� E6I & LTX�I ] H �q� I X�F�@ ]µW�W E @X�I ] Hg)ÆL;@X ]µW,� # β1 >

1
Z β2 > 1 ' 3

ccÂÃ�� �'B À ¼ ¾ ¼ �-¿¾cÀ ¼ ¾E8�Ë ¿¾5,>�¿9+ ¼ 6b, É B �=ÀÂ¾9,	�p,>�¿9+ ¼
Sc B �=À6� É ¼ ¿ ¼ ÀO6µ�=ËS6b8�Ë�=¿ ¼ �p>A,	À

��ÂJL ¼ À ¼ �-¿ØÅY�=Ë-8 ¼ ¾s,�> É , É ¼ �/¿<8 É 6b,/ÀÁÀ ¼ 6T¿ÁÂ-,	�F6M, ¼M� 6TÂ ¼ �-¿¾
β1

�=���
β2

�/N#+ ¼ À ¼ ¾98�Ë¦¿6¾c�	À ¼
6b, É B �	À ¼ ��¿<,�¿9+ ¼ Å��	ËG8 ¼ ¾U,>

Sc
¿9+��=¿+�=À ¼ 6µ�	Ë-6M8�Ë�=¿ ¼ �_>A,/À

β1 = 1
�	���

β2 = 1
�!N#+ ¼

6µ�	¾ ¼
β1 = 1

�=���
β2 = 1

6M,	ÀÀ ¼ ¾ B ,	����¾ê¿9, ¿<+ ¼ � B�B À<,/��6:+T.U+ ¼ ��¿<+ ¼ Å ¼ Ë-,�6µÂ¦¿*K ��,/� È
8���ÂG>A,	À É Â ¿*K ��6TÀ<,/¾¾è¿9+ ¼ Å ¼ ÀÁ¿ÁÂS6µ�=Ëu6M,�,	À6��Â �#�Y¿ ¼ ÂÆ¾8��,=¿8¿6��1 ¼ � Â �-¿9,���6M6M,8��-¿;���+¾8Â ¿'6µ�=�
4 ¼ ¾ ¼µ¼ �zÄ@>A,/ÀD¾E, É ¼ 6b, É 4�Â���=¿ÁÂ-,	��¾%,�>è¿9+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ¾Y,�>

β1
�=�#�

β2
¿<+ ¼ À ¼ ËÆ�Y¿Â Å ¼ ¼ ÀÁÀ<,	À

6µ�=�iÀ ¼ �6:+ º ��� �5N#+ ¼ À ¼ �=Ëê�=��� Â É �=Ã/Â �#�=À<K B �	ÀG¿6¾�,>8¿9+ ¼ ¼ ÂÃ ¼ �X>A8��!6T¿ÁÂ-,	�2Ä
φ(x) =

φr(x) + iφi(x)
Ä��=À ¼ ¾9+�,/.8� Â�zc ÂÃ�� � �=���zc Â Ã#� { >A,	À

R = −0.9
�=�#�

β1 = β2 = 1
�

�¡�X>A,/ÀG¿<8����Y¿ ¼ Ë-K	Ä�¿<+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ¾p,�>U6b, ¼b� 6µÂ ¼ �/¿6¾
β1

�	���
β2

>A,/À�À ¼ �=Ë
ÂÆ¾ÁË�	���Z.ö�1 ¼ ¾D�	À ¼
��,=¿d1���,/.8�2���',/. ¼ Å ¼ Àê�/¾ê¿9+ ¼D¼ ÀÀ9,/ÀöÂ��� ¼ ¿ ¼ À É Â ��Â��Ã�¿<+ ¼

Sc B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À É �^K�Ã	À<,/.
.8Â¦¿<+yÂ�!6TÀ ¼ �/¾ ¼ � ÅY�=Ë-8 ¼ ¾�,>

β1
7ò¿9+ ¼ ¾G¿�4�Â ËÂ ¿*KP4@,�8������	À9K06;�=�?4 ¼ 8���� ¼ À ¼ ¾�¿Â É �=¿ ¼ �

.8Â¦¿<+©Â�!6TÀ ¼ �/¾ ¼ ,�>
β1
;+Â ¿ É Â Ã�+/¿k4 ¼ Â É B ,/ÀG¿6�=�-¿V¿9,T1���,/.�¿9+ ¼ ÅY�	ËG8 ¼ ¾Y,�>

β1
�=���

β2>A,	Àê¿9+ ¼ �=���	ËGK ½µ¼ � ¾9+��	Ë Ë-,/. 2 ,/.¡¾;�

�#��� ) ��&	$ �
��)* 3�
�ó¿èÂÆ¾%¾9+�,/.8��Â � hº	ºbj ¿9+#�Y¿èÂG>�¿9+ ¼ ÅY�=Ë-8 ¼ ,>�¿<+ ¼ >òÀÂS6�¿ÁÂ-,	�i6M, ¼b� 6TÂ ¼ �-¿%ÂÆ¾%¾ÁË ÂÃ+-¿ËGK�¾ É �	Ë Ë ¼ À
¿9+��	��¿9+ ¼ 6TÀÂ ¿ÁÂS6µ�=ËcÅY�=Ë-8 ¼

c
(c)
f

¿<+ ¼ �©Â ��¿9+ ¼ Å�Â-6µÂ ��Â ¿*K],�>Ø¿9+ ¼ 6µÀÁÂ ¿ÁÂS6µ�	Ë B ,	Â�/¿
(kc, c

(c)
f )

Ä
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�������9a�Z�� 	öC F E W E L;^ U L W X ] )+L;H E I 2 E H;) & H/@X�I ] H ]!� XGL;IKH E � LTX β1 = 1
Z β2 = 1

LµH �
R = −0.9

3

−1 −0.5 0 0.5 1
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φ i
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�������9a�Z�� 	�C F E I / L 2 IKH-L W�5 U L W X ] )zL;H E I 2 E H;) & H-@ÁX�I ] H ]!� XGL;IKH E �aLµX
β1 = 1

Z
β2 = 1

LµH �
R = −0.9

3

.U+ ¼ À ¼
kc

Â¾ ¿9+ ¼ 6TÀÂ¦¿Â-6;�=Ë@.ö��Å ¼ ��8 É 4 ¼ À(ÄY¿<+ ¼+¼ Å,/ËG8�¿ÂG,/�a,�>�¿<+ ¼ É ,/¾G¿�8���¾�¿6��4�Ë ¼ É ,�� ¼
Â¾8Ã�,YÅ ¼ ÀÁ� ¼ �a4�K ¿9+ ¼ 6b, É B Ë ¼ D � Â � ½ 4�8�ÀÃ È �z�	������8 ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	�T,�> ¿9+ ¼ >A,/À É

∂A

∂τ
= σA+ δ

∂2A

∂ξ2
− µ|A|2A, 7 � � º ;

.U+ ¼ À ¼
τ

�=���
ξ

�=À ¼ � ¾GË-,/. � ¿Â É ¼ �=��� ËG,/��Ã	Â ¿98#��Â �#�=Ë	6b,�,	À6��Â���Y¿ ¼ Ä�À ¼ ¾ B#¼ 6�¿ÁÂÅ ¼ ËGK/Ä
A

ÂÆ¾
¿9+ ¼ � É B Ë Â ¿98�� ¼ ,�>z¿<+ ¼ Ë ¼ �	¾G¿"¾G¿��4�Ë ¼ É ,�� ¼ �=���

σ = σr + iσi, δ = δr + δi, µ = µr + iµi

�=À ¼ 6M, É B Ë ¼ D 6b, ¼M� 6µÂ ¼ �-¿¾;� Ç y�8#�Y¿ÁÂ-,	�Z7 � � º ; ÂÆ¾8� ¼ ÀÂÅ ¼ � Â � h º/ºqj 4�K É ¼ �=�#¾�,>s. ¼ �1-Ë-K
��,	��ËÂ� ¼ �	ÀV¿9+ ¼ ,	À<K��=��� ¼ D B Ë ÂS6TÂ ¿p>A,	À É 8�ËÆ�	¾%>A,/ÀD¿9+ ¼ 6;�=ËS6b8�ËÆ�Y¿ÂG,/� ,>è¿<+ ¼ 6b, ¼M� 6µÂ ¼ �-¿¾
σ

Ä
δ

�=�#�
µ

�=À ¼�B À ¼ ¾ ¼ �-¿ ¼ �2� N#+ ¼ 6M, ¼M� 6TÂ ¼ �-¿¾Y,�>è¿9+ ¼ � Â� ½ 4�8�ÀÁÃ È �c�=�����8 ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	�
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� ¶ � ��e
�=À ¼ 6;�=ËS6b8�ËÆ�Y¿ ¼ � Â� hº �/j >A,	À ��ÂGL ¼ À ¼ �/¿ ÅY�=Ë-8 ¼ ¾�,>

β1
�	���

β2
��N#+ ¼ 6b,/��¾G¿�=�-¿

µr
ÂÆ¾

À ¼ > ¼ ÀÀ ¼ � ¿9, �/¾¡¿<+ ¼ �z�=�#����8l6M,	��¾G¿�	�-¿"Â ��¿9+ ¼ Ë Â ¿ ¼ À�=¿98�À ¼ �urö�=ËS6b8�Ë�=¿ÁÂ-,	��¾ B#¼ ÀE>A,/À É ¼ �
Â � h º �^j ¾E+�,/. ¼ ��¿9+��=¿%>A,/ÀV�	Ë ËO6µ�/¾ ¼ ¾%6M,	��¾ÁÂÆ� ¼ À ¼ ��¿<+ ¼ �z�=�#����8Z6b,	�#¾�¿6�=�-¿+ÂÆ¾%>A,8�����¿9,
4 ¼kB ,/¾ÁÂ¦¿Â Å ¼ ��x�+�K�¾GÂS6µ�	Ë Ë-K�¿9+�ÂÆ¾ É ¼ �	��¾è¿9+��=¿ê�!,	��ËÂ � ¼ �=ÀÂ ¿ÁÂ ¼ ¾%¿ ¼ �#��¿<,a¾�Y¿<8�À�=¿ ¼ ¿9+ ¼ Â� È
¾�¿6��4�ÂË Â ¿*K	�����T,	¿9+ ¼ ÀU.�,/À��¾µÄ-¿9+ ¼ � Â � ½ 4�8�ÀÃ È �z�	�����8 É ,�� ¼ Ëu.8Â ¿9+

µr > 0
¾E+�,/.¡¾è¿<+ ¼

¼ D Â¾G¿ ¼ �!6 ¼ ,�> �=��,	¿9+ ¼ À ¼ y�8�Â ËÂG4�ÀÁÂ-8 É ¾�¿6�Y¿ ¼ ÂJ>
cf

ÂÆ¾"¾ÁË ÂÃ+-¿ÁË-K�¾ É �=ËË ¼ À8¿<+��=�
c
(c)
f

7³¿9+#�Y¿
Â¾;Ä=ÂG>�¿<+ ¼ �	¾¾98 É B ¿ÁÂ-,	��¾O,>#¿<+ ¼ . ¼ �1-Ë-KD��,/��Ë Â� ¼ �=ÀØ¿9+ ¼ ,	À<K �	À ¼ ¾�Y¿Â¾EI ¼ �@;��	�',=¿ ¼ Ä�+�,/. È
¼ Å ¼ À;Ä�¿9+��=¿+¿<+ ¼ � Â� ½ 4�8�ÀÃ È �z�=�#����8 ¼ y�8#�Y¿ÁÂ-,	��¾9+�,�8�Ë� B À9,��X8@6 ¼ É ¼ �=��Â��Ã�>A8�ËcÀ ¼ ¾98�Ë ¿¾
.U+ ¼ ��¿<+ ¼k2 ,/. Â¾%6b,	��Å ¼ 6�¿Â Å ¼ Ë-Ka8���¾G¿�4�Ë ¼ 7¯¾ ¼µ¼aht�^j ;����+¾ B ,	Â�/¿ ¼ �],�8�¿d4�K h o/j Ä�Ë Â� ¼ �=À
7¯�=�#��. ¼ �1�ËGK ��,	��ËÂ� ¼ �	À:; �=�#�=Ë-K�¾ ¼ ¾ØÀ ¼MB À ¼ ¾ ¼ �/¿�,/� ¼ ,�>�¿9+ ¼ ¿9+�À ¼µ¼ ��ÂÀ ¼ 6�¿ÂG,/��¾ØÂ�a.U+�Â-6:+
¿*.�, È ��Â É ¼ ��¾ÁÂ-,	���	Ë!6b,�+ ¼ À ¼ �-¿%¾G¿ÁÀ<8!6�¿<8�À ¼ ¾
Â� ¾E+#�=ËËG,/.v.ö�=¿ ¼ À 2 ,/.¡¾%�	À ¼ �	���=Ë-K ½µ¼ ��ÄY¿9+#�Y¿
Â¾;Äè¾G¿�4�Â ËÂ ¿*Ky�=�#�=Ë-K�¾ÁÂÆ¾µÄ ¼ D B�¼ ÀÂ É ¼ �-¿�=Ë"Â ��Å ¼ ¾�¿Â Ã-�Y¿ÂG,/�2Ä �=��� ��8 É ¼ ÀÁÂS6µ�	Ë¡¾GÂ É 8�ËÆ�Y¿ÂG,/�2�
�����	����Â¦¿ÂG,/�2Ä��_6b, É 4�Â���Y¿ÂG,/�g,�>%¾G¿��4�Â ËÂ¦¿*K��	���=Ë-K�¾ ¼ ¾U.8Â¦¿<+ ¼ D B�¼ ÀÂ É ¼ �/¿6�=Ë Â ��Å ¼ ¾G¿ÁÂÃ/� È
¿ÁÂ-,	��¾%Â¾3>A,8��#�a¿9,�4 ¼ y�8�Â ¿ ¼ ¾E8!6C6 ¼ ¾Á¾E>A8�Ë hºC�/j Â� � ¼ ¾96µÀÁÂ-4�Â��ÃV¿9+ ¼+¼ Å�,	Ë-8�¿ÁÂ-,	�a,>�¾9+��	Ë Ë-,/.
É Â D Â ��ÃaËÆ�^K ¼ À¾;��N#+ ¼ À ¼ ¾98�Ë ¿¾R,4�¿�=Â� ¼ ��Â� ¿<+ ¼kB À ¼ ¾ ¼ �-¿ B � B#¼ À8Â �T6b, É 4�Â���Y¿ÂG,/�_.8Â ¿9+
. ¼ ��1�ËGK ��,	��Ë Â� ¼ �	Àè�	���=Ë-K�¾ ¼ ¾ h º � Ä º	ºqj ¾E8�Ã	Ã ¼ ¾�¿
¿<+ ¼ >A,/Ë Ë-,/.8Â��Ã�� B!B À9,-�6:+ ¿9,�¿9+ ¼ �=���	Ë È
K�¾ÁÂÆ¾d,�>�,/��¾ ¼ ¿��	����Â��Â ¿ÁÂÆ�=ËØ� ¼ Å ¼ Ë-, B É ¼ �-¿',>36b,�+ ¼ À ¼ �-¿+¾G¿ÁÀ<8!6�¿<8�À ¼ ¾¡Â��¾9+��=ËË-,/. 2 ,/.¡¾µ�
c�,	À
Ã/Â Å ¼ �

β1
�	���

β2
¾E,/Ë Å ¼ ¿<+ ¼ ËÂ � ¼ �=À ¾G¿�4�Â ËÂ ¿*K B À<,4�Ë ¼ É 7 � � º	º ;c�	����I���� ¿9+ ¼ 6µÀÁÂ ¿ÁÂ È

6µ�=Ë#ÅY�=Ë-8 ¼ ¾3,�>h¿9+ ¼%B �=À6� É ¼ ¿ ¼ À6¾O,�>h¿<+ ¼'B À<,4�Ë ¼ É �-� ¼ D ¿(Ä�6;�=ËS6b8�ËÆ�Y¿ ¼ ¿9+ ¼ 6b, ¼b� 6µÂ ¼ �/¿6¾�,>
¿9+ ¼ � Â� ½ 4�8�ÀÁÃ È �c�=�����8 ¼ y�8��=¿ÁÂ-,	�?7 � � º ;%8�¾ÁÂ ��Ã ¿<+ ¼ À ¼ ¾98�Ë ¿¾%>òÀ<, É hº � Ä º/ºqj �uc Â���=ËË-K	Ä
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