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P���[�� F�� C �/F C	�
���¿[<V�(C F C±V J<\ G�� C ��M�� V \ � F�� �BC W�D [ �[����
����� J � GI\IG W�� (N , Pn) Y�� D C±V�C

Pn

J V�C���[�� F�� C �B\IGIF C J V [(T�C±V JQW [>V����V�[���� J<F�J>?ED ��T J>? C
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QSR ½

X, Y T RVU �	����W&X�¼ZY���W R ¼+�N���
L (X, Y ) T R ½	X R ¼[Y���W R ¾�\%�N´´ T ¾�]���� R ��´ µ� R ��^

¾�Y R ^5�X½³¾�^±¼L\_^±¾	Á U �N�#��W&X�¼ZY���W R
X

µ�/½±¾
Y.

� ¼ R�` ] R �>W R
x = (ξk) (ξk ∈ X)

µ¿¼�W<�	´ ´ R �
λ− T ¾�]���� R ��µa\

∃ lim ξk = ξ ∧ βk = λk (ξk − ξ) ∧ βk = O (1) ,

b X R ^ R λ = (λk)
µ¼ ��¼ R�` ] R �>W R ¾c\P^ R �N´É��]�Á T R ^±¼ b µ ½ZX

0 < λk ↗ ∞.QSR ½
mλ

X T R ½ZX R ¼ R ½°¾c\ �	´ ´
λ− T ¾�]��#� R �a¼ R�` ] R �>W R ¼<��� ¼ R�` ] R �>W R

x = (ξk)µ¼VW<�	´ ´ R � ¼Z]�Á�Á�� T ´ Red ¼ R�Rgf)hjijk �N�#� f ljknm T�o �gp R � R ^5�N´µaq R ��Á R ½	X�¾��
A = (Ank) ,

Ank ∈ L (X, Y )
µa\

y = (ηn) b µ ½ZX

ηn =

∞
∑

k=0

Ankξk

d ·	�· m

µ¼rW<¾	��s R ^Zp R �-½>� QLR ½
µ = (µk) b µ ½ZX

0 < µk ↗ ∞.
�@X R ½Z^5�N��¼[\£¾�^±Á��X½³µ¾	�

A
µ¿¼rW<�	´ ´ R �

Y#^ R ¼ R ^Zs�µ�#p
λ

À T ¾�]���� R ��� R ¼³¼ d ¼ R�R�f »�¶#· l ¶ h�h�k_m µa\
Amλ

X ⊂ mλ
Y

�-�@X R ½Z^5�N��¼[\£¾�^±Á��X½±µ ¾/�
A

µ¿¼�W<�	´ ´ R �Ñ��W�W R ´ R ^±�N½³µ�#p
λ

À T ¾�]���� R ��� R ¼±¼ µa\
Amλ

X ⊂ mµ
Y

d ·	� h�m



·>¸	» ��� ¡��<�³�X�É�Q��¨�� � ©#�X� ���Q�³�N¤��
b µ ½	X

lim µk/λk = ∞.
�nÁ R ½	X�¾��

A = (Ank) b µ ½ZX
Ank ∈ L (X, X)

µ¼VW<�	´ ´ R �
^ R p�]�´¿�c^Uµa\

AcX ⊂ cX

�	���
limn ηn = limk ξk

¶ b X�µ´ R
cX

µ¼B��¼ R ½B¾c\�WQ¾/��s R ^	p R �-½
¼ R�` ] R �>W R ¼ b µ ½ZX

ξk ∈ X
�	���

ηn

µ¼+� R�� � R � T�o d ·	�· m �
	 R � R ��¾	½ R T�o I
�N�#�

θ
½	X R

µ� R �-½³µ ½ o �N�#� q R ^±¾ ¾�Y R ^±�N½³¾�^�¾/�Ñ�	� o U �	����W&XÑ¼ZY���W R ¶�^ R ¼[Y R WQ½³µ s R ´ o �
� ¾�^³� \ R ´� d ¼ R�R f º k_m Y#^±¾js R ��½	X��X½��	� o ^ R p�]�´¿�c^B��]�Á R ^³µ W<�	´
Á R ½ZX�¾��q¾�\Í¼Z]�Á�Á��XÀ

T µ ´µ ½ o W<�	����¾N½���W�W R ´ R ^5�X½ R ]���µas R ^5¼³�	´ ´ o ½ZX R W<¾	��s R ^Zp R �>W R �-�Ö½�µ¼@Y>^³¾js R �øµ� f h�h�k ½ZX#�X½
�N� o ^ R p�]�´��^+½	^³µ¿�N�>p�]�´¿�c^ p R � R ^5�N´µ q R ��Á R ½ZX�¾��

A
W<�	����¾N½ ��W�W R ´ R ^±�N½ R ½ZX R W<¾	��s R ^EÀ

p R � W R �-� R p-�c^5��´ R ¼±¼ú¾c\ ½ZX�µ¼r\¦��W�½�µ ���cY#Y�´µ R ��Á��X½	X R Á��X½±µ W>¼ ´µ � R �c^�Á R ½ZX�¾���¼%�c^ R ]�¼ R �
½³¾���W�W R ´ R ^5�X½ R ½	X R WQ¾/��s R ^	p R �>W R'd ¼ R�R f ·(¸ knm ���]>W&XÑ��W�W R ´ R ^±�N½³µ¾	�øµ¿¼@Y#¾-¼³¼³µ T ´ R µ� ¼³¾	Á R
¼[] T ¼ R ½±¼+¾c\

mλ
X .

�@X R Y#^ R ¼ R �-½���^E½±µ W<´ R µ¼U�°¼ R�` ] R ´ ½±¾°½	X R µ � ` ]�µ ^±µ R ¼ f ·>¸ k��Bf)h���k �N���
f ·(¹ k �����Nµ� ^ R ¼[]�´ ½±¼�¾�\ W<¾	��s R ^Zp R �>W R ��W�W R ´ R ^5�X½³µ¾	� ]�¼³µ �#p ��¾	��´µ � R �c^�Á R ½ZX�¾���¼ø��^ R
Y#^ R ¼ R �-½ R ��µ� f � k �

�"µ�� R ^ R �-½ÍÁ��N½ZX R Á��N½³µ WQµ¿�N��¼@X#� s R ¼�½	]���µ R � sX�c^±µ ¾�]�¼�p R � R ^5�N´µaq(�X½³µ¾	�#¼%¾�\�����^³´ ]����
Á R ½ZX�¾�� ¶É¼ R�R \£¾�^ R�� �	Á Y�´ R f h ¶ i ¶��-¶É¸�¶�· h ¶j·(» k ��	 R � R ��¾N½ R T�o (N , Pn)

¾�^
N

½	X R
p R � R ^5�N´µaq R �°����^±´a]����°Á R ½ZX�¾�� ¾c\
¼[]�Á Á�� T µ ´µ ½ o � R�� � R � d ¼ R�R0f ·N¶1·/· k �	��� f)h · knm T�o

Ank =

{

RnPn−k, (k = 0, 1, . . . , n),

θ, (k > n),

d ·	� ��m

b X R ^ R Pk, Rn ∈ L (X, X) , b X�µ´ R
Rn

µ¿¼�� R�� � R � T�o

Rn

n
∑

k=0

Pn−kζ = ζ (ζ ∈ X, n ∈ � 0).
d ·	� i�m

� \
Pk = I (k ∈ � 0),

½ZX R � b R p R ½�½	X R Á R ½ZX�¾���¾c\ú�c^±µ ½	X�Á R ½³µ W<�	´ÉÁ R �N��¼
H.

� \
α ∈ � b µ ½ZX

−α /∈ � �	���
Pk =

(

k+α−1
k

)

I,
½ZX R � b R p R ½�� R ¼��c^±¾ Á R ½	X�¾��

Cα
d ¼ R�R

�N´¿¼E¾ f ·>º knm �-� \
α ∈ � \ {0} , P0 = αI, P1 = (1 − α) I

�N�#�
Pk = θ (k > 1),

½ZX R �
b R p R ½! b R µ R ^ÍÁ R ½ZX�¾��

Zα.QSR ½ ]#¼ø� R�� � R � p R � R ^5�N´µ q R � Á R ½	X�¾��
B = (N , Bn+1 − Bn)

]�¼³µ �#pq½	X R ¼ R À
` ] R �>W R ¾�\ ¾�Y R ^5�X½±¾�^5¼

Bn ∈ L (X, X)
¼³�N½³µ¿¼�\ o µ�#p ½	X R W<¾	����µ ½±µ ¾/��¼

B−1
n ∈ L (X, X)

¶

(n + 1) ‖Bn+1 − Bn‖ = O (‖Bn‖) , B0 = θ, Bn 6= θ, (n ∈ � )
d ·/� l�m

� ¾ Y#^±¾js R ¾�]#^@Y#^±¾�Y�¾/¼³µ ½³µ¾	��¼ b R ]�¼ R � R�� ½�´ R Á Á��/¼ d ¼ R�R0f ·	· k �	��� f h�h�knm �
"$#&%'% ý)(�ÿ ¡��X�¯��¤+* �¯�³�X��§« Q�N�����N�S¤¦�N� d ·/� · m-,
¤«�£¢

X = Y
¤¿§ �³�Ö²�.�ª �N� ¤ / �£¢���¥5�X�0�X¤21

�S¤¦�N��§

∃ lim
n

Ankζ = Akζ (ζ ∈ X, k ∈ 3 0),
d ·	� » m

∃ lim
n

∞
∑

k=0

Ankζ = Aς (ς ∈ X),
d ·/�4� m

sup
|ξk |≤1

‖

p
∑

k=0

Ankξk‖ = O(1) (n, p ∈ 3 0),
d ·	� º m

,j¢�¤«ª �
A = I

�X�0�
Ak = θ (k ∈ 3 0),

�X�³� §<�X�¯¤¿§25��6� �
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¤«���5�X�U¡��<�«¢�� �X§ ·>¸ �
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Ank ∈ L (X, Y )
¨
A = (Ank)

�X�0�
eX(ζ) := (ζ, ζ, . . .)

,
¤«�£¢
ζ ∈ X.

�£ 
∃ lim

n
Ank = Ak (k ∈ 3 0)

d ·	� ¸ m
¤«���£¢�� ���X����¨ �£¢��<���«¢���¥5�N���X¤«�¯¤¦�X��§

AeX(ζ) ∈ mµ
Y (ζ ∈ X),

d ·/� ·(¹ m
∑

k

λ−1
k ‖Ak‖ < ∞,

d ·/� ·/· m

µn

∑

k

λ−1
k ‖Ank − Ak‖ = O(1)

d ·	�· h�m

�X�³� § .�� ¥<¤¦�Q�#�� Q�N�B�«¢�� ¤«�É¥Qª+.�§5¤¦�N� d ·	� h�m �
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lim
n

‖Rn‖ ‖Pn−k‖ = 0, (k = 0, 1, . . . , n),
d h �· m

‖Rn‖
n

∑

k=0

‖Pk‖ = O(1)
d h � h�m

¤«���ÉªI®ø�£¢��X���£¢�� ���<�«¢�� �
(N , Pn)

¤¿§B�³�Ö²�.�ª �N� �
 ��³�(��  � QSR ½ ]�¼�]�¼ R QLR Á�Á��q·�½³¾ Y#^±¾js R ½ZX R �	¼±¼ R ^E½±µ ¾/�h¾�\"!r^±¾�Y�¾/¼³µ ½³µ¾	� ·	��#+¼Eµ�#p
d ·	� i�m b R p R ½

Rn

n
∑

k=0

Pn−kζ = Iζ (ζ ∈ X, n ∈ � 0).

�@X��X½�Á R �	��¼�½ZX R WQ¾	�#��µ ½±µ ¾/� d ·	� � m µ¿¼�¼±�X½³µ¿¼ �>R � ��#"¼³µ �#p ½	X R Y#^±¾�Y R ^³½³µ R ¼Í¾c\�½ZX R ��¾�^±Á
�N��� d h � · m b R p R ½

∥

∥

∥
RnPn−kζ

∥

∥

∥
≤ ‖Rn‖ ‖Pn−k‖ ‖ζ‖ → 0 (ζ ∈ X, k = 0, 1, . . . , n).

�@X R ^ R \£¾�^ R ½	X R WQ¾	�#��µ ½±µ ¾/� d ·	� » m µ¿¼ú¼³�N½³µ¿¼ � R � �(� \
‖ξk‖ ≤ 1,

½ZX R �']#¼Eµ�#p+½ZX R Y#^±¾�Y R ^³½³µ R ¼
¾c\�½ZX R ��¾�^³Án�	��� d h � h�m b R p R ½

∥

∥

∥

p
∑

k=0

RnPn−kξk

∥

∥

∥
≤

n
∑

k=0

‖Rn‖ ‖Pn−k‖ ‖ξk‖ ≤ ‖Rn‖
n

∑

k=0

‖Pk‖ = O(1),

b X�µ ´ R
n, p ∈ � 0.

��¾ ½	X R WQ¾	�#��µ ½±µ ¾/� d ·	� º m µ¿¼�¼±�X½±µ¼ �>R � ���@X��X½ Á R �	��¼Í�N´´É½ZX R W<¾	����µ À
½³µ¾	��¼�¾c\ QLR Á�Á���·+��^ R ¼±�X½±µ¼ �>R ���N����½	X R �/¼³¼ R ^³½³µ¾	��¾�\$!r^³¾�Y#¾-¼Eµ ½³µ¾	��·�\£¾	´´ ¾ b ¼r\_^³¾/Á
QSR Á�Á�� ·	�

�

�"¼
µ� f h�h�k µ¿¼PY#^³¾js R � ½ZX��N½%�N� o ^ R p�]�´��^j½	^³µ¿�N�>p�]�´¿�c^Pp R � R ^5�N´µ q R � Á R ½ZX�¾���¾�\�¼Z]�Á�Á��XÀ
T µ ´µ ½ o A = (Ank)

¶�¼±�X½±µ¼[\ o µ �>p�½ZX R WQ¾/����µ ½³µ¾	� ∑n
k=0 Ank = I,

W<�N����¾N½+��W�W R ´ R ^±�N½ R
½ZX R W<¾	��s R ^Zp R �>W R ¶ b R p R ½ ½ZX R ��¾�^³¾/´ ´¿�c^ o ·	�



·>¸	º ��� ¡��<�³�X�É�Q��¨�� � ©#�X� ���Q�³�N¤��
� �N�³�Xª«ª�X��®�� ��� \"½	X R p R � R ^5�N´µaq R � Á R ½ZX�¾�� ¾c\+¼Z]�Á�Á�� T µ´ µ ½ o (N , Pn)

¼³�N½³µ¿¼ �>R ¼ ½	X R
WQ¾	�#��µ ½±µ ¾/��¼ d�h �· m �	��� d h � h�m ¶1½	X R � ½ZX�µ¿¼ Á R ½	X�¾�� W<�	� ��¾N½ ��W�W R ´ R ^5�X½ R ½	X R W<¾	��s R ^EÀ
p R � W R �
� �N�³�Xª«ª�X��®�� ���@X R W<¾	����µ ½³µ¾	�#¼ d ·	� l�m �	���

lim
n

∥

∥B−1
n+1

∥

∥ ‖Bn−k+1 − Bn−k‖ = 0 (k = 0, 1, . . . , n) ,
d h � ��m

∥

∥B−1
n+1

∥

∥

n
∑

k=0

‖Bk+1 − Bk‖ = O(1)
d h � i�m

µ Á Y�´ o ½	X��X½ ½	X R p R � R ^5�N´µaq R �°Á R ½ZX�¾��
B

µ¿¼@^ R p�]�´¿�c^(�
� ü�������ù��¦û������ � ÿ ©�¢���¥±�N���N¤«�S¤¦�N��§ d�h �· m5¨*d�h � h�m �N���

µn

n
∑

k=0

λ−1
k ‖RnPn−k‖ = O(1)

d h � l�m

�X�³� § .�� ¥<¤¦�Q�#�� Q�N�B�«¢�� ¤«�É¥Qª+.�§5¤¦�N�
Nmλ

X ⊂ mµ
X .

 ��³�(��  � QSR ½ ]�¼ ]�¼ R QSR Á Á�� h �N�#� ½5��� R
Ank T�o d ·/� ��m �%�@X R � W<¾	����µ ½±µ ¾/� d ·	� ¸ m

\£¾	´´ ¾ b ¼V\_^±¾	Á d h �· m � ��¾/����µ ½³µ¾	� d ·/� i�m µ Á Y�´µ R ¼ WQ¾/����µ ½³µ¾	� d ·/� ·(¹ m �	��� WQ¾	�#��µ ½±µ ¾/��¼
d h �· m �N��� d�h � h�m µÁ Y�´ o ½ZX#�X½%½	X R Á R ½ZX�¾��

(N , Pn)
µ¿¼r^ R p�]�´��^>�N�@X��N½�µ¿¼ b X o Ak = θ�N���

A = I.
��¾'W<¾	����µ ½³µ¾	� d ·	�·	· m µ¼�¼±�X½³µ¿¼ �>R � �-�@X R W<¾	����µ ½³µ¾	� d�h � l�m µ Á Y�´µ R ¼ d ·	�· h�m ¶

½ZX�]�¼Í½	X R �	¼±¼ R ^E½±µ ¾/�°¾�\ !r^±¾�Y�¾/¼³µ ½±µ ¾/� h \£¾/´ ´¾ b ¼�\_^³¾/Á QSR Á�Á�� h �
�

�"�<���N����� �-� \1½ZX R Á R ½ZX�¾��
(N , Pn)

µ¼���W�W R ´ R ^±�N½³µ�#pB½ZX R WQ¾/��s R ^	p R �>W R ¶X½ZX R � W<¾	����µ À
½³µ¾	� d h � l�m µ¿¼ ¼±�X½³µ¿¼ �>R � �
� �N�³�Xª«ª�X��®
	 � ��¾	�#��µ ½±µ ¾/��¼ d ·/� l�m ¶ d�h � ��m ¶ d h � i�m �	���

µn

n
∑

k=0

λ−1
k

∥

∥B−1
n+1 (Bn+1−k − Bn−k)

∥

∥ = O(1)
d h � » m

�c^ R ¼Z]�� WQµ R �-½@\£¾�^Í½	X R µ�>WQ´ ]�¼³µ ¾/�
Bmλ

X ⊂ mµ
X .

�"�<���N���� �-� \+½	X R Á R ½ZX�¾��
B

µ¼���W�W R ´ R ^5�X½³µ�#p�½ZX R W<¾	��s R ^Zp R �>W R ¶1½	X R � W<¾	����µ ½³µ¾	�
d h � » m µ¿¼�¼±�X½³µ¿¼ �>R � �

�@8��VF�A���JL<>E�F�:�� JLKNFPEZ:2?2JS<���� JL=r<#JLKMO
��� f · � k �	��� f · l k ¼ R s R ^5�N´��j��] T R ^±µ�	� ½ZX R ¾�^ R Á�¼g\£¾�^�½ZX R p R � R ^±�	´ µ q R � ����^³´ ]����
Á R ½ZX�¾�� ¾c\ú¼[]�Á Á�� T µ ´µ ½ o �c^ R Y#^³¾js R � �
����^³Á-]�¼ d ¼ R�R f · ijk_m Y#^±¾js R ��½ZX R � ^±¼E½��j��] T R À^³µ¿�N��½ZX R ¾�^ R Á�\£¾�^ú½ZX R p R � R ^±�	´ µ q R � Á R ½	X�¾���¼
¾�\�¼Z]�Á�Á�� T µ´ µ ½ o µ� U �	����W&X ¼[Y#��W R ¼<�����
f h ¹ k+��f h � k �	��� f ·(¹ k ¼ R s R ^5�N´ ���c] T R ^±µ¿�N� ^ R Á��Nµ��� R ^U½	X R ¾�^ R Á�¼ \£¾�^B½	X R p R � R ^±�	´ µ q R �
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