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;=<?>,@.A�B�C9@ED RªNÂ^ÃM8OGF [ Q [ L ]IH L Fú^8JLK9M ^ÃM L [	] dON e L�P d.Q ^ÃM L K:OSRTJUF�O d N d.Q d N L F�J N Fú^DQµN8G L
^ÃM ] d JUV3M ^ÃM L [ d ] L F d,Q Q [ d ] d J�F P Qµ^ L ] OîQµe H M:OîGDM P Q�M�Q N F d ] N QµNLK�O PWPKd.N O)e)OYX L F dOPKL
d,Q ^ÃM L K	OGRTJUF�O)N�VZF�J N Fú^DQFN:G L F H O ^ÃM ^ÃM LKL�[�d eGJ:^ÃO d N d ] Q N F d ]Ã[ ^ÃO d N d,Q M L QX^�\ J M L ^ ] QµN�F Q L ]d,Q$PKd OGFú^8J ] L QµNLK ^ÃM L M L Qµ^KQ ] L K L F�G ] O N�L K N M�^ÃM L]PKd K L e6\ J M L F�MEFú^ L�P d.Q ^ H d [ Q ] ^ÃO Qµe
K	OSR L ] L N_^ÃOîQFe L�^ J8Qµ^ÃO d NUF`_ acbed3F)f$OGFgK L ] O [3L K�` d N L.L�^ J�QX^ÃO d N L�h [:] L F�F L F ^ÃM L ] Qµ^ L.d.Q GDM�QµN�V L
d,Q G d N:G L N_^ ] Qµ^ÃO d N d.Q H Qµ^ L ] [ Q [ d J ] O)N ^ÃM L QFO ] F [ QµG L F QFNLK'^ÃM Lód ^ÃM L ] ^ÃM L ] QX^ L+d.Q GDM�QµN�V L
d,Q ^ L�P [ L ] QX^8J ] L \ J M LKd.N ^DQµOîN L K�O)N8O ^ÃOîQFe C�N�d J8N�K8Q ] M [ QFeGJ L [	] dON e L�P OYF6Q [:[:] d�h O P Qµ^ L K N M
JUF�O)N�V6^ÃM L�i N8O ^ L$[�d eGJ PKL0PKL ^ÃM d KT\ J M8OGF [:] d G L KUJ ] L QFe)e d H F�JUFÀ^ d ] L KEJ8G L ^ÃM L H b ^ ] QµN�F Q L ]
[	] dON e L�P K L F�G ] O N�L K N M QjF�MEFú^ L�P�d.Q a3bgd3F�^ d O)N8O ^ÃOîQFe [ QFeGJ L [:] d.N e L�PkQ d ] Q=F�MEFú^ L�P�d.Q
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�g� Æ�È �:× Æ õ Æ ÊD× ×Ùö ÊD×ÙÍ�� È Æ Ê�ö9���L����õÙö��(����� Ç�È���� ö��|�U�/��� Æ �_×Â×Ùõ@�U��Ê)� Æ õ�×���õÙö:Í�ÖE� �
� ö:õÙö:Í�Ê Ç Æ � È � È Ê È � � õ Æ �:Ê Æ ����Í Æ ×êö È ×@Ê\Ø��:ÊÃ×�� �T� Ë È�� �_× È ö	�/Ê�ÊÙÍ � �m�	Ê6×�� Æ ��õ�� È ��Ö È �
� ö:õÙö:Í�Ê�ÊÙö	Ë È ��ÊÂ�U��� ÊÙö È Ë
ÊFÏ ��õ�� È ��Ö;ö9�W�Ìö8ö�� �U�/� � � � Æ õ3Ï ÊÙö È Ë Ç�Æ.� �/�U� È�� ÊFÏ � ö	õêö	Í�Ê
� Æ �U× � È � Æ ÊµÏ � � � Æ õ Ç � � � È � Æ ÊµÏ/Ë È�  Í È � � ö Ç � ö:Ê È × Æ�Ç ö	Í�Ë � È ��Ö��¢¡��U�L� Ç �_×�� ÆµÇ �_× È�� �UË
Ç ö�� Æ Ë
Ê\�	õ Æ � Æ Ø Æ Ë ö � Æ �£�³ö:õ.×�� Æ �	���UË���Ê È Ê¤öE� ÊÙÍ � � � õêö �XÆ ÊêÊ Æ ÊFÏ��³ö:õ Æ,¤ � Ç � Ë Æ½Ç �_×�� Æ Ñ
Ç �U× È�� �	Ë Ç ö�� Æ Ë
Ê¤ö9� Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ\Ç ö_Ø ÆFÇ Æ �8× È �¥� ö�ö��#Ï(�e� Æ ��×�� Æ �Ìö�ö�� È Ê � ö:��Ê È � Æ õ Æ �
�	Ê � ö	õêö	Í�Ê Ç Æ � È �Z¦ Î	Ï8Ó�Ï�§�Ï�¨�©ª��ªó�	Ê È�� �UË
Ë«�'×�� Æ Ê Æ¤Ç ö�� Æ Ë
Ê � �U� ô Æu� Ë �	ÊêÊ ÈY¬�Æ � È �8×Ùö�×���õ ÆµÆ
� �_× Æ Ö:ö	õ È Æ ÊµÛ ÆµÇ � È õ È�� �	Ë � Í�õÙØ Æ Ñ ¬ ×D× È ��Ö Æ.  Í��U× È ö	��ÊFÏ Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ � ÈY­ Í�Ê È ö:� ÆO  Í/�_× È ö	�/ÊµÏ��U���



ø:Ó ì�����±��)© §@ðÀ¥�����±_¦8í	ÁÙ®
�³Í������ Ç Æ �8×ê�UË3� Æ �U×.�U��� Ç �	ÊêÊÌ×Ùõ@�U��Ê)� Æ õ Æ.  Í��_× È ö:��ÊF��� È ÊÃ×êö	õ È�� �UË
Ë«�:Ï Ç ö8ÊÃ× Ç ö�� Æ Ë
Ê¤�	õ Æ
ô��	Ê Æ � ö	��×�� Æ Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ � ÈY­ Í�Ê È ö:� ÆO  Í��_× È ö:�&���g� Æ Í�Ê È ��Ö ö9�ó� È«­ Í�Ê È ö	� Æ.  Í��_× È ö:� È Ê
Í�ÊDÍ/�UË
Ë«� õ Æ ÊD×Ùõ È�� × Æ ��×êö�×�� Æ ��õ�� È ��Ö�ô Æ Ë
ö��o×�� Æp¬ ô Æ õ\ÊÙ�U×ÙÍ�õ@�_× È ö:� � ö È �8×FÏ¢�e� Æ õ Æ ö	��Ë��
�Ì�U× Æ õóØ_� � ö	õ+�	���Âô�ö	Í����j�ó�_× Æ õ+�Uõ Æ�È ��Ø	ö:Ë Ø Æ ���	���Â×Ùõ@�U��Ê � ö:õD× Æ �Âô�� Ç ö:Ë ÆO� Í�Ë �Uõó� È �«Ñ
�³Í�Ê È ö	�%���¤ö�� Æ Ø Æ õFÏ8ö_Ø Æ õ$×�� Æ Ë
�:ÊÃ×+� ÆO� �	� Æ Ê ×�� Æ � Æ Ø Æ Ë ö � Ç�Æ �8×ÌöE� Ç ö	õ Æ � �,� Í�õê�U× Æ �U���
Ö Æ � Æ õ@�UË Ç ö�� Æ Ë ÊKô ÆO� ö Ç Æ Ê Ç ö	õ Æ � ö � Í�Ë
�	õ=¦ Ó�Ï3§�Ï&¨�©ª�%���mÊÙÍ � � Ç ö�� Æ Ë Ê�×�� Æ � ö�ö�� È Ê
� ö	�/Ê È � Æ õ6�	Ê¤� � ö	õêö	Í�Ê Ç Æ � È Í Ç �	��� Ç Í�Ëî× È � �/�	Ê Æ�� ö����U����� Æ �_×¤×êõê�	��Ê8� Æ õ È Êó×ê�	Ä Æ �
È �8×Ùö�� �,� ö	Í��8×F�_��� �µÆ õÙ×ê� È � � ö:õÙö:Í�Ê Ç�Æ � È �K� ��� Ë È�� �U× È ö	��Ê
×�� Æ �Ìö	õêÄ È ��Ö � Í È ��� Æ �_×$Ö Æ ��Ñ
Æ õ@�_× È ö	���·ÊÙö	Í�õ �XÆ
	 ö:õK�Uô�ÊÙö	õ � × È ö	���·Ê È ��Ä 	6Æ!­�Æ.� ×êÊK�	õ Æ È Ç � ö	õÙ×ê�	�:×Z¦ ÒO©ú�#����×�� È Ê � � � Æ õ
� Æ ÊÃ×êÍ��(� ×�� Æ � Æ �_×+�U��� Ç ö È ÊÃ×êÍ�õ Æ ×Ùõ@�U�/Ê8� Æ õ � õÙö �XÆ ÊÙÊ Æ Ê È �Â×�� Æ � ö:õÙö:Í�Ê Ç Æ � È �'Ë ��� Æ õFÏ
� Æ Ê � õ È ô Æ � È ��¦ Ô9©ú�

� Æ Ê����UË
ËL�³Í�õÙ×�� Æ õ$�	ÊêÊDÍ Ç�Æ Ë È � Æ �Uõ$� Æ � Æ ��� Æ � �XÆ ö	� ô/ö	×�� × ÆFÇ � Æ õê�U×ÙÍ�õ Æ �	��� Ç ö È ÊDÑ
×ÙÍ�õ ÆW� ö	�8× Æ �8×.�U��� �+õ È × Æ

M = const + σC − ωT,
�ÃÎ	�
Î 	

�e� Æ õ Æ C È Ê�×�� Æ|� ö	� �µÆ �8×Ùõ@�_× È ö:�köE���ó�_× Æ õ Ø_� � ö	Í�õ È � ×�� Æ � È õÂÊ � � �µÆ ÊFÏ
M È Ê�×�� Æ

� Ç ö	Í��8×�öE� Ç ö È ÊÃ×êÍ�õ Æ �Uô�ÊÙö	õêô Æ ��ôL��Í�� È × Ç �:ÊÙÊ\öE� ¬ ô Æ õFÏ
σ

�	���
ω

�	õ ÆZ� ö:��ÊD×ê�U�8×@Êµ�
� Æ Ê����UË
Ë � ö:��Ê È � Æ õÌ×�� ÆKÆO  Í È Ë È ô�õ È Í Ç Í � ×ê�UÄ Æ ö9� Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ ôL�Â� ¬ ô Æ õó×Ùö ô Æ õ Æ Ë
�U× Æ �
×ÙöW�ó�_× Æ õ$Ø_� � ö	Í�õ � ö	� �µÆ �8×Ùõ@�_× È ö:� �	���½× ÆFÇ � Æ õ@�_×êÍ�õ Æ T

ôL�'×�� Æ Ë È � Æ �	õ
õ Æ Ë
�U× È ö	�
�ÃÎ:� Î 	 �
� Æ ×óÍ�Ê � ö	��Ê È � Æ õó�U� Æ Ë ÆµÇ�Æ �8×óö9�À� � ö	õêö	Í�Ê Ç �_× Æ õ È �UËª��� ÆW� �U��� Æ õ È Ø Æ ×8�Ìö ÆO  Í��_Ñ

× È ö	��ÊFÏ%ö:� Æ�Æ!¤ � õ Æ ÊêÊ È ��Ö ×�� Æ õ@�_× Æ ö9� � ���	��Ö Æ ö9� � ö:� �XÆ �:×êõê�U× È ö	�;�U�/��×�� Æ öU×�� Æ õ½� Æ Ñ
Ê � õ È ô È ��Ö�×�� Æ õê�U× Æ ö9� � ���	��Ö Æ ö9�$× ÆµÇ � Æ õ@�_×ÙÍ�õ Æ �y�g� Æ���� Ú�� Æ!¬ � È ��Ö �ó�_× Æ õ�Ø�� � ö:Í�õ
� ÈY­ Í�Ê È ö:� È ÊóÖ È Ø Æ � È ��×�� Æ �³ö	Ë
Ë ö�� È ��Öp�³ö	õ Ç

mgD
∂2C

∂x2
= m

∂C

∂t
+ (1 − m)ρs

∂M

∂t
, x ∈ [0, L], t > 0,

�ÃÎ:� Ó 	
�e� Æ õ Æ D È Ê�×�� Æ � ÈY­ Í�Ê È ö:� � ö Æ��=�µÈ Æ �:×]�³ö	õ Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ�È � � È õFÏ

m È ÊK×�� Æ �³õê� � × È ö	�möE�
×�� Æ ×Ùö	×ê�UËÀØ	ö:Ë Í Ç Æ ö9�
×�� Æ½Ç �_× Æ õ È �	Ë%ö �,� Í � È
Æ ��ô���� È õ��U���

(1 − m) È Ê¤×�� Æ �³õ@� � × È ö	�
ö9� ×�� Æ � ö:õÙö:Í�Ê Ç �_× Æ õ È �	Ë&ö �,� Í � È Æ � ôL� ¬ ô Æ õ6ö9�$� Æ �/Ê È ×8� ρs

Ï
2L È Ê¤×�� Æ ×�� È�� Ä8� Æ ÊêÊ¤ö9�

×�� Æ Ë ��� Æ õÌöE�%×�� Æ � ö:õÙö:Í�Ê Ç�Æ � È ���·��Í Æ ×Ùö�Ê�� Ç�Ç�Æ ×êõ�� � ö	�/� È × È ö:��Ê

∂C

∂x

∣

∣

∣

x=L
= 0,

∂T

∂x

∣

∣

∣

x=L
= 0

� Æe� ö:��Ê È � Æ õ ö	��Ë��'�����	ËY��ö9��×�� È Ê Ë
��� Æ õ 	 Ï t È ÊÀ×�� Æ × È
Ç�Æ �U���
m = 1

Ï_×�� Æ �'×�� Æ+Æ.  Í��U× È ö	�
�ÃÎ	� Ó 	rÈ Ê$� È«­ Í/Ê È ö	� Æ.  Í��U× È ö	�p�³ö	õ ×�� ÆI� ö	� �XÆ �8×êõê�U× È ö	�]� È ×���ö	Í�× ¬ ô Æ õ@Êµ�U�g� Æ � �Uõ@� Ç�Æ × Æ õ
g

Ï��³ö	Ë
Ë ö��¤Êg�³õêö Ç ×�� Æ �·� � ×¤×����U×¤×�� Æ � È«­ Í�Ê È ö	� � õêö �XÆ ÊêÊ+Ö:ö Æ Ê+��ö	×6�UË
ö	��Ö�ÊD×Ùõ@� È ÖE�8×.� È õ
� ���U��� Æ Ë Ê$ô�Í�×Ì×���õÙö:Í�ÖE��� Ç �U×Ùõ ÈY¤ ö9� È �8× Æ õD×8� È � Æ � ¬ ô Æ õêÊ �U���Â�U�L� � ÈY­ Í�Ê È ö:��ö9� Ç �	ÊêÊ
�UË
ö	��Ö½×�� Æ�¬ ô Æ õêÊ È Ê+�UË ÊÙö��	Ë Ë
ö�� Æ �#�

�g� Æ õ@�_× Æ �_×`�e� È�� ��×�� Æ × ÆFÇ � Æ õ@�_×êÍ�õ Æ ö9�
×�� Æ½Æ Ë ÆFÇ�Æ �8× � ���	��Ö Æ Ê È Ê6� Æ × Æ õ Ç�È � Æ �
ô�� ×�� Æ � Æ �_× � ö	����Í � × È ö:�k×���õêö	Í�ÖU� � È õ��	��� ¬ ô Æ õêÊÂ�U���k×�� Æ � Æ �U× Æ Ø	ö:Ë Ø Æ ���e� Æ �
Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ�È Ê��Uô�ÊÙö	õêô Æ � ôL� ¬ ô Æ õ@ÊF�¢�g� Æ � Æ �U×6� È«­ Í/Ê È ö	� ��� Ú0Ê � �U��ô Æ õ Æ �+õ È ×Ù× Æ � È �
×�� Æ �³ö:Ë Ë
ö�� È ��Ö]�³ö:õ Ç Û

cρ
∂T

∂t
= K

∂2T

∂x2
+ qρ

∂M

∂t
,

�DÎ	� § 	
�e� Æ õ Æ c È Ê$×�� Æ Ê � Æ.�XÈ«¬�� � Æ �U×0ö9�#×�� ÆI¬ ô Æ õ@ÊFÏ

K, ρ È Ê$×�� Æ � Æ �_× � ö	�/��Í � × È Ø È ×8� �U��� ×�� Æ
� Æ ��Ê È ×8��öE�
×�� Æ � ö	õêö	Í�Ê Ç �U× Æ õ È �UËªÏ

q È Ê¤×�� Æ � Æ �U× Æ Ø:ö	Ë
Ø Æ � �e� Æ ��×�� Æ �ó�_× Æ õ6Ø�� � ö:Í�õ
È Ê¤�	ô�ÊÙö	õêô Æ ��ôL� ×�� Æ�¬ ô Æ õêÊF�



� ±�� ¶µ¬ � ±_¨ª©·®_¦;®Ã¯6ì'­@±_¨ó±_¦�» °�®_© §�¨Z¬�Áê­6ñ'© §�¨ZÁ�©��µ¬�¨Z©·®U¦�©«¦��+®_ÁÙ®U¬�§\°�­@»U©·± øE§
� Æ ��öU× È��µÆ Ï�×��/�_×\ô/ö	×�� ��� Ú Ê �ÃÎ	� Ó 	 Ï �ÃÎ	� § 	 Ï È � Æ ��×�� Æ Ø_� � ö:Í�õ��	����× ÆµÇ � Æ õ@�_×ÙÍ�õ Æ

Æ.  Í��_× È ö:��ÊFÏ�� Æ � Æ ����ö:�Â×�� Æ � Ç ö	Í��:×+öE� Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ M È ��×�� Æ�¬ ô Æ õ@Êµ�
� Æ �:ÊÙÊÙÍ Ç�Æ ×����_×

Î	�+�¤Ë
Ë � ö Æ �=�XÈ
Æ �8×êÊ È � ×�� Æ ��� Ú0Ê��	õ Æ �:ÊÙÊÙÍ Ç�Æ � � ö	��ÊD×ê�	�:×Â�	��� È �/� Æ � Æ ��� Æ �8×�öE�
Ç ö È ÊÃ×êÍ�õ ÆW� ö	� �µÆ �8×Ùõ@�_× È ö:���U�/��× ÆµÇ � Æ õê�U×ÙÍ�õ Æ �

Ó��e�g� Æ � Æ �_×&öE��ÊÙö	õ � × È ö	�
q È Ê%�	ÊêÊDÍ Ç�Æ � È ��� Æ � Æ ��� Æ �:×rö9��õ Æ Ö:� È �&Ï@×���ö	Í�ÖE� È � � õ@� � × È��XÆ

È × È × � �	��� Æ � Æ ��� ö:� È ×F�
§��+�I��ÊD× Æ õ Æ Ê È Êóö9�ÀÊÙö	õ � × È ö:� È Êó� Æ Ö:Ë ÆO� × Æ �#�
Ô��e�g� Æ õ Æ Ë
�U× È Ø Æ Ø	ö:Ë Í Ç�Æ Êrö �.� Í � È
Æ �½ôL� ¬ ô Æ õ$�	���½� È õ
�	õ Æ �	ÊêÊÙÍ Ç�Æ �K×êö\ô Æe� ö:��ÊD×ê�U�8×

�	Ê+� È«­ Í�Ê È ö	� � õêö �XÆFÆ ��ÊFÏ È � Æ �
m È Ê+�:ÊÙÊÙÍ Ç�Æ �Â×Ùö ô Æ � ö:��ÊÃ×@�U�8×F�

Ò��e�g� ÆKÈ � � Í Æ � �XÆ öE� � � � È Ë Ë �Uõ È ×8� È ��×�� Æ � È õ¤Ê � � �XÆ Ê È Ê+��ö	×Ì×@�UÄ Æ � È �8×Ùö�� �,� ö	Í��8×F�
ª�� Æ Ë È Ç�È ���_× È ��Ö

M
�³õÙö Ç �ÃÎ:� Î 	 Ï(� Æ Ö Æ ×+×�� Æ Ê���ÊD× ÆFÇ ö9�r×8� ö ��� Ú0Ê















DT ∂2T

∂x2
=

∂T

∂t
− ν

∂C

∂t
,

DC ∂2C

∂x2
=

∂C

∂t
− λ

∂T

∂t
,

�DÎ	� Ô 	

�e� Æ õ Æ

DT =
K

ρ(c + qω)
, DC =

Dmg

m + (1 − m)ρsσ
,

ν =
qσ

c + qω
, λ =

(1 − m)ωρs

m + (1 − m)ρsσ
.

��ö	õ
t = 0

� Æ Ö È Ø Æ ×�� ÆKÈ � È × È �UË � ö	��� È × È ö	�%Û

T (x, 0) = T0(x), C(x, 0) = C0(x),
�DÎ	� Ò 	

�e� Æ õ Æ T0
Ï
C0

�Uõ Æ Ä���ö��+� �³Í�� � × È ö	��ÊF�

�g��� �3�
	u�¢�T�8���k�(��
 �������y���
�I�3�¢�(�3��� ����	��L�)��������	I���T�8�����

� Æ ×�Í/Ê'�	ÊêÊÙÍ Ç�Æ ×����_× �.È õ È�� ��Ë Æ ×�ô�ö	Í��/���Uõ�� � ö:��� È × È ö	��Ê ��ª � � 	 �Uõ Æ �³ö	õ Ç Í�Ë �_× Æ ��ö	�
×�� ÆKÆ,¤ × Æ õ È ö:õ+ÊDÍ�õ��·� �µÆ Ê

x = 0

T (0, t) = φ1(t), C(0, t) = φ2(t),
�ªÓ��
Î 	

�e� Æ õ Æ φ1, φ2
�	õ Æ Ö È Ø Æ �p�³Í�� � × È ö:��ÊF�U�g� Æ � È ×��³ö	Ë
Ë
ö��¤Ê��³õÙö Ç ¦ Ô9©�×����_×0Ê È Ç � Ë Æ � È«­ Í/Ê È ö	�

��� Ú Ê
1

µi

∂2Vi

∂x2
=

∂Vi

∂t
, i = 1, 2

�ZÓ�� Ó 	
� �U��ô Æ ö	ô�×@� È � Æ �j�³ö	õg�³Í�� � × È ö	�/Ê

V1 = C − m2T
Ï

V2 = T − m1C
ÏT� Æ õ Æ

m1 =
1 − µ1D

C

λ
, m2 =

1 − µ2D
T

ν
,



øUÔ ì�����±��)© §@ðÀ¥�����±_¦8í	ÁÙ®
�U���

µ1
Ï
µ2

�	õ Æ ×�� Æ õÙö�ö	×êÊÌö9�À×�� Æ   Í��:��õ@�_× È��6Æ.  Í��_× È ö:�
(

µ − 1

DT

)(

µ − 1

DC

)

=
λν

DCDT
.

�g� Æ � � �U� ô Æ �+õ È ×D× Æ � È ��×�� Æ �³ö	Ë
Ë ö�� È ��Ö��³ö	õ Ç

µ1 = (d1 + d2)/d3, µ2 = (d1 − d2)/d3, d1 = DT + DC ,

d3 = 2DT DC , d2 =
√

(DC − DT )2 + 4λνDT DC , λν ∈ (0, 1).

� Æ × Í�Ê'�:ÊÙÊÙÍ Ç�Æ ×����_×�ÊDö:Ë Í�× È ö:��Ê
Vi(x, t)

ö9�.� ÈY­ Í�Ê È ö:� Æ.  Í��_× È ö:��Ê �ªÓ�� Ó 	 ÊÙÍ�ô ÉÃÆO� ×½×Ùö
È � È × È �UËÀ�U����ô�ö	Í��/���Uõ�� � ö	��� È × È ö	�/Ê �ÃÎ:� Ò 	 Ï �ªÓ��
Î 	 �	õ Æ ö:ô�×ê� È � Æ �#���g� Æ ��ÊDö:Ë Ø È ��Ö��³ö	õ

T�U���
C

� Æ Ö Æ ×
T =

γ

V2 + m1V1
, C =

γ

V1 + m2V2
,

�ªÓ�� § 	
�e� Æ õ Æ γ = 1 − m1m2.

�g���g�0� 	I�T�8��� ���Z�T�I��� �u���T�)�?����� ��	
�u�u�
	���
�	T���`�8�3� ����	��T�I�
� ����	
���)��� ��� 	u���(�)��� � ��� ��� �u�8�(���]���0��	

���
L = ∞ Ï ×�� Æ � �³Í�� � × È ö	��Ê

T0
Ï
C0

Ï
φ1

Ï
φ2

È � �DÎ	� Ò 	 Ï �ZÓ�� Î 	 �	õ Æ£� ö	��ÊD×ê�	�:×@Ê �U���
T |∞ = T0

Ï
C|∞ = C0

Ï&×�� Æ � � Æ Ö Æ ×'ÊDö:Ë Í�× È ö	��ÊKöE�ó� ÈY­ Í�Ê È ö:� ÆO  Í��_× È ö:��Ê �ZÓ�� Ó 	6È �
×�� Æ �³ö:Ë Ë
ö�� È ��Ö]�³ö:õ Ç Û

V1(x, t) = Φ1 + (V10 − Φ1) erf
(

√
µ1x

2
√

t

)

,

V2(x, t) = Φ2 + (V20 − Φ2) erf
(

√
µ2x

2
√

t

)

,

�e� Æ õ Æ

V10 = C0 − m2T0, V20 = T0 − m1C0,

Φ1 = φ2 − m2φ1, Φ2 = φ1 − m1φ2, erf (z) =
2√
π

∫ z

0

e−y2

dy.

��ö	Ë
Í�× È ö	�/Ê
T

�	���
C

�³ö	Ë
Ë
ö�� �³õêö Ç �ªÓ�� § 	 �

�I�����I���Z� � ���(� � � ��� ��	�� �u�y���g���u�3��������	 � � ��	��L�8��������	I���T�8���
�

� Æ ×6Í�Ê � ö	��Ê È � Æ õ+×�� Æp� �	Ê Æ ö9� ¬ � È × Æ Ë
��� Æ õ
�
L 6= ∞ 	 � � Æ ÊÙö	Ë
Ø Æ � È«­ Í�Ê È ö	� Æ.  Í��_× È ö:��Ê

�ZÓ�� Ó 	 � È ×�� ª �`� Vi|x=0 = Φi

Ï ∂Vi

∂x
|x=L = 0,

�U��� È � È × È �	Ë � ö	��� È × È ö	�/Ê
Vi|t=0 = Vi0

Ï
i = 1, 2

ô��ÂÍ�Ê È ��Ö ×�� Æ �³ö	Ë
Ë ö�� È ��Ö Æ!¤ � Ë È��µÈ × ¬ � È × Æ Ñ�� È«­�Æ õ Æ � �XÆ Ê � � ÆµÇ�Æ � � � � 	 Û






V m+1
j = V m

j + r/µ(V m
j−1 − 2V m

j + V m
j+1),

V m
0 = Φ, V m

N+1 = V m
N−1, V 0

j = V0(xj), j = 1, N, m = 0, M,

�·Ô��
Î 	



� ±�� ¶µ¬ � ±_¨ª©·®_¦;®Ã¯6ì'­@±_¨ó±_¦�» °�®_© §�¨Z¬�Áê­6ñ'© §�¨ZÁ�©��µ¬�¨Z©·®U¦�©«¦��+®_ÁÙ®U¬�§\°�­@»U©·± ø:Ò
�e� Æ õ Æ V m

j
È ÊÌ×�� Æ � �T� õêö ¤�È Ç �_× Æ Ø_�	Ë Í Æ öE�

Vi(xj , tm), i = 1, 2,

xj = jh, Nh = L, tm = mτ, r = τ/h2,

h, τ
�	õ Æ ×�� Æ � ö	õêõ Æ Ê � ö:��� È ��Ö½Ê � � �µÆ �U���Â× È
Ç�Æ ÊÃ× Æ � Ê È ��×�� Æ Í�� È �³ö:õ Ç Ö	õ È �

Φ = Φi, V0 = Vi0, i = 1, 2.
�g� Æ ÊÃ×@�Uô È Ë È ×8� � ö	��� È × È ö:�j�³ö:õ � � � �³Ô/� Î 	�È ÊóÖ È Ø Æ �ÂôL�

τ =
k0h

2

2
min(µ1, µ2), k0 < 1.

�g�����I���Z� � ���(� � � ��� ��	�� �u�y���g���u�3��������	�� ���U�(�3� � �j�����

 � ���

����ª � � ö	��×�� Æ Æ!¤ × Æ õ È ö	õ�ÊDÍ�õ��·� �µÆ Ê
x = 0

�	õ Æ � È«­�Æ õ Æ �:× �«×�� Æ Ê ÆO� ö	�/��ö	õ.×�� Æ ×�� È õ@� 	
Ä È ���#Ï�×�� Æ � È × È Ê���öU× � ö:ÊêÊ È ô�Ë Æ ×êö�ö:ô�×ê� È ��×�� Æ ��� Ú0Ê �ªÓ�� Ó 	 �y�g� Æ È � È × È �UË Ñªô�ö	Í������Uõ��
Ø��	Ë Í Æ � õêö	ô�Ë ÆµÇ �³ö:õr×�� Æ Ê���ÊÃ× ÆµÇ öE��×8� ö ��� Ú Ê �ÃÎ	� Ô 	3� �	��ô Æ �+õ È ×Ù× Æ � È �'×�� Æ �³ö	Ë
Ë
ö�� È ��Ö
Ç �U×Ùõ ÈY¤ ÑúØ ÆO� ×Ùö:õ0�³ö:õ Ç Û















∂W

∂t
= A

∂2W

∂x2
,

∂W

∂x

∣

∣

∣

x=L
= 0, W |t=0 = W0, W |x=0 = φ,

�ªÒ��
Î 	

�e� Æ õ Æ
A =

1

1 − λν

∣

∣

∣

∣

DT νDC

λDT DC

∣

∣

∣

∣

È Ê&×�� Æ$Ç �U×Ùõ ÈY¤ ö9��×�� Æ Ê ÆO� ö	�/�6ö:õê� Æ õ3Ï
W = (T, C)T

Ï
W0 = (T0, C0)

T , φ = (φ1, φ2)
T�Uõ Æ ×�� Æ Ø ÆO� ×êö	õ@ÊµÏ

0 < λν < 1
�T�g� Æ ��×�� Æ Ø ÆO� ×êö	õ ¬ � È × Æ Ñú� ÈY­�Æ õ Æ � �µÆ Ê � � ÆµÇ�Æ\È Ê+Ö È Ø Æ �

ô��
{

W m+1
j = W m

j + rA
(

W m
j−1 − 2W m

j + W m
j+1

)

,

W m
0 = φ, W m

N+1 = W m
N−1, W 0

j = W0, j = 1, N.

�ªÒ�� Ó 	
�g� Æ ÊÃ×@�Uô È Ë È ×8� � ö	��� È × È ö:�j�³ö:õó×�� Æ Ø Æ.� ×êö	õ�� � � �ªÒ�� Ó 	$� �	��ô Æ �+õ È ×Ù× Æ ���:Ê

τ =
k0h

2

2
||A||−1, k0 < 1, ||A|| = ||A||∞.

�ªÒ�� § 	
����ª � � �Uõ Æ öE��×�� Æ Ê Æ.� ö	���KÄ È ���#Ï3×�� Æ � È × È ÊÀ� ÆO�XÆ ÊÙÊê�Uõ��.×êö��:���Kö	×�� Æ õ ¬ � È × Æ Ñ�� È«­�Æ õ Æ � �XÆ
Æ.  Í��_× È ö:��ÊF� �6Ê �U� Æ!¤ � Ç � Ë Æ Ï È � C|x=0 = 1,

∂T

∂x
|x=0 = 0,

×�� Æ � ×�� Æ � ÈY­�Æ õ Æ � �XÆ
Æ.  Í��_× È ö:���U×+Ö	õ È � � ö È �8×

x0 = 0 È Ê+�	��� Æ �

T m+1
0 = T m

0 + 2rDT (T m
1 − T m

0 ).
�ªÒ�� Ô 	

�g� Æ ÊÃ×@�Uô È Ë È ×8� � ö	��� È × È ö:�j�³ö:õó×�� È Ê Æ.  Í��U× È ö	�
τ = k0h

2/(2DT )
�³ö	Ë
Ë
ö��¤Ê0�³õêö Ç �ZÒ�� Ô 	 �

���0ª �`� �Uõ Æ Ö È Ø Æ � È ��×�� Æ �³ö	õ Ç T |x=0 = 1
Ï ∂C

∂x
|x=0 = 0,

×�� Æ �|� Æ �³ö:õ Ç Í�Ë
�U× Æ
×�� Æ �³ö:Ë Ë
ö�� È ��Ö � È«­�Æ õ Æ � �µÆKÆ.  Í��_× È ö:�

Cm+1
0 = Cm

0 + 2rDC(Cm
1 − Cm

0 ),
� È ×���×�� Æ ÊD×ê�Uô È Ë È ×8� � ö	�/� È × È ö:�

τ = k0h
2/(2DC).



ø	û ì�����±��)© §@ðÀ¥�����±_¦8í	ÁÙ®
�g�����I� � � �U�(�3� ����� 	��u� �I� 	 � � � � ��	T� ���T�8����� ��	u�&�T�)�����

�g� Æ Ê)��ÊD× ÆFÇ ö9� ��� Ú Ê��ZÒ�� Î 	g� �	��ô Æ õ Æ �+õ È ×D× Æ � È ��×�� Æ �³ö	Ë
Ë ö�� È ��Öp�³ö	õ Ç Û

A
∂2W

∂x2
= Ẇ ,

�e� Æ õ Æ Ẇ =
∂W

∂t
. � Ê È ��Ö ×�� Æ\Ç�Æ ×���ö��ÂöE� ¬ � È × Æ Ø:ö	Ë
Í Ç�Æ Ê$� Æ ö	ô�×ê� È ��×�� Æ �³ö	Ë
Ë
ö�� È ��Ö

Æ!¤ � � ×½Ø ÆO� ×êö	õ ¬ � È × Æ Ñ�� È«­�Æ õ Æ � �XÆ Ê � � ÆµÇ�Æ � È ×��kõ Æ Ê � Æ.� ×'×êö Ö:õ È � � ö È �:×@Ê
x1 = L/2

Ï
x2 = L

Ï
h = L/2

�³ö	õó×�� Æ Ö È Ø Æ �j�³Í�� � × È ö	�
Ẇ

¦ û�Ï���©ªÛ
{

Ah−1(W2 − 2W1 + W0) = R+
1 + R−

1 ,

−Ah−1(W2 − W1) = R−

2 ,

�Zû��
Î 	

�e� Æ õ Æ

R−

1 =
1

h

∫ h

0

xẆ1(x, t)dx = hJ3, R+
1 =

1

h

∫ L

h

(L − x)Ẇ2(x, t)dx = hJ1,

R−

2 =
1

h

∫ L

h

(x − h)Ẇ2(x, t)dx = hJ2, J1 =

∫ 1

0

(1 − x̄)V2(x̄)dx̄,

J2 =

∫ 1

0

x̄V2(x̄)dx̄, x̄ = (x − h)/h, V2(x̄) = Ẇ2(h + hx̄, t);

J3 =

∫ 1

0

x̄V1(x̄)dx̄, x̄ = x/h, V1(x̄) = Ẇ1(hx̄, t).

���'×�� Æ ��ö	��Ñ�ÊD×ê�_× È ö:���Uõ�� � �:Ê Æ ö	� ÆóÇ Í/ÊÃ×$� ��� õÙö ¤�È
Ç �_× Æ0È �8× Æ Ö	õ@�UË Ê
Jk, k = 1, 2, 3

� È ×��
  Í/�	��õ@�_×êÍ�õ Æ �³ö	õ Ç Í�Ë
�:Ê È ��×�� Æ �³ö:Ë Ë
ö�� È ��Öl�Ì����Û

Jk = A
(k)
1 V2(0) + A

(k)
2 V2(1) + A

(k)
3 V ′

2(1) + rk , k = 1, 2,
�·û�� Ó 	

J3 = A
(3)
1 V1(0) + A

(3)
2 V1(1) + r3,

�Zû�� § 	

rk =
h3

3!

∂3Ẇ2(ξk , t)

∂x3
Ck, ξk ∈ (h, L), (k = 1, 2),

r3 =
h2

2!

∂2Ẇ1(ξ3, t)

∂x2
C3, ξ3 ∈ (0, h).

� Æ õ Æ rk

�	õ Æ Ø Æ.� ×Ùö:õDÑ Æ õêõÙö:õêÊÌ× Æ õ Ç ÊµÏ
A

(k)
n , Ck(k, n = 1, 2, 3)

�	õ Æ½È ��� Æ!¬ � È × Æl� ö Æ � Ñ
�XÈ
Æ �8×êÊF� � Ê È ��Ö ×�� Æ � ö�� Æ õ��³Í�� � × È ö	��Ê

x̄i, i = 0, 1, . . . È � �Zû�� Ó 	�� �·û�� § 	 �³ö:õ\×�� Æ=¬T¤�Æ �
� ö�ö	õ@� È ���_× Æ ö9�$Ø ÆO� ×êö	õ@Ê

V1(x̄), V2(x̄)
� Æ Ö Æ ×¤×�� Æ Ê)��ÊD× ÆFÇ Ê.ö9�
Ë È � Æ �Uõ��UË
Ö Æ ô�õê� ÆO  Í/�_Ñ

× È ö	��Ê$�³ö:õ
A

(k)
n :



















1/[(i + 1)(i + 2)] = A
(1)
1 0i + A

(1)
2 + iA

(1)
3 ,

1/i + 2 = A
(2)
1 0i + A

(2)
2 + iA

(2)
3 , i = 0, 2,

1/i + 2 = A
(3)
1 0i + A

(3)
2 , i = 0, 1,

�Zû�� Ô 	



� ±�� ¶µ¬ � ±_¨ª©·®_¦;®Ã¯6ì'­@±_¨ó±_¦�» °�®_© §�¨Z¬�Áê­6ñ'© §�¨ZÁ�©��µ¬�¨Z©·®U¦�©«¦��+®_ÁÙ®U¬�§\°�­@»U©·± ø �
�e� Æ õ Æ 0i = 1

�³ö	õ
i = 0.

� �	Ë � Í�Ë �_× È ö	�/Ê
Ê)��ö��¤ÊÀ×����_×ÌÊDö:Ë Í�× È ö:��Ê
öE�/×�� Æu� ö:õÙõ Æ Ê � ö	��� È ��Ö
Ê)��ÊD× ÆµÇ Ê �Zû�� Ô 	 �Uõ Æ Ö È Ø Æ ��ôL�

A
(1)
1 = A

(1)
2 =

1

4
, A

(1)
3 = − 1

12
, A

(2)
1 =

1

12
, A

(2)
2 =

5

12
,

A
(2)
3 = − 1

12
, A

(3)
1 =

1

6
, A

(3)
2 =

1

3
.

� ö	��ÊD×ê�	�:×@Ê
Ck

È ��×�� Æ õ Æ Ê È ��Í��	Ë
rk

�	õ Æ � Æ × Æ õ Ç�È � Æ ��Í/Ê È ��Ö � ö�� Æ õ��³Í�� � × È ö	��Ê
x̄2 Ï

x̄3 :

C1 =
1

20
, C2 = − 1

30
, C3 = − 1

12
.

� Ê È ��Ö�Ø ÆO� ×êö	õK� È«­�Æ õ Æ � �XÆ Æ.  Í��U× È ö	��Ê �·û�� Î 	 �	����×�� Æ õ È ÖE�8×ÙÑúÊ È � Æ½È �8× Æ Ö:õê�	Ë�� Ê�� �T� õêö ¤�È Ñ
Ç �U× È ö	��Ê �·û�� Ó 	 Ï �·û�� § 	 � È ×���� Æ Ö:Ë ÆO� × Æ � Æ õêõÙö:õr× Æ õ Ç Ê

rk , k = 1, 3
� Æ ����Ø Æ ×�� Æ �³ö:Ë Ë
ö��óÑ

È ��Ö È � È × È �UË Ø_�UË
Í Æ � õÙö:ô�Ë ÆµÇ �³ö	õ\Ø Æ.� ×êö	õKÊ���ÊD× ÆFÇ ö9�ÌË È � Æ �	õ'£ � Ú0Ê\öE�0×�� Æ�¬ õêÊD×\ö	õ@� Æ õ
(u̇0 = 0) :























1

4
Ẇ1 +

1

4
Ẇ2 +

1

3
Ẇ1 =

A

h2

(

W2 − 2W1 + W0

)

,

1

12
Ẇ1 +

5

12
Ẇ2 = − A

h2

(

W2 − W1

)

,

W1(0) = φ(h), W2(0) = φ(L).

�Zû�� Ò 	

� ���g�0��� 
 	u����	��)�y��� � � � 	u�8� �

� Æ]� ö	��Ê È � Æ õ+×8�Ìö � õêö �XÆ ÊêÊ Æ Ê È ��×�� Æ � ö:õÙö:Í�Ê+Ë ��� Æ õe� È ×���ö	Í�× È ��� Æ õ¤× ÆµÇ � Æ õê�U×ÙÍ�õ Æ ôL�
Í�Ê È ��Ö ×�� Æ �³ö	Ë
Ë ö�� È ��Ö � �Uõ@� Ç�Æ × Æ õ@ÊFÛ

L = 0.5, DT = 10−3, DC = 10−4, M = 50000, N = 50, λν = 0.9,

Î 	 ×�� Æ ��õ�� È ��Ö � õÙö �µÆ ÊêÊ�� � 	 Û T0 = 0, C0 = 1, φ1 = 1, φ2 = 0,Ó 	 ×�� ÆKÇ ö È ÊD× Æ õ � õÙö �µÆ ÊêÊ�� ¡ 	 Û T0 = 0, C0 = 0, φ1 = 0, φ2 = 1.�g� Æ õ Æ ÊDÍ�Ë ×êÊmöE� � �UË � Í�Ë �_× È ö:��Ê �³ö	õ � � ���Uõ Æ ö	ô�×@� È � Æ �hôL� ¡����+�%� ª�����ö:õ ×�� Æ
� � � �·Ô��
Î 	 �U�����³ö:õkô�öU×��vÖ	õ È ���³Í�� � × È ö:��Ê

Vi, i = 1, 2
� Æ � ö	��Ê È � Æ õ Ç �U×Ùõ ÈY¤

V = zeros(2, N1), N1 = N + 1
ÏÀ×�� Æ � ¡����+�%�uªvö � Æ õ@�_×Ùö:õ �³ö:õ � �UË � Í�Ë �_× È ö:��Ê

È � Æ Ø Æ õ���× È
Ç�Æ ÊÃ× Æ � È Êg�+õ È ×D× Æ � È ���³ö	Ë
Ë
ö�� È ��Öp�³ö	õ Ç Û

V (:, 2 : N1) = V (:, 2 : N1) + r ∗ B ∗ ((V :, 1 : N) − 2 ∗ V (:, 2 : N1)

+ (V (:, 3 : N1)V (:, N)),

�e� Æ õ Æ B È Ê0�K� È �UÖ:ö	���	ËîÑ Ç �_×êõ È«¤ � È ×�� ×�� Æ¤Æ Ë ÆµÇ�Æ �:×@Ê
µ−1

1 , µ−1
2 .

��ö	õ0×�� Æ Ø Æ.� ×Ùö:õ�� � �
�ZÒ�� Ó 	 ×�� È Êu¡����+�%� ªzö � Æ õ@�_×êö	õ È Ê+Ê È
Ç�È Ë �Uõe� È ×�� B = A.�g� Æ õ Æ ÊÙÍ�Ë ×êÊÌö9� � �	Ë � Í�Ë
�U× È ö	��Ê0�³ö	õ6£ � Ú0Ê+�	õ Æ ö	ô�×@� È � Æ ��ôL�=¡�� � �%Ú¤�����¥�r�	ô�Ë Æ Î
×�� Æ Ø_�UË
Í Æ Êóö9�

C1 = C|x=0.25, T1 = T |x=0.25, C2 = C|x=0.5, T2 = T |x=0.5
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T
Q d ] x = 0.25, x = 0.5

Qµ^$^ÃO PKL
t = 114.6

\
a ] d G L F�F

λ ν C1 T1 C2 T2

B _�
Zf E \ A B \ E E \ B Y EFV E \ E bµa�Y E \ E b c E \ EFA H V
H _�
Zf E \ B A \ E E \ B Y EFV E \ I Y3H I E \ E b c E \ b V	B3B
V _�
Zf A \ E E \ B E \ B Y EFV E \ E3E b c E \ E b c E \ EFE3A H
a _6bIf E \ B A \ E E \ A HµaFa E \ B Y E3V B \ E3E3I E \ E b cFE
c _6bIf E \ A B \ E B \ Y E H E E \ b V b V B \ I a3Y E \ b3H V b
Y _6bIf B \ E E \ A B \ YFb IµE E \ bFa3Y I H \ b VFA E \ b V3V3E
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1
plate,time = 114.5914 lambda=  0.9000 nu=  1.0000

temp.inf.
conc. inf
temp.fin.
conc. fin
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λ = 0.9, ν = 1.0
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0.6

0.7
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1
plate,time = 114.5914 lambda=  0.1000 nu=  9.0000

temp.inf.
conc. inf
temp.fin.
conc. fin
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λ = 0.1, ν = 9.0
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1
plate,time = 114.5914 lambda=  9.0000 nu=  0.1000

temp.inf.
conc. inf
temp.fin.
conc. fin

��
�����v!o���	$J M LlPKd OGFú^ L ]\[:] d WG L F�F
λ = 9.0, ν = 0.1
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plate,time = 114.5914 lambda=  0.1000 nu=  9.0000

temp.inf.
conc. inf
temp.fin.
conc. fin

��
�����v!o���	
J M L K ] Q�M:O)NUV [	] d WG L F�F
λ = 0.1, ν = 9.0

�Uõ Æ � õ Æ Ê Æ �8× Æ �p�³ö:õ
t = 114.5914, M = 50000

� � ö Ç � �	õ È ��Ö\×�� Æ ÊDö:Ë Í�× È ö	��Ê
öE�r£ � Ú0Ê
Ê)��ÊD× ÆµÇ �·û�� Ò 	 �	��� � � � �³Ô/� Î 	 Ï �ªÒ�� Ó 	 Ï3� Æ Ê ÆµÆ ×����U×W�³ö	õ

Ci, Ti, i = 1; 2
×8�Ìö � È Ö È ×@Ê

õ ÆFÇ � È ��×�� Æ ÊÙ� Ç Æ �
��� � È Ö��
Î � û]� Æ � õ Æ Ê Æ �8×+×�� Æ � ö	� �µÆ �8×Ùõ@�_× È ö:���	����× ÆFÇ � Æ õ@�_×êÍ�õ Æ � È ÊD×Ùõ È ô�Í�× È ö	��Ê È �

×�� Æ � ö	õêö	Í�ÊÌË ��� Æ õó� Æ � Æ ��� È ��Ö�ö	��×�� Æ Ê � � �µÆ`� ö8ö:õê� È ���U× Æ x
�U����ö	�Â×�� Æ � �	õê� Ç Æ × Æ õêÊ

λ, ν
�_×�× È Ç�ÆÂÇ ö Ç Æ �8×

t = 114.5914.
���m×�� Æ Ë Æ Ö Æ ����Ê\×�� Æ �³ö:Ë Ë
ö�� È ��Ö���öU×@�_× È ö:� È Ê

Í�Ê Æ �#Û
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0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8
plate,time = 114.5914 lambda=  0.9000 nu=  1.0000

temp.inf.
conc. inf
temp.fin.
conc. fin
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�����v!o���	 J M L K ] Q�M	OîNUV [:] d WG L F�F
λ = 0.9, ν = 1.0

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
plate,time = 114.5914 lambda=  1.0000 nu=  0.9000

temp.inf.
conc. inf
temp.fin.
conc. fin

��
�����v!o���	
J M L K ] Q�M:O)NUV [	] d WG L F�F
λ = 1.0, ν = 0.9

Î 	 ◦ − ◦ − ◦ �³ö:õó×�� Æ × ÆµÇ � Æ õ@�_×ÙÍ�õ ÆW� Í�õÙØ Æ�È � È � ¬ � È × Æ Ë ��� Æ õóöE�
x ∈ [0, 0.5]

Ï
Ó 	 ∗ − ∗ − ∗ �³ö:õó×�� Æ × ÆµÇ � Æ õ@�_×ÙÍ�õ ÆW� Í�õÙØ Æ�È � � ö:õÙõ Æ Ê � ö:��� È ��Ö ¬ � È × Æ Ë
��� Æ õ3Ï
§ 	�������� �³ö	õó×�� Æ � ö:� �XÆ �:×êõê�U× È ö	� � Í�õêØ Æ�È � È � ¬ � È × Æ Ë ��� Æ õFÏ
Ô 	 · · · · · · �³ö	õó×�� Æ � ö	� �XÆ �8×êõê�U× È ö	� � Í�õêØ Æ\È � ¬ � È × Æ Ë
��� Æ õ3�
��ö	õ�×�� Æ�Ç ö È ÊD× Æ õ � õÙö �µÆ ÊêÊ È � � È Ö��
Î � §=� Æl� �U��Ê ÆFÆ Ï�×��/�_× È � � �Uõ@� Ç�Æ × Æ õ

ν È Ê È ��Ñ
� õ Æ �	Ê Æ �K�	��� �ó�_× Æ õrØ�� � ö:Í�õ È Ê �Uô/ÊDö:õÙô Æ �KôL� � ö	õêö	Í�Ê Ç �_× Æ õ È �UËªÏX×�� Æ � È ��Ê È � Æ ×�� Æ Ë
��� Æ õ
� Æ �U× È Ê Æ Ø	ö	Ë
Ø Æ �#Ï8×�� È Ê � õêö���Í �µÆ Ê+� � ö:��Ê È � Æ õê�	ô�Ë Æ�È � � õ Æ �:Ê Æ�È ��× ÆµÇ � Æ õê�U×ÙÍ�õ Æ �
��ö	õ$×�� Æ ��õê��� È ��Ö � õÙö �µÆ ÊêÊ È � � È Ö�� Ô � û�� ÆI� �U��Ê ÆµÆ ÏU×����U× �³ö	õ È � � õ Æ �	Ê È ��Ö�Ø_�	Ë Í Æ Ê$öE�

� �Uõ@� Ç�Æ × Æ õ
λ

�	���Â×�� Æ × ÆµÇ � Æ õê�U×ÙÍ�õ ÆKÈ ��Ê È � Æ ×�� Æ Ë
��� Æ õÌ×�� Æ � ö	� �XÆ �8×êõê�U× È ö	�ÂöE���ó�_× Æ õ
Ø�� � ö:Í�õ È ��×�� Æ � È õ+Ê � � �XÆ Ê+�UË ÊDö � �	� ô ÆKÈ � � õ Æ �:Ê Æ �#�

�g�
	����u��� 	��L�8���
�

Î	����ö:õ½×�� Æ Ç ö�� Æ Ë
Ë È ��Ömö9�¤×êõê�	��Ê)� Æ õ�ö9� Ç ö È ÊD×ÙÍ�õ Æ �U����� Æ �U× È � � ö:õÙö:Í�Ê'Ë ��� Æ õ'×�� Æ
Ê)��ÊD× ÆFÇ öE��×8�Ìö ��� Ú0Ê È Ê � ö	�/Ê È � Æ õ Æ �&�$�ú× È Ê�Í�Ê Æ � �³ö:õ�� Æ × Æ õ Ç�È �/�_× È ö	� öE��×�� Æ
� ö:� �XÆ �:×êõê�U× È ö	�

C
ö9���ó�_× Æ õ$Ø_� � ö	Í�õ È ��×�� Æ � È õ0Ê � � �XÆ Ê0�U��� ×�� Æ × ÆFÇ � Æ õê�U×ÙÍ�õ Æ T

�
Ó��ó��� ×�� Æs� �	Ê Æ öE�`ª � Ê�ö9�.×�� Æ¥¬ õ@ÊÃ× Ä È ���k×�� È Ê�Ê���ÊD× ÆFÇ È Ê ×Ùõ@�U��Ê)�³ö	õ Ç�Æ �;×êö�×8� ö

È �/� Æ � Æ ��� Æ �8× ��� Ú0ÊF�
§��e�g� Æ�È � È × È �UË Ñªô�ö	Í��/���Uõ��ÂØ_�UË
Í Æ � õêö	ô�Ë ÆFÇ ÊI�³ö	õ+×�� Æ Ê���ÊÃ× ÆµÇ ö9� ��� Ú Ê6�	�����³ö	õ+×�� Æ

Ê Æ � �Uõ@�_× Æ ��� Ú0Ê��	õ Æ ÊDö:Ë Ø Æ � ôL� Í�Ê È ��Ö ×�� ÆmÆ!¤ � Ë È��µÈ × Ø ÆO� ×Ùö:õ ¬ � È × Æ Ñ�� È«­�Æ õ Æ � �XÆ
Ê � � ÆµÇ�Æ �

Ô��e�g� Æ Ó � � õÙö:ô�Ë ÆµÇ ö9�$×�� Æ Ê)��ÊD× ÆµÇ öE� ��� Ú Ê�� È ×�� � ö:��ÊD×ê�U�8× � ö Æ��=�XÈ
Æ �8×@Ê È Ê6� � Ñ
� õêö ¤�È
Ç �_× Æ � ôL��×�� Æ�È � È × È �UË�Ø_�UË
Í Æ � õÙö:ô�Ë ÆµÇ �³ö	õ+�½Ê)��ÊD× ÆµÇ öE�
£ � Ú0ÊÌö9�&×�� Æ`¬ õ@ÊÃ×
ö	õ@� Æ õ3�

Ò��¤��Í � ��� � õêö �XÆ ��Í�õ Æ �UË
Ë ö��¤Ê6Í�Ê.×Ùö�ö	ô�×@� È � ��Ê È
Ç � Ë Æ Æ ��Ö È � ÆµÆ õ È ��Ö��	Ë Ö:ö	õ È ×�� Ç �³ö	õ
ÊDö:Ë Ø È ��Ö Ç �:ÊÙÊr×êõê�	��Ê8� Æ õ Æ.  Í��_× È ö:��Ê&�³ö	õ
� È«­�Æ õ Æ �8×
ÊÙÍ�ô�ÊD×ê�	� �XÆ Ê È � Ë
��� Æ õ Æ ����ö Ç � È �&�

û��e�g� Æ õ Æ ÊÙÍ�Ëî×@Ê+ö9�À×�� Æ �8Í Ç Æ õ È�� �	Ë Æ!¤ � Æ õ È Ç�Æ �8×@Ê+Ö È Ø Æ Í�Ê¤ÊÙö Ç�Æ � Æ � � �L��Ê È�� �UË � ö:��Ñ
� Ë
Í�Ê È ö:��Ê+�Uô�ö	Í�×+×�� Æ ��õ�� È ��Ö �U�/� Ç ö È ÊD× Æ õ � õÙö �XÆ ÊÙÊ Æ Ê È � � ö:õÙö:Í�Ê Ç �_× Æ õ È �UËª�
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