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¦�i Í Ü| FÖ¡kj#lnmEo�Ý Í Ü Ö¡pl Í ×&l Í	q�q Örm	¡�Ü8m�¢ Í Ý q¾Í Ý Í	s ØÀÖtm:¡�Ö¡�¢ Í j Í ¡�¢ Í ¡:ØÀÝtuwv�l�m	Ü� &jaj�ÝÖ s  `Û
Ø¾Örm	¡ ¢_m:Ü| FÖ¡;Ö qyx ¡�¢�Ö¡�×�Ø�i Í o Í	q Ø¤Üzm�¢ Í Ý0Ø�i� `Ø8o Í9q Ø x Ø q Øni Í ¢� `Ø@ � F¡/¢;¢_m Í	q ¡amFØ
¡ Í Ö Øni Í l�m`Ù Í l x Ø:{ÁØni Í Üzm�¢ Í Ý#Ö q ØnmPm s m:Ü8j�Ý Ö s  FØ Í ¢(|+ÖÄØ�i Ø�mGm�Ü| F¡Puzv�l Í²Í j� $l@ FÜ Í Ø Í l q�}
¡am&lz~�¡�¢ Í l x ØL{ÁØni Í Üzm�¢ Í Ý´Ö q ØnmPm q ÖÜzj�Ý Í  	¡�¢;Ø�i Í l Í v�mEl Íps  	¡F� Ø Í�� j#l Í9qnq Øni Í ¢� FØÀ 
q ~_� s Ö Í ¡:ØÀÝtu�| Í ÝÝ } �É�Pm�Øni Í ×&m8 FÝ$Ö q Ø�m q¾Í Ý Í	s Ø� �Üzm�¢ Í Ý0Øni� FØ¤Ö q Ø�i Í o Í	q Ø'Ø�lÀ :¢ Í Û�m$�
o Í Ø�| ÍJÍ ¡�m`Ù Í l x ØDØÀÖ ¡�×¤ F¡�¢z~�¡/¢ Í l x ØDØÀÖ ¡�×��_�amEl$Øni�Ö q ja~al�j�m qDÍ | Í Ü/~ q Ø s m	¡ q ÖÚ¢ Í l�Ü8mEl Í
Øni� 	¡���~ q Ø6Ø�i Í Üzm�¢ Í Ý�� q�Í l�lnmEl©Ö ¡�m&~al Í3� j Í lÀÖ Ü Í ¡:Ø@ FÝê¢� `Ø@  q¾Í Ø�|ci�Ö s i�|´  q ~ q¾Í ¢�v�m&l
Í	q Ø¾ÖÜ� FØ¾Örm	¡�m&vFj� $l@ FÜ Í Ø Í l$Ù` 	Ýt~ Í9q ��¦�i Í Ü8m�¢ Í Ý q Ü/~ q Ø�o Í.Í Ù` FÝr~� `Ø Í ¢zoPuz~ q Ö¡�× q m	Ü Í
� Ö¡�¢�m$v]Ü Í Øni#m�¢ Øni/ `Ø Í Ù` 	Ýt~� FØ Í9q Ü8m�¢ Í Ý�� q Ønl�~ Í jal Í ¢�Ö s ØÀÖ ¡�×�j Í lnv�m&lÀÜ| F¡ s²Í m:¡�u Í Ø
~�¡am&o qDÍ l¾Ù Í ¢ ¢� `ØÀ ����Pm:Ü Í m&v6Ø�i Í Üzm q Øzj�m&j#~�Ý &l|Ü Í Øni#m�¢ q v�m&l|Üzm�¢ Í ÝNjal Í ¢�Ö s Ø¾Ö¡�×
j Í lgv�mEl¾Ü| F¡ sYÍ�Í Ù` FÝr~� FØ¾Örm	¡; $l Í Ù` FÝÖ¢� FØ¾Örm	¡tÜ Í Ø�iam�¢ q���� �����´ F¡/¢ Ö¡_v�mEl¾Ü| `ØÀÖtm:¡�Øni Í mFÛ
l Í Ø¾Ö s Ü Í Øniam�¢ qA� Ï	��Ô��&Ï9�!�¸�

�N~ Í Ønmt �×El Í  `Ø s m	Üzja~�ØÀ `ØÀÖtm:¡� FÝ�j�m�| Í lJ��¡am�|�| Í i� �Ù Í ¡ Í |�j�m qnq Öro�Ö ÝÖ Ø¾Ö Í	q v�m&l
Ö Üzj�Ý Í Ü Í ¡8ØÀÖ ¡�×�Ü Í Ø�iam�¢ q ��Ø�i� `Ø+¢ Í Ü� 	¡�¢ Í�� j Í ¡ q ÖÙ Í:s  	Ý s ~�ÝÚ `Ø¾Örm	¡ q Ø�m Í��  	Ü�Ö ¡ Í  /o�Ö ×
� ~/ F¡8Ø¾Ö Ø�u�m$v�j�mFØ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝÝru�m&j�ØÀÖ Ü| 	Ý�Üzm�¢ Í Ý q �a�?m�| Í Ù Í l$Ø�i Í  $jaj#lnm8  s i|Ø�m Í Ù� 	Ýt~/ `Ø Í  FÝÝ



ÔE� ����� «��	���»²³F±�»@Â �	��
 FÊ�«²±�¼:«YÇ)»ÀÂ� ��� ·Á¯¸·��:³`ÊJ»
j�m qnq Öto�Ý Í Üzm�¢ Í Ý q Ö ¡t  ¢ Í3x ¡ Í ¢ Ü8m�¢ Í Ý q j/  sYÍ Ö q Ö Üzjal@  s Ø¾Ö s  FÝ¸� q Ö¡ s²Í Ø�i Í l Í�q ØÀÖ ÝÝ Í3� Û
Ö q Ø¤Ø�mPm Ü| F¡Pu j�m q�q Öro�Ý Í Üzm�¢ Í Ý q Ønm Í Ù` 	Ýt~� FØ Í Øni Í Ü� FÝÝ¨Ö ¡   s	sYÍ j�ØÀ $o�Ý Í Ø¾ÖÜ Í Í Ù Í ¡
|+ÖÄØ�i Üzm�¢ Í lÀ¡ s m:Üzja~�Ø Í l q �¨¦�i�Ö q ×Em: FÝ0m$vMØ�i�Ö q j� &j Í l�Ö q Ønm ¢ Í Ù Í Ýrm&j   i Í ~alÀÖ q ØÀÖ s
 $jajal�m:  s iLv�mEl'  qDÍ Ý Í9s ØÀÖtm:¡�m&v´Ü<~�Ý Ø¾Örj�Ý Í {ºÜ/~�Ý Ø¾ÖÚ¢�ÖÜ Í ¡ q Ötm:¡� FÝ } ¡am:¡�ÝÖ ¡ Í  $lAl Í ×El Í9qnq Ötm:¡
Ü8m�¢ Í Ý�{�j� $l@ FÜ Í ØnlÀÖ s9} oGuk~ q Ö ¡�×�i Í ~#l¾Ö q ØÀÖ s<q Ø@ `Ø Í/q j/  sYÍ<qDÍ  $l s i�Ü Í Ø�iam�¢ q  F¡�¢ Ö¡_v�m&l¾Û
Ü� FØ¾Örm	¡�Øni Í m&l Í ØÀÖ s Üzm�¢ Í Ý Í Ù` FÝr~� `ØÀÖtm:¡£Ü Í Ø�iam�¢ q ��� Í ~ q¾Í i Í l Í Øni Í �¨ !u Í	q Ö 	¡ ¥�¡_v�m&l¾Û
Ü� FØ¾Örm	¡���lÀÖ Ø Í lÀÖrm	¡�{º�´¥�� }N� Ï!�9�¸�G|ci�Ö s i|Ö q  FÝrl Í  	¢au q iam�|+¡|Ønm/o Í Ù Í l�u Í � Í	s ØÀÖ Ù Í Ö¡ � Ô��
 F¡�¢£ØÀ  � Í Ö ¡8Ø�m s m	¡ q ÖÚ¢ Í l@ `ØÀÖtm:¡ Ø�i ÍAs m	Üzja~�ØÀ `ØÀÖtm:¡� FÝ�j�m�| Í lcm$vÉÜzm�¢ Í lÀ¡ s m	Üzja~�Ø Í l q �

¦�i Í j� &j Í l©Ö q m&lÀ×: 	¡�Ö ÎJÍ ¢   q v�m	ÝÝtm�| q �/� Í9s Ø¾Örm	¡�� ¢ Í	q�s lÀÖto Í	q m	¡ Í m&v j�m qnq Öro�Ý Í  &j�Û
jalnm8  s i Í9q Ö¡(l Í ×&l Í	q�q Ötm:¡�Üzm�¢ Í Ý q¾Í Ý Í	s Ø¾Örm	¡�oPuz~ q Ö ¡�×¤ yi Í ~alÀÖ q Ø¾Ö sNq¾Í  &l s izv�mEl$Ø�i Í o Í	q Ø
Ü8m�¢ Í Ý�  q   q ~�Ü m$v s m:Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q �/� Í9s ØÀÖtm:¡�Ñ|¢ Í	q�s lÀÖto Í	q©Í Üzj�Örl¾Ö s  	Ý s m	Üzj� &l¾Ö q m	¡ q m&v
Øni Í i Í ~al¾Ö q Ø¾Ö s<q¾Í  &l s i� 	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q0q ~�Ö ØÀ &o�Ý Í v�mEl6Ø�i Í  $jaj#lnm8  s i&�#� Í	s Ø¾Örm	¡ Ó q ~�Ü�Ü| `Û
l¾Ö Î²Í9q Øni Í l Í9q ~�ÝÄØ q m$v Í Üzj�ÖrlÀÖ s  FÝ s m	Üzj� &l¾Ö q m:¡ q  F¡/¢�¢_lÀ !| qcq m	Ü Í/s m	¡ s Ýt~ q Örm	¡ q  $o�m&~�Ø
Í � Í	s ØÀÖ Ù Í ¡ Í9qnq m&v&Øni ÍAq¾Í  &l s i  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q ��� Í	s Ø¾Örm	¡��'¢ Í9qns l¾Öro Í	q  /j#lÀ  s Ø¾Ö s  	Ý� &jaj�ÝÖ s  `Û
Ø¾Örm	¡pm$v�Øni�Ö q ¡ Í |  &jajal�m:  s i%�	��m:¡ s Ýr~ q Ötm:¡ q  $l Í j#l Í9qDÍ ¡:Ø Í ¢�Ö ¡ q¾Í	s Ø¾Örm	¡����

��Y������! �`h\#"Pfgb���^$��b&%(')'0^a`+*Be��

� l Í ×&l Í	q�q Örm	¡ Üzm�¢ Í Ý s  F¡po Í Ù8Ö Í | Í ¢   q   q ~�Ü m&v�jal Í Ù�Örm&~ q Ýru s iam q¾Í ¡ � ¡am�|+¡�Ö¡�¢�Ö Û
Ù8ÖÚ¢_~� 	Ý s m:Ü8j�m	¡ Í ¡8Ø q {�v�~�¡ s ØÀÖtm:¡ q�} m$v qDÍ Ø

F{fi} :

Φ = a0f0 + a1f1 + · · · + aM−1fM−1,

|ci Í l Í
ai

Ö q Üzm�¢ Í Ýcj� $l@ FÜ Í Ø Í l q �
M

Ö q Ø�i Í ¡P~�Ü/o Í lzm$v�~ q¾Í ¢ s m	Üzj�m	¡ Í ¡:Ø q �
f =

f(X1, X2, . . . , XD)
Ö q v�~�¡ s Ø¾Örm	¡�m&v�Ö¡�¢ Í j Í ¡/¢ Í ¡8Ø'Ù` $lÀÖÚ $o�Ý Í	q �

Xj

Ö q Øni Í
j
Û¸ØnitÙ` $lÀÖÄÛ

 $o�Ý Í �
D

Ö q Øni Í ¡P~�Ü/o Í l m$v�Ù` &l¾ÖÚ $o�Ý Í	q m&l�¢� `ØÀ .¢�Ö Ü Í ¡ q Örm	¡ q �3¥�¡yjal@  s Ø¾Ö s  FÝ8 $jaj�Ý Ö s  FØ¾Örm	¡ q
Øni Í ¡P~�Ü<o Í lcm$v q ~ s i Üzm�¢ Í Ý qcs  	¡ko Í Ù Í lnu|ÝÚ $lÀ× Í �

¦�i Í jal�m&o�Ý Í Ü m$vBl Í ×&l Í	q�q Ötm:¡£Üzm�¢ Í Ý qDÍ Ý Í9s ØÀÖtm:¡�Ø�i Í ¡ s  F¡�o Í v�m&lÀÜ/~�Ý FØ Í ¢�  q v�m	Ý Û
Ýtm�| q Þ�ØÀ  � Í   q¾Í Øym$v s  	¡�¢�ÖÚ¢� `Ø Í�s m:Ü8j�m	¡ Í ¡8Ø q

F
 F¡/¢ q¾Í Ý Í	s Ø¤  q ~ao q¾Í Ø({ ¡#mFØ�¡ Í9sYÍ	q Û

q  &l¾ÖÝtu q u q Ø Í Ü� FØ¾Ö s  	Ý } Ø�i� `Ø�j Í lgv�mEl¾Ü q o Í9q Ø3��¦�i�Ö q jalnm s²Í ¢_~al Íys  	¡Ljal�m`Ù�Ö¢ Í  �o Í ØDØ Í l
l Í ×&l Í	q�q Örm	¡�  s�s ~#lÀ  s u ¢_~ Í Ønm x ¡�Ö Ø Í�q  	Üzj�Ý Í8q Ö Î²Í�Í � Í	s Ø q � q Ö¡ sYÍ Üzm�¢ Í ÝD� q Örlnl Í Ý Í Ù` 	¡:Ø
s m	Üzj�m	¡ Í ¡8Ø q Ü| !u ¡ Í ×8 `Ø¾ÖÙ Í Ýtu  �� Í	s Ø£Øni Í   s	s ~al@  s u m$vAl Í ×El Í9qnq Ötm:¡ � Ñ��,���6ÏJÑ!�ì�0¥�¡
 	¢�¢�Ö Ø¾Örm	¡%��l Í ¢a~ s Ö¡�× Ø�i Í ¡G~�Ü/o Í l:m$v s m	Üzj�m	¡ Í ¡:Ø q Ü| !upi Í Ýtjt¢ Í	s l Í   q¾Í Øni Í8s m q Ø�m&v
  s � ~�ÖrlÀÖ ¡�×�¢� FØÀ   F¡/¢ Ü�Ö×&i8Ø�Ü|  � Í Ø�i Í l Í ×&l Í	q�q Ötm:¡�Üzm�¢ Í Ý qMÍ   q Ö Í l�Ø�m�~�¡�¢ Í l q ØÀ 	¡�¢#�
�am&lÀÜ| FÝÝtupv�mEl q m:Ý Ù�Ö¡�×£Ø�i Í Üzm�¢ Í Ý q¾Í Ý Í	s Ø¾Örm	¡�j#lnmEo�Ý Í Ü�Øni Ízq ~ao q¾Í Ø

F ′ ⊆ F
q iam&~�Ý¢

o Í v�mE~�¡�¢#Þ
J(F ′) = min

F ′⊆F
J(F ′′),

|ci Í l Í
J(·)

q ØÀ F¡/¢ q v�m&l´  s iam qDÍ ¡�Üzm�¢ Í Ý Í Ù` 	Ýt~� FØ¾Örm	¡ s l¾Ö Ø Í l¾Örm	¡�Øni/ `Ø q iam&~�Ý¢zo Í Ü�Ö¡�Û
Ö Ü�Ö qDÍ ¢#�

� q Ø�i Í Üzm�¢ Í Ý Í Ù` FÝr~� `ØÀÖtm:¡ s l¾Ö Ø Í l¾Örm	¡
J(·)

| Í  &l Í ~ q Ö ¡�×|Ö ¡_v�mEl¾Ü| FØ¾Örm	¡�Øni Í m&l Í Ø¾Ö s
 F¡� 	Ýtu8Ø¾Ö s  	Ý&Üzm�¢ Í Ý Í Ù` FÝr~� `ØÀÖtm:¡ Ü Í Øniam�¢ q<� ÏF�%Ï!�9�¸��¥ìØ.Ö qNq iam�|+¡ Ö ¡ � Ô��ì��Ø�i� `Ø.Øni Í u  &l Í
Ù Í l�u Í � Í	s ØÀÖ Ù Í v�mEl Í Ù` 	Ýt~� FØ¾Örm	¡�m&v l Í ×&l Í	q�q Örm	¡ Üzm�¢ Í Ý q ��¦�i Í Üzm q Ø q Ø�lÀ 	Ö ×Ei:Ø¾Û�v�mEln|¨ $l@¢
 $jajal�m:  s i�v�m&l q¾Í  &l s i�Ö ¡�× Ø�i Í o Í9q Ø�Ü8m�¢ Í Ý�Ö q Ønm Í Ù` FÝr~� `Ø Í  FÝÝ�j�m q�q Öto�Ý Í Üzm�¢ Í Ý q Ö ¡
Ü8m�¢ Í Ý q j�  sYÍ  	¡�¢�Øni Í ¡|Ønm s iamPm q¾Í Øni Í o Í9q Ø�m	¡ Í { q¾Í²Í �ÉÖ×&~al Í Ï:�E|ci Í l Í  F¡ Í3�  	Ü8j�Ý Í
m$v&Üzm�¢ Í Ý q j/  sYÍ {�m&l q Ø@ `Ø ÍNq j/  sYÍ!} |+Ö Øni�v�mE~al s m	Üzj�m	¡ Í ¡:Ø q Ö q ×:Ö Ù Í ¡ } �E�Nm�| Í Ù Í l q ~ s i
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 $jajal�m:  s i£Ö q ÖÜ8j#lÀ  s Ø¾Ö s  	Ý[��  q Ø�uPj�Ö s  FÝÝru|Øni Í l ÍMÍ�� Ö q Ø+ØnmPm|Ü| F¡Pu�j�m q�q Öro�Ý Í Üzm�¢ Í Ý q Ønm
Í Ù` FÝr~� `Ø Í Ø�i Í Üy 	Ý Ý�Ö¡�  s�sYÍ j�ØÀ &o�Ý Í Ø¾ÖÜ Í]Í Ù Í ¡�|+Ö Øni Ü8m�¢ Í l¾¡ s m:Ü8j#~�Ø Í l q { Í9q j Í	s Ö 	Ý Ýru
Ö ¡ Ü/~�ÝÄØÀÖtj�Ý Í ¡am:¡�Ý Ö¡ Í  $l�l Í ×&l Í	q�q Örm	¡  F¡� 	Ýtu q Ö q�} �

�
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� s m	¡�Ù Í ¡�Ö Í ¡8Ø j/ $l@ 	¢�Ö×	Ü v�mEl
Ö ¡�Ù Í9q ØÀÖ ×8 `ØÀÖtm:¡ym$v q ~ s i8jal�m&o�Ý Í Ü q Ö q Øni� FØBm$v�i Í ~alÀÖ q Û
Ø¾Ö s�qDÍ  $l s i � Ñ�� �����$�h|+Ö Øni Í   s i q Ø@ `Ø Í Ö ¡tØ�i Í(q¾Í  $l s i q j�  sYÍ�q j Í9s Ötv�u�Ö ¡�×  pj�m qnq Öto�Ý Í
Ü8m�¢ Í Ý[��¥�¡'Øni�Ö q�s   q¾Í | Í�s  F¡y~ qDÍ i Í ~alÀÖ q ØÀÖ s�qDÍ  $l s i� FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü q Ønm©Ø�lÀ �Ù Í l qDÍ Ø�i Í�q j�  sYÍ
oGu� 	¢�¢�Ö¡�×| F¡/¢ ¢ Í Ý Í Ø¾Ö¡�× s m:Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q  	¡�¢ qDÍ Ý Í9s Ø¨Øni Í o Í9q Ø©Üzm�¢ Í Ý¸�

�
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¦�i Í jal�m sYÍ9qnq m$val Í ×&l Í	q�q Ötm:¡�Üzm�¢ Í Ý q¾Í Ý Í	s Ø¾Örm	¡ s  F¡yo Í v�mEl¾Ü Í ¢�  q q i#m�|+¡�Ö ¡<��Ö×&~#l Í
���
� q Ö ¡#ja~�Ø�| Í i� �Ù Í  Lv�~�Ý Ý s m:Üzj�m:¡ Í ¡8Ø qDÍ ØJ�É�0  s i Ø¾ÖÜ Í Øni Ípq¾Í  &l s i  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü
× Í ¡ Í l@ `Ø Í9q  ]¡ Í | Üzm�¢ Í Ý�ØnmAo Í©Í Ù` 	Ýt~� FØ Í ¢#�	 F¡ Í Ù` FÝr~� `ØÀÖtm:¡� 	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü Í9q ØÀÖ Ü| `Ø Í	q Ø�i Í
j� $l@ FÜ Í Ø Í l q m&v0Ø�i Í Ü8m�¢ Í Ý0 F¡/¢ s  	Ý s ~�ÝÚ `Ø Í9q Øni Í Ù` FÝr~ Í m$v0Øni Í�s l¾Ö Ø Í l¾Örm	¡�~ qDÍ ¢#�&¦�i Í
s  FÝ s ~�Ý FØ Í ¢ Ù` FÝr~ Í Ö q Ø�i Í ¡L~ qDÍ ¢�Ö¡pv�~al¾Øni Í l q¾Í  &l s ikjal�m s²Í	q�q v�m&l.×&~�ÖÚ¢�Ö¡�×�Øni Í<qDÍ  $l s i
Ö ¡|Ø�i Í:q Ø@ `Ø Í0q j�  sYÍ Ö ¡|Ø�i Í ¢�Ötl Í	s Ø¾Örm	¡�m&vFj�m qnq Öto�Ýtu8o Í ØDØ Í l´Ü8m�¢ Í Ý q � � i Í ¡£Øni Í�qDÍ  $l s i
q Ø�m&j q   q m&~�Ø�ja~�Ø�| Í i� �Ù Í Øni Í o Í9q Ø�v�m&~�¡�¢ s m	Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q ~ao qDÍ ØJ��Ö[� Í �8Ø�i Í o Í	q Ø�v�mE~�¡�¢
Ü8m�¢ Í Ý[�

��Y  �`�� '0dc]	* ]af�`h\)*�������' �F^#f � ��\h]$"

¥�¡�m&~al?j Í lnv�m&lÀÜ Í ¢ Í3� j Í lÀÖ Ü Í ¡:Ø q   q j Í9s ÖÚ FÝ s   q¾Í |´  q?s m:¡ q ÖÚ¢ Í l Í ¢w|ci Í ¡� FÝÝ%Üzm�¢ Í Ý q
 $l Í j/ $l¾Ø¾ÖÚ FÝSj�m:Ýtu�¡am:Ü�Ö 	Ý q oa~�Ö ÝÚ¢km$v v�~�¡ s ØÀÖtm:¡ q { s m	Üzj�m	¡ Í ¡:Ø q�}



ÔFÓ ����� «��	���»²³F±�»@Â �	��
 FÊ�«²±�¼:«YÇ)»ÀÂ� ��� ·Á¯¸·��:³`ÊJ»

fi(X) =

D
∏

j=1

X
rij

j ,

|ci Í l Í
rij = {ri1, ri2, . . . , riD}

Ö q  ]Ù Í	s Ø�m&l m&v�mElÀ¢ Í l q m$vSv Í  FØn~al Í	q �
rij = 0, 1, . . . , pÖ q Øni Í mElÀ¢ Í l�m$v�Øni Í

Xj

Ù` &l¾ÖÚ $o�Ý Í �
p

Ö q  �jal Í Ù�ÖtmE~ q Ýru s iam qDÍ ¡ i�Ö ×Ei Í	q Ø�m&l@¢ Í lJ�
¥�¡
 	¢�¢�Ö Ø¾Örm	¡�Øni Íyq ~�Ü m$v
 FÝÝ�m&l@¢ Í l q m$vê FÝÝ�v�~�¡ s Ø¾Örm	¡ q Ö q Ý Í	q�q Øni� 	¡kmEl Í � ~� FÝ�Ø�m

p :

D
∑

j=1

rij ≤ p.

� Í Ù Í ¡Lj�m&ja~�Ý &l q¾Í  &l s i� 	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q Ønm:× Í Øni Í lN|+Ö Øni�Ø�i Í �´ !u Í	q Ö 	¡�¥�¡_v�m&lÀÜ| `ØÀÖtm:¡
��l¾Ö Ø Í l¾Örm	¡({[�´¥�� }h� Ï9�!��{º FÝrl Í  	¢au q iam�|+¡'Ønm�o Í Ù Í lnu Í � Í9s ØÀÖ Ù Í Ö¡ � Ô!� } | Í l Í�s m:¡ q ÖÚ¢ Í l Í ¢
v�m&l Í Üzj�Örl¾Ö s  	Ý Í Ù` FÝr~� `ØÀÖtm:¡(m$v Í � Í	s ØÀÖ Ù Í ¡ Í9qnq v�l�m	Ü Ø�i Í   q j Í9s Ø�m$v�o�mFØ�iwmEj�Ø¾ÖÜ| FÝÖÄØ�u�m&v
Øni Í l Í9q ~�ÝÄØ q  	¡�¢;¡ Í9sYÍ	q�q  $l�u s m	Üzja~�ØÀÖ ¡�×�l Í9q mE~al sYÍ	q �&¥�¡  	¢�¢�Ö Ø¾Örm	¡ Øni Í u | Í l Í(s m	Ü�Û
j� $l Í ¢�|+Ö Øni(v�~�ÝÝ�j�m:Ýtu�¡am:Ü�ÖÚ FÝ�Üzm�¢ Í Ý q �P�amEl0Ø�i Í�Í3� j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q | Í ~ q¾Í ¢(m&~al q m&vÁØ�|´ &l Í
Øni� FØ�|¨  q ¢ Í Ù Í ÝtmEj Í ¢AoPu0~ q Ö¡�×.� Í Ýrjai�Ö��0o_� Í	s Ø��
  q�s  	Ý[�Y¥ìØÉÖ Üzj�Ý Í Ü Í ¡:Ø q%Í Üzj�ÖtlÀÖ s  FÝ Í3� Û
j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q |+Ö Øni�Ù` &l¾Örm&~ q Ü<~�Ý Ø¾ÖÚ¢�Ö Ü Í ¡ q Örm	¡/ FÝ%¢� FØÀ �� qDÍ  $l s i  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q �� 	¡�¢ Üzm�¢ Í Ý
Í Ù` FÝr~� `ØÀÖtm:¡ s l¾Ö Ø Í l¾ÖÚ ��

� Í i� �Ù Íks m	Üzj� &l Í ¢;Øni Í v�m	ÝÝtm�|+Ö¡�×; FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü q {ÁØ�i Ípx l q Ø�v�mE~al�m$v�Øni Í Ü  &l Í
qDÍ � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝ& 	¡�¢ Ø�i Í ÝÚ  q Ø´Ø�ial Í²Í  $l Í:q Ø�m s i/  q Ø¾Ö s	} Þ
Ï	�©� Í � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝF�amEln|¨ $l@¢�� Í Ý Í	s ØÀÖtm:¡ {[�_�
� } �
�����$Ýr~ q

l
¦�  � Í ��|¨ !u

r
� Í Ý Í9s ØÀÖtm:¡�{��0¦�� } �

Ñ��©� Í � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝF�ÉÝtm8 `ØÀÖ ¡�×��#m&l�|´ &lÀ¢ � Í Ý Í	s Ø¾Örm	¡�{[�_���
� } �
Ó��c�©ÖÝ Ý ��Ý ÖÜ/o�Ö¡�×L{�� � } �
���+Õ© F¡/¢_m	Ü�Û�Õ Í	q ØÀ &lDØc�©ÖÝ Ý ��Ý ÖÜ/o�Ö¡�×L{[Õ©Õ?� � } �
���+Õ© F¡/¢_m	Ü�Û Ì ~�ØÀ FØ¾Örm	¡p�©ÖÝ Ý ��Ý ÖÜ/o�Ö¡�×�{ºÕ Ì � � } �
� � s ÝÚ  q�q Ö s � Í ¡ Í Ø¾Ö s �©Ý×&mEl¾Ö Øni�ÜV{[�]� } �

¦�i Í	q¾Í  F¡�¢kmFØ�i Í lci Í ~alÀÖ q Ø¾Ö sAq¾Í  $l s i� 	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q  $l Í ¢�Ö q�s ~ q�q¾Í ¢�Ö ¡ � Ñ����������&Ï	Ï3�¸�$� Í
i� �Ù Í ~ q¾Í ¢�Øni Í v�m:Ý Ýrm�|+Ö¡�×'Ø�ln~ ÍMÍ l�lnmEl�l@ `Ø Í�Í9q ØÀÖ Ü| FØ¾Örm	¡ s lÀÖÄØ Í lÀÖ  � ��� � ��Ô��&ÏJÒ��¸Þ
Ï	�+¦ Í9q Ø.¢� `ØÀ  q¾Í Ø©��Ù Í l@ F× Í �No q m	Ýr~�Ø Í � l�lnmElJ���6�©�©�
���+¦ Í9q Ø.¢� `ØÀ  q¾Í Ø©Õ Í Ý FØ¾ÖÙ Í ÕcmPmFØ Ì�Í  F¡�� � ~� $l Í � lnl�m&ly{[Õ©Õ Ì ��� }

RRMSE =

√

MSE

V ariance
=

√

√

√

√

( 1

N

N
∑

i=1

(Φ(xi) − yi)2
)/( 1

N

N
∑

i=1

(y − yi)2
)

,

|ci Í l Í
xi

 $l Í Øni Í Ö¡aja~�Ø´Ù� &l¾ÖÚ $o�Ý Í9q m$v�Øni Í
i
Û[Ø�i�Ønl@ FÖ¡�Ö¡�× q  FÜzj�Ý Í �

yi

Ö q Øni Í l Í	q j�m:¡ qDÍ
Ù� &l¾ÖÚ $o�Ý Í m$v%Ø�i Í

i
Û[Ø�i Ønl@ FÖ¡�Ö¡�× q  	Ü8j�Ý Í �

y
Ö q Øni Í Ü Í  	¡£Ù` FÝr~ Í m$v�l Í	q j�m	¡ q¾Í Ù` FÝr~ Í9q Ö¡

 FÝÝ q  	Üzj�Ý Í9q �
N

Ö q Øni Í ¡G~�Ü/o Í lym&v q  FÜzj�Ý Í	q � Ì ��� q ØÀ 	¡�¢ q v�mElMØni Í Ì�Í  F¡ � � ~� &l Í
� lnl�m&l3�

¥�¡  	Ý Ý Í3� j Í lÀÖ Ü Í ¡8Ø q v�m&l Í   s i  FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü Øni Í<qDÍ  $l s i Ø¾ÖÜ Í �� �¡P~�Ü/o Í l?m&v�v�mE~�¡�¢
Ü8m�¢ Í Ý�� qcs m:Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q ��Øni Í Ù` 	Ýt~ Í m&v�v�m&~�¡�¢ Ü8m�¢ Í Ý�� q¨Í Ù` 	Ýt~� FØ¾Örm	¡ s lÀÖÄØ Í lÀÖtm:¡� F¡/¢£Ù` FÝ Û
~ Í	q m&v?v�m&~�¡/¢ Üzm�¢ Í ÝD� q Ønl�~ Í Í l�lnmEl Í	q Ø¾ÖÜ| `ØÀÖtm:¡ q | Í l Í l Í9s mElÀ¢ Í ¢#�
¦�i Í l Í9q ~�ÝÄØ q  &l Í
q iam�|+¡�Ö ¡£ØÀ &o�Ý Í9q |ci Í l Í v�mE~al�o Í9q Ø q¾Í  &l s i�l Í	q ~�Ý Ø q  F¡�¢wm	¡ Í l Í	q ~�Ý Ø�v�mEl0Ø�i Í o Í9q Ø�v�~�ÝÝ
j�m:Ýtu�¡am:Ü�ÖÚ FÝ/ $l Í jal Í9qDÍ ¡8Ø Í ¢&� � Í ¡amFØ Í Øni/ `Ø� 	Ý Ý q Ø�m s i/  q Ø¾Ö s  FÝ×&m&lÀÖ Øni�Ü q | Í l Í?q Ø@ $l¾Ø Í ¢
Ö ¡pl@ F¡�¢_m:Ü�Ýtu s iam qDÍ ¡ q ØÀ FØ Í9q Ö ¡ q¾Í  $l s i q j�  sYÍ �
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¥�¡|Øni�Ö q´Í3� j Í lÀÖ Ü Í ¡8Ø¨ '¢� FØÀ  q¾Í Ø�|´  q × Í ¡ Í lÀ FØ Í ¢zoPuz~ q Ö ¡�×�Øni Í �N|´ 	¡�×�ÓFØ�i�v�~�¡ s Ø¾Örm	¡
{ q¾Í²ÍL� �!� } |ci�Ö s i Ö q jal�m&j�m q¾Í ¢�v�m&l'Ø Í9q ØÀÖ ¡�×�m$vcl Í ×&l Í	q�q Örm	¡�Ü Í Ø�iam�¢ q �ê¦�i Í Ù` 	Ýt~ Í9q m&v
o�m	Øni�v Í  `Øn~#l Í9q

X1

 	¡�¢
X2

 $l Í ~�¡�Ö v�mEl¾Ü�Ýru ¢�Ö q ØnlÀÖtoa~�Ø Í ¢Lm`Ù Í l
[0, 1].

¦�i Í v�m	ÝÝtm�|+Ö¡�×
j� $l@ FÜ Í Ø Í l q m&v
Øni Í jal�m&o�Ý Í Ü� $l Í ~ q¾Í ¢�Ö ¡ Í3� j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q Þ/Øni Í ¡P~�Ü/o Í l�m$v$Ù` $lÀÖÚ $o�Ý Í	q
Ö q¤Í � ~� 	Ý0Ø�m����%Ø�i Í Ü|  � ÖÜ/~�Ü j�m	Ýru�¡am	Ü�ÖÚ FÝ�m&l@¢ Í l¤Ö q Ô��ÉØ�i Í ¡P~�Ü<o Í l8m&v. FÝÝ s m	Ü�Û
j�m:¡ Í ¡8Ø q ~ q¾Í ¢�Ønm × Í ¡ Í l@ `Ø Í Üzm�¢ Í Ý q Ö q Ó ���#¦�i Í Ý Í  &l¾¡�Ö ¡�× ¢� `Ø@  q¾Í Ø:|¨  q v�m&lÀÜ Í ¢Lm&v
ÏJÒ	Òpl@ F¡/¢_m	Ü�Ýru s iam q¾Í ¡ Í��  	Üzj�Ý Í9q v�l�m	Ü� FÝÝ$Øni Í ¢� `Ø@ � F¡�¢�Ø�i Í Ø Í	q Ø¤¢� `Ø@  q¾Í Ø/|¨  q
v�m&lÀÜ Í ¢zm$v$Ï3Ò	Ò	Ò:Ò:lÀ 	¡�¢_m:Ü�Ýru s i#m q¾Í ¡ Í3�  	Ü8j�Ý Í9q v�l�m	Üi FÝÝ�Ø�i Í Ý Í vÁØ¨¢� `Ø@ ��8¦�i Í l Í	q ~�Ý Ø q
 $l Í j#l Í9qDÍ ¡:Ø Í ¢£Ö ¡�¦É $o�Ý Í Ï	�

)'*�+-, I ����U0N�+ 4 e)_ +
d�6 _§O N¨NnW \ N ^ Q 'MN PF_51
. 4 e)e c U .�. U UhU0/21 U43�/51 6 �

L Q 'MN 7pB�+ G 1 B?+ B I + I 1 c0+ B 1 b +8 d	6 H d9' \ 1 I B A B I B b B I9 T 1 X B Z A 1 G X E�K 1 Z W XìI c b 1 c XìI cFB 1 W : ��;=<��?>
� �0@ G 1 W I BYc G 1 Z�I AJEBA � ���CA�< G 1 I3I G3W G 1 I B�W IUhU23 U @ aED b W 1 AJE E�K 1 EJA ��;��F<GA I K 1 B�A I²Z 1 G3W

¥�¡ Øni�Ö q�Í�� j Í lÀÖÜ Í ¡8Ø Í Ù Í ¡ |+Ö Øni q ~ s i   q Ü| FÝÝ¨¡P~�Ü/o Í l�m&v0~ q¾Í ¢ s m	Üzj�m	¡ Í ¡8Ø q
 FÝÝ qDÍ � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝ6 FÝ×&m&lÀÖ Øni�Ü q v�m&~�¡/¢ m	¡�Ýru Ýrm s  FÝ+Ü�Ö¡�ÖÜ/~�Ü Ù` FÝr~ Í	q �0¦�i Í�q Ønm s i�  q ØÀÖ s
 FÝ×&m&lÀÖ Øni�Ü q | Í l Í Üzm&l Í�Í � Í9s ØÀÖ Ù Í ��Øni Í u Í � Í9s ØÀÖ Ù Í Ýru' �Ù&m:Ö¢ Í ¢]Øni Í	q¾Í Ýtm s  	Ý�Ü�Ö¡�ÖÜ/~�Ü q �
�©ÝÝ�m&v´Ø�i Í v�mE~�¡�¢;Üzm�¢ Í Ý q i� �Ù Í Ü<~ s i q Ü� 	Ý Ý Í l¤�.�©�  F¡�¢;Õ.Õ Ì ��� Í l�lnmElMÙ� 	Ýt~ Í	q
Øni� 	¡�Ø�i Í o Í	q Øcv�~�Ý Ý�j�m:Ýtu�¡am:Ü�ÖÚ FÝ¸�

� %IH�%J�K���
	G�L�MN	E�S�O����� ��P�����	�Q'  R�
�r�O!$#���"&� �M%(�
¦�i�Ö q Ö q  F¡� &lDØÀÖ x�s Ö 	ÝÉ¢� `ØÀ  qDÍ Ø0v�l�m	Ü � Ó��ì�#¦�i Í¤Í��  FÜzj�Ý Í	q  $l Í × Í ¡ Í l@ `Ø Í ¢�~ q Ö¡�× Ø�i Í
v�m	ÝÝtm�|+Ö¡�×©Ü Í Ø�iam�¢#�!��Örl q Ø | Í × Í ¡ Í lÀ FØ Í Ø�i Í Ù` 	Ýt~ Í9q m&v&ÏJÒ+Ù` $lÀÖÚ $o�Ý Í	q �

X1, X2, . . . , X10~�¡�Ötv�m&lÀÜ�Ýrum¢�Ö q Ø�l¾Öroa~�Ø Í ¢ m`Ù Í l
[0, 1].

¦�i Í ¡ | Í mEo�ØÀ 	Ö ¡pØ�i Í Ù` FÝr~ Í	q m$v'Øni Í ØÀ &l¾× Í Ø
v Í  `Ø�~al Í oPuw~ q Ö¡�×�Øni ÍMÍ � ~� `ØÀÖtm:¡�{

X6 . . .X10

 &l Í ¡am	Ø�~ qDÍ ¢ } Þ

PFried(X) = 10 sin(πX1X2) + 20(X3 − 0.5)2 + 10X4 + 5X5 + ε,

|ci Í l Í
ε

Ö q  M¡amEl¾Ü| FÝ/¢�Ö q ØnlÀÖroa~�Ø¾Örm	¡£¡am	Ö qDÍ |+ÖÄØ�i|Øni Í Ü Í  F¡|Ù` 	Ýt~ Í.Í � ~� FÝ�Ønm�Ò� F¡�¢�Ø�i Í
¢�Ö q j Í l q Örm	¡ Í � ~� 	Ý�Ønm Ï	�

¦�i Í ¡P~�Ü/o Í l<m$v¨Ù� &l¾ÖÚ $o�Ý Í9q Ö q�Í � ~� FÝ$Ønm Ï3Ò��#Ø�i Í Ü|  � ÖÜ/~�ÜVj�m:Ýtu�¡am:Ü�ÖÚ FÝhm&l@¢ Í l
~ qDÍ ¢ Ö q Ñ���Øni Í ¡G~�Ü/o Í l?m&vê 	Ý Ý s m	Üzj�m	¡ Í ¡:Ø q ~ q¾Í ¢�Ønm|× Í ¡ Í lÀ FØ Í Üzm�¢ Í Ý q Ö q �FÔ�����¦�i Í
Ý Í  $lÀ¡�Ö ¡�×]¢� `ØÀ  q¾Í Ø |¨  q v�mEl¾Ü Í ¢<m&v
ÏJÒ	Ò:Ò6 	¡�¢�Ó:Ò:Ò0l@ F¡/¢_m	Ü�Ýru s iam q¾Í ¡ Í3�  	Ü8j�Ý Í9q v�lnm:Ü
 FÝÝ�Øni Í ¢� FØÀ ��	Øni Í Ø Í9q Ø¨¢� `Ø@  qDÍ Øh|¨  q v�mEl¾Ü Í ¢zm$v
ÏJÒ:Ò	Ò	Ò:l@ F¡/¢_m	Ü�Ýru s iam qDÍ ¡ Í��  FÜzj�Ý Í	q
v�lnm:Ü  FÝÝ#Øni Í Ý Í vÁØ�¢� `Ø@ ���¦�i Í l Í	q ~�ÝÄØ q  $l Í jal Í9qDÍ ¡8Ø Í ¢�Ö¡ ¦É $o�Ý Í9q �¤ 	¡�¢ Ñ��

¦�i Í jal Í	q¾Í ¡8Ø Í ¢ l Í9q ~�ÝÄØ q m$v Í�� j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q |+ÖÄØ�ipØni Í �alÀÖ Í ¢�Ü| F¡ v�~�¡ s ØÀÖtm:¡ i� �Ù Í
q iam�|+¡tØ�i� `Ø<oGu�l Í ¢_~ s Ö¡�× Øni Í ¡P~�Ü/o Í l<m$v Í3�  	Ü8j�Ý Í9q Ö¡  �Ý Í  $lÀ¡�Ö¡�×�¢� FØÀ  q¾Í Ø�Ø�i Í
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)'*�+-, I ���aU0N�+ 4 e)_ +$d�6 _§O N¨NnW \ N ^ Q 'MN PF_ 7 Q)_§O B�G3GJGA- SY_DS \ d Q)P`_ + 1

. 4 eÄe W U . U � L�� U .�. U /51
L Q 'MN K0+ W Z + cJE:+ b G�+ KFB?+

8 d	6 H d9' \ 1 I A Z BYK B�c B I B I9 T 1 BYKJAJE IJI A 1 G I B�E 1 W �GA������ �EA������
� �0@ G 1 E3AFBYK G 1 AJW b3Z G 1 AJW�KFB A ��������< A �������=<

UhU23 U @ aED I²b 1 A3K I G 1 E3A I B 1 G�c �GA ���=< �EA ���=<

)�*�+-, I����aU�N�+ 4 e _ +0d�6 _§O N+NnW \ N ^ Q 'MN PF_ 7 Q)_§O b GJGA- S²_DS \ d Q)P`_ + 1
. 4 eÄe I U . U � L�� U .�. U /21

L Q 'MN 7mBc+ B b + B�K�+ B�W�+ IJI +8 d	6 H d	' \ 1 Z3Z B�A B�W B I B I9 T 1 Z E3W 1 B B3B@A 1 W E3A 1 G b ��������> �������E>
� �4@ B 1 b�Z E�G 1 A b3Z A G 1 A Z3Z EBA ���
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  s�s ~al@  s u(m$v v�~�Ý Ý�j�m:Ýtu�¡am:Ü�Ö 	Ý q ¢ Í	s l Í   qDÍ9q Ü/~ s ikvº  q Ø Í l+Ø�i� F¡ Ø�i Í   s	s ~al@  s u�m$vBj� &lDÛ
Ø¾ÖÚ FÝBj�m	Ýru8¡#m	Ü�Ö 	Ý q ��¥�¡�Øni Í�Í3� j Í lÀÖ Ü Í ¡:Ø q |+ÖÄØ�i ÏJÒ	Ò:Ò£¢� FØÀ kj�m	Ö¡:Ø q Øni Í mElÀ¢ Í l:m$v0Ø�i Í
o Í9q Øyv�~�Ý Ý�j�m:Ýtu�¡am:Ü�ÖÚ FÝh|´  q Ñ��Fo#~�Ø'Ö¡ Í3� j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q |+ÖÄØ�i;Ó:Ò	Ò ¢� FØÀ pj�m	Ö¡8Ø q Ö Ø/|¨  q
Í � ~� FÝ�Ønmz���P�?m�| Í Ù Í l
Øni Í o Í	q Øhv�m&~�¡�¢�j� &lDØÀÖ 	Ý#j�m	Ýru�¡am	Ü�ÖÚ FÝ�Üzm�¢ Í Ý�|¨  q Øni Í�q  	Ü Í Ö ¡
o�m	Øni Í3� j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q ��¥ìØ�|¨  q v�mE~�¡�¢�oPu£�_���
�� F¡�¢w� �p 	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q  	¡�¢ Ö Øc|´  q o#~�Ö Ý Ø
Í ¡8Ø¾Örl Í Ýtu(m$vÉØni Í�x Ù Í v Í  `Ø�~al Í	q Øni/ `Ø© $l Í ~ qDÍ ¢ Ö ¡p�alÀÖ Í ¢�Ü| F¡F� q v�~�¡ s Ø¾Örm	¡ Í � ~/ `Ø¾Örm	¡%�
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�0o�ØÀ 	Ö ¡ Í ¢(l Í	q ~�Ý Ø q m$v�Øni Í j Í lnv�m&lÀÜ Í ¢ Í3� j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q jal�m`Ù Í Øni/ `Ø¨Øni ÍAs m	¡ q Ö¢ Í l Í ¢£ &j�Û
jalnm8  s i�Ö q¨Í � Í9s Ø¾ÖÙ Í Ö¡ Ü/~�Ý Ø¾Örj�Ý Í ¡am	¡�Ý Ö¡ Í  &l�l Í ×&l Í	q�q Örm	¡  F¡� 	Ýtu q Ö q Üzm�¢ Í Ý q¾Í Ý Í	s Ø¾Örm	¡&�

¥�¡ Í3� j Í l¾ÖÜ Í ¡8Ø q |+ÖÄØ�im  l Í Ý FØ¾ÖÙ Í Ýtu q Ü| FÝÝ.¡P~�Ü<o Í l�m$v s m:Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q Øni Í o Í	q Ø
l Í9q ~�Ý Ø q | Í l Í mEo�ØÀ 	Ö ¡ Í ¢LoPu�~ q Ö¡�×�Õ©Õ?� �  F¡�¢��]�  FÝ×&m&lÀÖ Øni�Ü q �S�Nm�| Í Ù Í lN|ci Í ¡� 
Ø¾ÖÜ Íps m:¡ q ~�Üzj�Ø¾Örm	¡;Ö q Ø@  � Í ¡ Ö¡8Ønm s m	¡ q Ö¢ Í l@ `Ø¾Örm	¡tØ�i Í o Í	q Ø�Ønl@ 	¢ Í ÛDm&� Ö q ×:Ö Ù Í ¡ oPu
Õ Ì � �6��¥ìØ q ØÀÖ Ü Í:s m:¡ q ~�Ü8j�Ø¾Örm	¡ Ö q Ü<~ s i q Ü| FÝÝ Í l0Ø�i� F¡�� ���mØÀÖ Ü Í m$v�Õ©ÕN� �6�� F¡�¢
Øni Í mEo�ØÀ 	Ö ¡ Í ¢£Üzm�¢ Í Ý q  &l Í  FÝÜzm q Øcm$vÉØni Íyq  FÜ Í � ~� FÝÖÄØ�u:�

� i Í ¡�Øni Í ¡P~�Ü/o Í l�m$vh~ qDÍ ¢ s m:Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q Ö q l Í ÝÚ `ØÀÖ Ù Í Ýruko�Ö ×�{º $j#jalnm � �ÉÏJÒ:Ò  F¡�¢
Ü8mEl Íks m:Ü8j�m	¡ Í ¡8Ø q�} Ø�i Í o Í	q Øzl Í9q ~�Ý Ø q | Í l Í m&o�Ø@ FÖ¡ Í ¢ oGu ~ q Ö¡�× q¾Í � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝ� 	Ý ×EmFÛ
l¾Ö Øni�Ü q ���Njaj� &l Í ¡:ØÀÝtu£Øni Í8q Ø@ `Ø Í<q j�  s²Í Ö q ØnmPm�o�Ö×�v�mEl q Ønm s i�  q Ø¾Ö s  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q Ønm�o Í
Í � Í	s ØÀÖ Ù Í |+ÖÄØ�i q m q Ü| FÝÝ�¡P~�Ü/o Í lBm&v/Ö Ø Í lÀ FØ¾Örm	¡ q  FÝÝrm�| Í ¢#�`��u'Ö ¡ s l Í   q Ö ¡�×©Øni Í ¡G~�Ü/o Í l
m$v
ÖÄØ Í l@ `ØÀÖtm:¡ q Ö Ø6Ö q j�m q�q Öro�Ý Í Ønm x ¡�¢�o Í ØDØ Í l0l Í9q ~�Ý Ø q �#i#m�| Í Ù Í l+Ö¡ q ~ s i�  s   qDÍys m	Ü�Û
ja~�Ø¾Ö¡�×kl Í9q mE~al sYÍ	q ¡ Í²Í ¢ Í ¢Lv�m&l6Øni ÍzqDÍ  $l s i� $l Í ×El Í  `Ø¾Ýru Ö ¡ s l Í   q¾Í ¢#�/¥�¡ Í�� j Í lÀÖÜ Í ¡8Ø q
|+ÖÄØ�i�l Í ÝÚ `ØÀÖ Ù Í Ýruko�Ö × ¡P~�Ü/o Í l:m$v s m	Üzj�m	¡ Í ¡8Ø q Øni Í o Í	q Ø:l Í	q ~�Ý Ø q | Í l Í m&o�ØÀ FÖ¡ Í ¢LoPu
~ q Ö¡�×�Øni Í � �  FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü ���?m�| Í Ù Í lÉØni Í o Í9q Ø
Ø�lÀ :¢ Í Û�m$��o Í Ø�| Í²Í ¡<mEo�ØÀ 	Ö ¡ Í ¢�Ü8m�¢ Í Ý�� q
Í Ù` FÝr~� `ØÀÖtm:¡  	¡�¢£Ø¾ÖÜ Íys m	¡ q ~�Üzj�ØÀÖtm:¡k|¨  q �_���
���

�0~al�m`Ù Í l@ FÝÝ s m	¡ s Ýt~ q Örm	¡£ &o�mE~�Ø�Ø�i Í:qDÍ  $l s i£ FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü q Ö q Øni/ `Ø Í � Í	s ØÀÖ Ù Í ¡ Í9qnq m&v
Øni Í  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q ¢ Í j Í ¡/¢ q m:¡¤Ø�i Í  :¢�¢_l Í	q�qDÍ ¢/jal�m&o�Ý Í Ü �	Ö[� Í �	Øni Í ×El Í  `Ø Í lêØni Í ¡G~�Ü/o Í l
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m$v s m	Üzj�m	¡ Í ¡:Ø q Ö q ~ q¾Í ¢(v�m&l¨Üzm�¢ Í Ý#× Í ¡ Í lÀ FØ¾Örm	¡&�:Øni Í Ü8mEl Í�Í � Í	s Ø¾ÖÙ Í  $l Í0q¾Í � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝ
qDÍ  $l s im FÝ×&m&lÀÖ Øni�Ü q �+� i Í ¡ Øni Í ¡P~�Ü/o Í lkm$v s m	Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q v�m&l Üzm�¢ Í Ý�× Í ¡ Í l@ `ØÀÖtm:¡
×&l�m�| q ~aj%�
Øni Í jal�m&o/ $o�ÖÝ Ö Ø�u m$v]  qDÍ � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝ+ FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü�Ønmt× Í Ø q Øn~ s � Ö ¡p  Ýtm s  FÝ
Ü�Ö¡�ÖÜ/~�Ü l Í ¢_~ s²Í	q �h�?m�| Í Ù Í l s m	Üzja~�ØÀÖ ¡�× l Í9q mE~al s²Í	q ¡ ÍJÍ ¢ Í ¢ v�m&l|Ø�i Í�q¾Í  $l s i�v�m&l
q Ø�m s i/  q Ø¾Ö s  FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü � ~�Ö s � Ýtu;Ö¡ s l Í   q¾Í	q � � i Í ¡ Ø�i Í ¡P~�Ü<o Í lzm$v s m	Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q Ö q
l Í Ý FØ¾ÖÙ Í Ýru q Ü| FÝÝ q¾Í � ~ Í ¡8Ø¾ÖÚ FÝ/ 	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü q × Í Ø q Øn~ s � Ö¡ Ýtm s  FÝ�Ü�Ö¡�ÖÜ/~�Ü q Ù Í l�u/m&vÁØ Í ¡&�
� Í ¡amFØ Í Ø�i� `Ø]Ö ¡ q ~ s i s   qDÍ9q Ø�i Í l Í  &l Í l Í ÝÚ `ØÀÖ Ù Í Ýru Ü� 	¡Pu Ýrm s  	Ý�Ü�Ö¡�Ö Ü<~�Ü q Ö¡�Ø�i Í
q Ø@ `Ø Í:q j�  s²Í �8¥�¡ s m:¡8Ønl@  q Ø0Ö ¡ q ~ s i s   qDÍ9qhq Ønm s i�  q ØÀÖ s  FÝ×&m&lÀÖ Øni�Ü q j Í lgv�mEl¾Ü o Í ØDØ Í l�oPu
 �Ù&m	ÖÚ¢�Ö¡�×]Ýtm s  FÝ�Ü�Ö ¡�Ö Ü<~�Ü q {[�]�'�:Õ Ì � � } mElBl Í9q Ø@ $l¾Ø¾Ö¡�×�Øni Í0qDÍ  $l s i/v�l�m	Ü ¢�Ö � Í l Í ¡8Ø
q Ø@ `Ø Í9q {ºÕ©ÕN� �6�/Õ Ì � � } �

�©Ý q m�| Í�s m:¡ s Ýr~�¢ Í Ø�i� `Ø�Ø�i Í o�Ö×	× Í	q Øyo Í ¡ Í3x Øyv�lnm:Ü5Ø�i Í(s m:¡ q Ö¢ Í l Í ¢t $jajal�m:  s i
Ö q m&o�ØÀ FÖ¡ Í ¢ |ci Í ¡ Øni Í  �Ù` FÖÝÚ $o�Ý Í ¢� FØÀ �Ö q l Í ÝÚ `Ø¾ÖÙ Í Ýtu q Ü| FÝÝ[��|ci�Ö s i Ö q  �v�l Í � ~ Í ¡8Ø
jai Í ¡#m	Ü Í ¡� �Ö¡pl Í  FÝ ÛD|�m&lÀÝ¢�jalÀ  s ØÀÖ s  FÝ& $j#j�Ý Ö s  FØ¾Örm	¡ q �
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¦�i Í mEo�ØÀ 	Ö ¡ Í ¢zl Í9q ~�ÝÄØ qhs  	¡�o Í ~ q¾Í ¢8v�mEl´ Al Í ×El Í9qnq Örm	¡�Ü8m�¢ Í Ý q¾Í Ý Í	s Ø¾Örm	¡|Ö¡ Í Üzj�ÖrlÀÖ s  FÝ
¢� `Ø@ /m&v%Ù` $lÀÖtmE~ q m&lÀÖ ×:Ö ¡ q v�m&l+¢ Í Ù Í ÝtmEj�Ö ¡�×/m&j�Ø¾ÖÜ� 	Ý�Ø Í	s i�¡am	Ýrm	×:Ö s  FÝ q m:Ýt~�ØÀÖtm:¡ q �G�#m&l Í3� Û
 FÜzj�Ý Í ��| Í ¢�Ö¢ Í�� j Í lÀÖÜ Í ¡8Ø q |+Ö Ønizl Í ×&l Í	q�q Örm	¡'Ü8m�¢ Í Ý�  s � ~�Ö q ÖÄØÀÖtm:¡<m&v� 	Ötl s l@ �vÁØ q i Í ÝÝ�� q
o Í i� �Ù�ÖtmEl©¢_~alÀÖ ¡�×zjal Í Û�oa~ s � ÝÖ ¡�×� 	¡�¢kj�m q Ø¾ÛDo#~ s � Ý Ö¡�×zjai�  qDÍ9q { q¾Í²Í �ÉÖ ×/��Ñ } |ci�Ö s i� FÝ Û
Ýtm�| q Ønm£¢ Í Ø Í l¾Ü�Ö¡ Í  FØN|ci� `Ø] FÜzm&~�¡:Ø0m$vêØni Í Ýtm8 	¢ Ø�i Í<s m	¡ q Ønl�~ s ØÀÖtm:¡�Ýtm qDÍ9q Ö Ø q0q Ø@ `Û
o�Ö ÝÖ Ø�u� 	¡�¢ s m:Ý ÝÚ $j q¾Í	q���� �ì� � l Í Ù�Örm&~ q Ýru	��v�~�ÝÝ�j�m:Ýtu�¡am:Ü�ÖÚ FÝ q m$v��F¡�¢| F¡�¢�Ñ&lÀ¢8m&l@¢ Í l | Í l Í
~ qDÍ ¢ Ö ¡   q ÖÜ�Ö ÝÚ $l+ 	¡� FÝru q Ö q �

�
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�am&~#lÉ¢ Í9q Ö×	¡'Ù� &l¾ÖÚ $o�Ý Í9q m&v�Øni Ícs m:¡ q Ønl�~ s ØÀÖtm:¡� $l Í ¢ Í9qns l¾Öro Í ¢'  q v�m:Ý Ýrm�| q ÞJØni Í ¡P~�Ü�Û
o Í l<m&v q ØÀÖ � Í ¡ Í l

x1 = n(4 − 6),
Øni Í i Í Ö ×Ei:Ø8m$v q Ø¾Öt� Í ¡ Í l

x2 = h(15 − 20),
Øni Í

Ö ¡8Ø Í l¾¡/ FÝFl@ 	¢�Ör~ q
x3 = R(800− 1600)

 	¡�¢ Øni Í j� F¡ Í Ý%Ý Í ¡�×FØni
x4 = L(600 − 720).¦�i Í Ü|  � ÖÜ/~�ÜiÝtm8 	¢ Ù` 	Ýt~ Í l Í jal Í	q¾Í ¡8Ø¾Ö¡�×MØ�i Í ¡P~�Ü Í lÀÖ s  FÝ s m	ÝÝÚ $j q¾Í Ýrm: :¢ Ö q ¢ Í ¡am	Ø Í ¢

oGu
Pco.

¦�i Í jalÀÖ ¡ s Ötj/ FÝ.×Em: 	Ýcm$vMØni Í Ö ¡�Ù Í	q Ø¾Ö×: `ØÀÖtm:¡ Ö q Ø�m oa~�ÖÝÚ¢ q ~#lnl�m	×8 `Ø Í Üzm�¢�Û
Í Ý q ��|ci Í l Í

Pco

Ö q Ø�i Í v�~�¡ s Ø¾Örm	¡�m&v$¢ Í	q Ö ×:¡pj� $l@ FÜ Í Ø Í l q ��¦�i Í�Í3� j Í lÀÖ Ü Í ¡8Ø@ FÝ%¢ Í9q Ö×	¡
|´  q m&j�Ø¾ÖÜ�Ö Î²Í ¢   s	s mElÀ¢�Ö¡�×]Ø�mMØni Í�Ì�Í  	¡�� � ~� &l Í � l�l�m&l0{ Ì ��� }�s lÀÖ Ø Í lÀÖrm	¡&�&�#m&l Í   s i
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¡G~�Ü/o Í l m&v q Ø¾Öt� Í ¡ Í l q Ø�i Í Øni#l ÍJÍ Û�¢�Ö Ü Í ¡ q Örm	¡/ FÝ�¢ Í9q Ö×	¡ q j/  sYÍ |+Ö Øni(� �0q  	Ü8j�Ý Í j�m	Ö¡8Ø q
|´  q¨Í ÝÚ $o�m&l@ `Ø Í ¢#��Ö ¡ Ø�mFØÀ 	Ý�| Í ¢�ÖÚ¢

3 × 27 = 81
Í3� j Í lÀÖ Ü Í ¡8Ø q �

¦� &o�Ý Í Ó(jal Í	q¾Í ¡8Ø q Ø�i Í l Í	q ~�Ý Ø q m$v� &jajal�m � Ö Ü| `ØÀÖtm:¡pm$v
Pco.

¦�i Í¤Í Üzj�Örl¾Ö s  	ÝÉ¢� FØÀ 
|´  q  $j#jalnm � ÖÜ| `Ø Í ¢:|+ÖÄØ�iAv�~�ÝÝPj�m:Ýtu�¡am:Ü�ÖÚ FÝ q m&v��`¡�¢' F¡�¢�Ñ&lÀ¢:mElÀ¢ Í l�{��a~�ÝÝ��© F¡/¢y�a~�ÝÝÚÑ }
  q | Í ÝÝ�  q |+Ö Øni j/ $l¾Ø¾ÖÚ FÝhj�m	Ýru�¡am	Ü�ÖÚ FÝ q m$v.Ñ&lÀ¢�mElÀ¢ Í l3�&¥�¡tØni ÍkqDÍ  $l s i�v�m&l�Ø�i Í o Í	q Ø
j� $l¾Ø¾ÖÚ FÝ�j�m	Ýru8¡#m	Ü�Ö 	Ý�Üzm�¢ Í ÝêØ�|�mwm$v0Ø�i Í Ü8m q ØAjal�m	Ü�Ö q Ö¡�× qDÍ  $l s i� FÝ×&mEl¾Ö Øni�Ü q | Í l Í
~ qDÍ ¢#�%Ö¸� Í �É�a� �
�; 	¡�¢tÕ©Õ?� �6�É¦�i Í l Í9q ~�Ý Ø q/q iam�|~Øni/ `Ø�Ø�i Í o Í	q Ø¤Üzm�¢ Í Ý�Ö q v�mE~�¡�¢
oGu�Õ.Õ?� �  FÝ×&m&lÀÖ Øni�Ü ��ÖÄØ q o�mFØ�i �´¥�� Ù` FÝr~ Í9q  	¡�¢�Ø�i Í �.�.�  	¡�¢�Õ©Õ Ì ��� Ù� 	Ýt~ Í	q
 $l Í o Í ØDØ Í l¤Øni� 	¡ m$v. 	¡Gu�mFØ�i Í l s m:¡ q ÖÚ¢ Í l Í ¢tÜ8m�¢ Í Ý[�
�_���
�  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü �%  q | Íws  F¡
qDÍJÍ �	 &jaj� $l Í ¡8ØÀÝtuy|¨  qBq Øn~ s � Ö¡� ]Ýrm s  	Ý�Ü�Ö¡�ÖÜ/~�Ü  `Ø q m	Ü Í l@ `Ø�i Í l Í  $lÀÝtu q¾Í  &l s i q Ø Í j
 F¡�¢�Ø�i Í l Í v�mEl Í Ö Ø q o Í	q Ø v�m&~�¡/¢|Üzm�¢ Í Ý�Ö q0Í Ù Í ¡�|�mEl q¾Í Øni/ F¡|Ø�i Í Üzm�¢ Í Ý q mEo�ØÀ 	Ö ¡ Í ¢zoPu
�a~�ÝÝ �8mElc�a~�ÝÝÑ��

�
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¥�¡ q ~ s i� z|¨ !u�oPu(~ q Ö¡�×|Øni Í Õ©Õ?� �  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü  	¡�¢ ��¥�� s l¾Ö Ø Í l¾Örm	¡k| Í v�mE~�¡�¢
 ¤Üzm�¢ Í Ý�Øni� FØ©Ö q Üzm&l Í   s�s ~al@ `Ø Í  F¡/¢£Üzm&l Í:q ÖÜzj�Ý Í {�v Í | Í l s m:Üzj�m:¡ Í ¡8Ø q�} Øni� 	¡£Ø�i Í
v�~�Ý Ý�j�m:Ýtu�¡am:Ü�Ö 	Ý#Ü8m�¢ Í Ý q Øni� FØN| Í l Í ~ q¾Í ¢ko Í v�mEl Í ��¥�¡���Ö×&~#l Í Ó�Ø�i Íyq ~#lgvº  sYÍ j�ÝrmFØNm&v
Øni Í o Í	q Ø¤Üzm�¢ Í Ýhm&o�ØÀ FÖ¡ Í ¢�oPu Øni Í Õ©Õ?� �  	Ý ×Em&lÀÖÄØ�i�Ü5Ö q/q iam�|+¡&�F|ci Í ¡

h = 0.02 F¡�¢
R = 0.9385

 $l Í�xa��Í ¢#�

��Y  �`h\Ne �nd)"Pf�`h\#"

¦�i�Ö q j� $j Í l?l Í��/Í	s Ø q  8l Í9qDÍ  $l s i£×Em: FÝ�Ø�m ¢ Í Ù Í Ýrm&j� zi Í ~al¾Ö q Ø¾Ö s  $jajal�m:  s i�v�mEl©Ü/~�Ý Ø¾Ö Û
j�Ý Í ¡#m	¡�ÝÖ ¡ Í  $lcl Í ×El Í9qnq Örm	¡£Üzm�¢ Í Ý qDÍ Ý Í9s ØÀÖtm:¡woPu(~ q Ö¡�×�i Í ~al¾Ö q Ø¾Ö s�q ØÀ FØ Íyq j�  s²ÍAqDÍ  $l s i
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