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fhgji°Í	£�ÌÎ½¤eg°Ç+¡U£¥Í�kcg°Ç@¡^ÈÊÍ	Ç`g	l8É�¡UÈÎ½Í	£

Au = f∗ , f∗ ∈ R(A), mon � n�p
qsr g°ÇAg

A
½ Ì'¡�Ñ½£egG¡	Çjt/Í:É�£�¤ug3¤�Í�kcg°Ç@¡^ÈÊÍ	ÇjtcgYÈ q g�gG£ � ½Ñvtcg°ÇÎÈÆÌ�k�¡�i�gGÌ

H
¡	£�¤

F
�%��£

w g°£�g°Ç@¡UÑ´ÀÛÈ r g,k�ÇÊÍ�t�ÑvgGÐ m'n � n�p ½Ì�½ ÑÑ Ï6k�Í:Ì�gG¤ m Ì�g�gyx Ã�À¨¿ n;z�p Ò&È r gvÇ@¡U£ w g R(A)
Ð�¡�{7tcg

£�Í	£�Ï|iYÑÍ:Ì�gG¤&À�È r gL}1g°ÇÊ£eg°Ñ N (A)
Ð�¡�{~t<g�£�Í:£�Ï¼ÈÊÇÎ½¾�½¡	Ñ¼�/��£�k�Ç@¡�iYÈÎ½�iHgÆÍ��È�gG£�½£�Ì ÈAgG¡:¤�Í��

È r g@gH��¡�iYÈ�¤�¡UÈÊ¡
f∗

Í	£�Ñ�{ ¡U£ ¡�kek�ÇÊÍ���½ Ð�¡^ÈÊ½ Í:£
f

½ Ì w ½ ¾1g°£ m iYÍ	£8È@¡U½£�½ £ w À��úÍ	Ç�gH��¡UÐ�Ï
k�Ñvg:À/Ð�g3¡	ÌÎÉ�Ç�gGÐ�g°£8È.gGÇÎÇÊÍ	Ç@Ì p ���6�0¡U£�½ ÑÑ Ï6k�Í:Ì�gG¤yk�ÇÊÍ�t�ÑvgGÐ�½ Ì6ÌÎÍ	Ñ¾�g3¤~tQ{¥ÌÎÍ	Ð�gÆ½ ÈAg°Ç@¡^ÈÎ½¾�g
Ð�g°È r Í�¤#À%È'{Qk�½�iG¡UÑÑv{�Í	£���Ç@Ì È�½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½Í	£;Ì ÈAg�k�Ì

n = 1
À
2

À$�G�°�[È r gv½ ÈAg°Ç@¡^ÈAgG¤�¡�kek�ÇÎÍ���Ï
½ Ð�¡^ÈÊ½ Í:£

un
¡�kek�ÇÎÍ8¡�i r g3ÌKÈÎÍ È r g Ð�½£�½ Ð�¡	Ñ ÏØ£�Í	ÇÊÐ ÌDÍ:Ñ É�ÈÎ½Í	£

u∗
Í�� mon � n�p À¨È r g@gGÇÎÇÊÍ	Ç

‖un −u∗‖ r ¡	ÌîÐ�½£�½Ð�¡UÑ�¾�¡	Ñ É�g5�úÍ	Ç ÌÎÍ	Ð�g
nopt

¡	£�¤�½£�iYÇAgG¡:Ìog3Ì��úÍ	Ç
n > nopt

��Å r g°ÇAgYÏ
�úÍ	ÇAg	ÀUÈ r g.½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½Í	£�Ì0Ì r Í:É�Ñ ¤�t<g�Ì ÈÊÍ�kekcgG¤v¡��È�gGÇî¡ji�g°ÇÎÈÊ¡U½£�£�É�Ð�tcg°Ç

n
Í��&Ì ÈAg�k�ÌG�	�6�#È r ggH��¡�iYÈ.£�Í	½ Ì�g�ÑvgG¾�gGÑ

δ q ½ È r ‖f∗ − f‖ ≤ δ
½ Ì w ½¾�gG£&À�È r g�k�ÇÎÍ1k<gGÇ>i r Í	½�iHg'Í��

n = n(δ)
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	�������+º����
w É�¡	ÇÊ¡	£:ÈAg�g3Ì È r g iYÍ:£�¾�g°Ç w gG£�iHg

un(δ) → u∗
¡	Ì
δ → 0

����Í	ÇáÐ�¡U£Q{�½ ÈAg°Ç@¡^ÈÊ½ ¾1g Ð�gYÈ r Í�¤�Ì
È r ½ Ì5iYÍ:£�¾�g°Ç w gG£�iHg6½Ì w É�¡	ÇÊ¡	£:ÈAg�g3¤,tQ{ i r Í:½�i�g6Í��

n
t"{¶È r g�¤�½ÌAiYÇAg�k�¡	£�iH{,k�ÇÎ½£�iY½�k�Ñ�gKÍ	Ç

t"{¹½ ÈÊÌ6Ð�Í�¤�½v�<iG¡^ÈÎ½Í	£/Ì m Ì�g�g�x n À/Ã�À#Á�À � À���À/Ä�À n Â�À n�� À n � À n�� À n ��À n Ä�ÀÛ¿ n;z Í:Ç>tQ{¶È r g
Ð�Í:£�ÍUÈÊÍ	£eg`gGÇÎÇÊÍ	Ç ÇÊÉ�Ñvg3x � À���À	Ä z �U�6�ÛÈ r gGÇ�g ½ Ì
£�ÍK½£u�úÍ	ÇÊÐ�¡^ÈÊ½ Í:£�¡�t/Í:É�È
È r g+£�Í	½ Ìog Ñ�g°¾�gGÑ

δ
À

È r gG£Æ£�Í6ÇÎÉ�Ñvg`i°¡	£ w É/¡UÇ@¡U£8È�g	g
È r g`iYÍ:£�¾�g°Ç w gG£�iHg
un(δ) → u∗

À
δ → 0 m Ì�g�g x ¿ z�p ���5gG¾�g°ÇÎÏ

È r gGÑvg3ÌÎÌGÀ:½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½Í	£�Ì0Ð�¡�{Ltcg6ÌDÈÎÍ1kek<g3¤,g	� w �1tQ{ r g°É�ÇÊ½ÌDÈÎ½�i+ÇÊÉ�Ñ�gGÌ �úÇÎÍ:Ð x � À8Ã�À � À n Â�À n Ã z ���£¥ÌÎÍ	Ð�gK¡�k�k�Ñ ½�i°¡UÈÎ½Í	£�ÌîÈ r gK£�Í	½ Ì�g�Ñ�g°¾1g°Ñ
δ

½Ì w ½ ¾1g°£¥¡�kek�ÇÎÍ���½Ð�¡UÈ�gGÑv{ÛÒ�½ È r Í	Ñ ¤�Ì

‖f∗ − f‖
δ

≤ C
�úÍ	Ç

δ → 0,

qsr g°ÇAg
C

½ Ì$¡	£�É�£e}�£�Í q £�i°Í	£�ÌDÈÊ¡	£8ÈG�^��£�È r ½ÌIiG¡	Ì�gsiYÍ	£�¾1g°Ç w g°£<iHg
un(δ) → u∗ m δ → 0 p�úÍ	ÇBgH�uk�Ñ½�iY½ È
¡	£�¤Æ½ Ð�k�Ñ½�i°½ È$½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½Í	£�Ì�i r gGÐ�gGÌ ½ Ì w É�¡	ÇÊ¡	£:ÈAg�g3¤3tQ{'Ì ÈÊÍ�kek�½ £ w ½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½Í	£�Ì

t"{[ÇÊÉ�Ñ�gB�úÇÎÍ:Ð x ��z �3��£�x � z q g �úÍ	ÇÊÐ'É�Ñ ¡^ÈAgG¤�È r g0Ð�Í	£�Í	ÈÎÍ:£egIg°ÇÊÇÊÍ	Ç&ÇÊÉ�Ñ�gî¡U£/¤[È r gá¡U£�¡	Ñ Í w Éeg
Í�� ÇÎÉ�Ñ�g�x ��z �úÍ	Ç5i°Í	£�� É w ¡^ÈAg w ÇÊ¡:¤�½�g°£8ÈîÈ'{QkcgKÐ�gYÈ r Í�¤�Ì°�

��£¥È r ½ Ì>k/¡�kcg°Ç q g3�úÍ:ÇÎÐÆÉ�Ñ¡UÈ�g�Ð�¡	£"{¹¡	¤�¤�½ ÈÊ½ Í:£�¡UÑäÌ ÈÊÍ�kek�½£ w ÇÊÉ�Ñ�gGÌGÀ qsr ½�i r ¤�Í¶£�ÍUÈ
É�Ìog[È r gK£�Í:½Ì�gKÑvgG¾�gGÑ¼���.É�Ð�g°ÇÊ½�iG¡UÑ i°Í	Ð�k�¡UÇÊ½ ÌDÍ:£¶Í��äÈ r gGÌ�gKÇÎÉ�Ñ�gGÌ.¡U£�¤@}�£�Í q £¥Ì ÈÊÍ�kek�½£ w
ÇÎÉ�Ñ�gGÌ m §#Ï|iYÉ�ÇÊ¾�g�ÇÊÉ�Ñvg3g°ÈAi p Ì r Í q Ì w Í8Í�¤ k<gGÇo�úÍ:ÇÎÐ�¡	£�iHg�Í�� £eg q ÇÎÉ�Ñvg3Ì°�

�`X! �^ Z#"Qa%$'&�[)(+* ]�&B_>d,(�Z [.-0/213(546(�[)7>^s_98
Å r g\k�ÇÎÍ1t�ÑvgGÐ m'n � n�p i°¡	£jtcgáÌÎÍ	Ñ¾�g3¤3tQ{K¾�¡	ÇÎ½Í	É/Ì%¤�½
:cgGÇ�gG£8Èä½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½¾�g0Ð�g°È r Í�¤�ÌG��;�½ Ð�k�Ñ�g
½ ÈAg°Ç@¡^ÈÎ½¾�g[Ð�gYÈ r Í�¤�Ì+¡UÇAg

un = un−1 + βn−1A
∗(f −Aun−1), n = 1, 2, . . . , βn−1 > 0; m ¿�� n�p

βn−1un +A∗Aun = βn−1un−1 +A∗f, n = 1, 2, . . . , βn−1 > 0. m ¿�� ¿ p
��Í	Ç È r gK½£�½ ÈÊ½¡	Ñ%¡�k�k�ÇÎÍ���½Ð�¡^ÈÎ½Í	£

u0
Í��È�g°£

u0 = 0
½Ì É�Ìog3¤#�

Å r g.i°Í	£�� É w ¡^ÈAg w Ç@¡	¤�½vgG£:È0È'{"kcg�Ð�g°È r Í�¤�Ì`i°Í	£�¾�gGÇ w g+Ð'É�i r �ñ¡:Ì ÈAg°ÇîÈ r ¡	£vÐ�gYÈ r Í�¤�Ì
m ¿�� n�p À m ¿�� ¿ p ÒGÈ r g g°ÇÊÇÎÍ:Ç ‖un−u∗‖

½£�È r gGÌ�g0Ð�gYÈ r Í�¤�Ì��úÍ	Ç
n ≤ nopt

½Ì�i°Ñ Í8Ìog
ÈÊÍ ‖un2−
u∗‖

½£�Ð�gYÈ r Í�¤�Ì m ¿�� n�p À m ¿�� ¿ p ����£�È r ½ Ì>k/¡�kcg°Ç q g�i°Í	£�ÌÎ½¤eg°Ç È q Ív½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½¾�gKÐ�gYÈ r Í�¤�Ì
t�¡	Ì�gG¤KÍ:£jiYÍ:£�� É w ¡UÈ�g w Ç@¡	¤�½�g°£8È&Ð�gYÈ r Í�¤3�úÍ	Ç¨¾^¡UÇÊ½ Í:É�Ì�k�Í:ÌÊÌD½�t�½Ñ ½ ÈÎ½�gGÌ%ÈÎÍ�Ìo{�Ð�Ð�gYÈÊÇÎ½=<�g
È r gk�ÇÎÍ1t�Ñ�g°Ð mon � n�p �%�5kek�Ñ ½�i°¡UÈÎ½Í	£�Í��áÈ r g iYÍ	£�� É w ¡UÈ�g w Ç@¡	¤�½�g°£8ÈKÐ�gYÈ r Í�¤nÈÎÍ¥È r gv£�Í	ÇÊÐ�¡UÑ
g	l8É�¡^ÈÊ½ Í:£

A∗Au = A∗f
Í	ÇÆÈÎÍ�È r g@g	l8É�¡UÈÎ½Í	£

AA∗w = f q ½ È r u = A∗w w ½ ¾1gGÌ
È r g�Ð�g°È r Í�¤�Ì i°¡	Ñ Ñ�gG¤?>2@[§A;¹Í:ÇB>2@[��Ë�ÇAgGÌ�kcg	i�ÈÊ½ ¾1g°Ñ�{	����£�½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½¾�gKÐ�gYÈ r Í�¤C>2@[§A;
È r g k È r ½ È�gGÇÊ¡UÈ�g

uk
Ð�½ £�½ Ð�½=<�gGÌ+È r gK¤�½ Ì�i°Ç�g	k�¡U£<iH{ ‖f −Au‖ ¡UÐ�Í	£ w ¡UÑÑ

u
�úÇÎÍ:ÐgÈ r g

�[Ç�{�ÑÍ^¾vÌDÉet/Ìok�¡1iHg
span{A∗f, A∗AA∗f, . . . , (A∗A)k−1A∗f}

¡	ÌK½£nÈ r g�k�ÇÎÍ��'g	i�ÈÊ½ Í:£ Ð�g°È r Í�¤nÍ�� Ñvg3¡	ÌDÈ'Ì�l8É�¡	Ç�g3Ì°�&Å r g k È r ½ ÈAg°Ç@¡^ÈAg
uk

½£�Ð�g°È r Í�¤
>2@[��ËsÐ�½£�½Ð�½=<�g3ÌáÈ r g gGÇÎÇÊÍ	Ç ‖u∗ − u‖ q ½ È r u ½£¶È r gKÌÎ¡	Ð�g��[ÇA{�Ñ Í^¾�ÌDÉ�t�Ìok/¡�iHg m ¡:Ì
½ £sÈ r g~k�ÇÊÍ��'g�i�ÈÊ½ Í:£ Ð�gYÈ r Í�¤sÍ��6Ð�½£�½Ð�¡UÑsg°ÇÊÇÊÍ	Ç m Ì�g�g�x n ¿�À0¿UÂ z�pop �EDáÍUÈ r ¡UÑ w Í:ÇÎ½ È r Ð�Ì
Ì È@¡UÇÎÈ q ½ È r �e��½£ w È r g'Ì È@¡UÇÎÈÎ½£ w ¾^¡UÑÉeg3Ì

u0 = 0
À
r0 = f

À
v−1 = 0

���ygYÈ r Í�¤C>2@[§A;
¡UÑ ÌDÍ�ÈÊ¡�}�g3Ì

p−1 = ∞ ¡U£�¤~iYÍ:Ð�k�É�È�g3Ì �úÍ	ÇsgG¾�g°ÇA{
n = 0, 1, 2, . . .
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µUª��»��8º^²�®�� ¯Îº��^«ñ®°ª�²�¸�³���®���®Y²	��µ���± � �
pn = A∗rn , σn = ‖pn‖2/‖pn−1‖2 , vn = rn + σnvn−1 ,

qn = A∗vn , sn = Aqn , βn = ‖pn‖2/‖sn‖2 ,

un+1 = un + βnqn , rn+1 = rn − βnsn .

m ¿�� �1p

��£?>2@[��Ë Ð�g°È r Í�¤¹Í	£eg�È@¡�}�g3Ì
r−1 = ∞ ¡	£�¤ i°Í	Ð�k�É�ÈAgGÌ`�úÍ:Çsg°¾1g°ÇA{

n = 0, 1, 2, . . .

σn = ‖rn‖2/‖rn−1‖2 , vn = rn + σnvn−1 , qn = A∗vn ,

βn = ‖rn‖2/‖qn‖2 , un+1 = un + βnqn , rn+1 = rn − βnAqn .
m ¿�� Ã p

��£ >2@[§A;�Ð�g°È r Í�¤�È r g�¤�½ Ì�i°Ç�g	k�¡U£<iH{ ‖rn‖
¤ug�iYÇAgG¡	Ì�gGÌ.Ð�Í	£�Í	ÈÎÍ	£�½�iG¡UÑÑv{ �úÍ	Ç[¡UÑÑ

nt�É�È ½£?>2@[��Ë Ð�g°È r Í�¤¹£�É�Ð�g°ÇÊ½�iG¡UÑ#ÇAgGÌÎÉ�Ñ È@Ì+Ì r Í q È r ¡^È ‖rn‖
¤ug	i°Ç�g3¡	Ì�gGÌáÐ�Í	£�Í	ÈÎÍ	£�½ Ï

i°¡UÑÑ�{vÍ	£�Ñ�{¶¡UÈ.ÌDÍ:Ð�g ��Ç@ÌDÈ ½ È�gGÇÊ¡UÈ�g3Ì°�

�`X�� [u^E191 doZ%$�� a�� (#8�� 8QdoZ9$�� ^ d 8 ( ��("! (#�
�¨½Ç@Ì È q gIiYÍ:£�ÌÎ½¤ugGÇ#È r g i°¡:Ìog qsr gG£[È r g\gH��¡�iYÈ&£�Í	½ Ì�g
ÑvgG¾�g°Ñ

δ
½Ì }�£�Í q £ q ½ È r ‖f−f∗‖ ≤

δ
�$Å r g°£ È r g¥Ð�Í:ÌDÈ�k�ÇÎÍ:Ð�½£egG£:È�ÌDÈÎÍ�k�k�½ £ w ÇÊÉ�Ñ�g ½ Ì�È r g�¤�½ ÌAiYÇAg�k�¡	£�iH{ k�ÇÊ½ £<iY½�k�Ñvg:Ò q g

Ì ÈÊÍ�k ¡UÈ0È r g ��ÇÊÌDÈî½£�¤ug��
n = nD

�úÍ:Ç qsr ½�i r ‖rn‖ ≤ Cδ
À qsr gGÇ�g

rn = f −Aun
¡U£�¤

C > 1
½ Ìî¡�iYÍ:£�ÌDÈÊ¡U£8È3� ��Í	Ç Ð�¡U£Q{�Ð�g°È r Í�¤�ÌGÀui r Í	½�iHg6Í��

n = nD
tQ{�È r g[¤�½ Ì�i°Ç�g	k�¡U£<iH{

k�ÇÎ½£�i°½vk�Ñ�g w É�¡	ÇÊ¡	£:ÈAg�g3Ì>iYÍ:£�¾�g°Ç w gG£�iHg ‖unD
− u∗‖ → 0 m δ → 0 p ¡	£�¤�½£hiG¡	Ì�g

u∗ ∈
R((A∗A)p/2)

È r gKÍ:ÇÊ¤ugGÇ+Í�k�ÈÊ½ Ð�¡	Ñ g°ÇÊÇÎÍ:Ç\g3Ì ÈÊ½ Ð�¡^ÈAg
‖unD

− u∗‖ ≤ cδp/(p+1), ∀p <∞.

Å r gGÌ�gî¡:ÌÎÌ�g°ÇÎÈÎ½Í	£�Ì q gGÇ�gIk�ÇÎÍ^¾1gG¤�½ £�x ¿ n;z �úÍ:Ç¨Ð�g°È r Í�¤ m ¿�� n�p ½v�
βn = β ∈ (0, 2/‖A∗A‖)

m È r g°£ m ¿�� n�p ½ Ì�i°¡UÑÑ�gG¤;È r g~gH�uk�Ñ½�i°½ ÈvÌAi r g°Ð�g¹Í��.½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½Í	£sÐ�g°È r Í�¤sÍ	Ç�§%¡	£�¤ q g�tcg°Ç
Ð�g°È r Í�¤ p ¡U£/¤ �úÍ	Ç�Ð�gYÈ r Í�¤ m ¿�� ¿ p ½v�

βn = β > 0 m È r g°£ m ¿�� ¿ p ½ Ì�iG¡UÑÑvg3¤;½Ð�k�Ñ ½�iY½ È
Ì�i r gGÐ�g¹Í���½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½Í	£ Ð�gYÈ r Í�¤ p À0½£ x n���z �úÍ:ÇvÐ�gYÈ r Í�¤ m ¿�� ¿ p q ½ È r iHgGÇDÈ@¡U½£s¾^¡UÇÊ½Í	É�Ì
βn

À ½ £ x ��À
Ä z �úÍ	Ç�Ð�gYÈ r Í�¤�Ì m ¿�� n�p À m ¿�� ¿ p q ½ È r iHgGÇDÈ@¡U½£ ÍUÈ r g°Ç
βn

Àä½£ x n À Ã�À$Á�À n Â�À
n � À n�� À n ��À n Ä z �úÍ:Ç�Ð�g°È r Í�¤ m ¿�� �"p �$�6ÌvÌ È@¡^ÈAgG¤=t"{s�.¡U£�}�g¹½ £ q Í	ÇA}�Ì x n Â�À n1n;z À
½ £
Ð�g°È r Í�¤ m ¿�� Ã p È r gv¤�½ ÌAiYÇAg�k�¡	£�iH{yk�ÇÊ½£�iY½�k�Ñ�gL�ñ¡	½ Ñ Ì t�É�È'¡�t/Í^¾1gYÏØÐ�g°£8ÈÎ½Í	£eg3¤�¡:ÌÎÌ�g°ÇÎÈÎ½Í	£�Ì
¡�t�Í	É�È`iYÍ	£�¾1g°Ç w g°£<iHg ¡U£/¤,g°ÇÊÇÎÍ:ÇIgGÌDÈÎ½Ð�¡^ÈAgGÌ r Í	Ñ ¤��úÍ	ÇîÈ r g5�úÍ	ÑÑÍ q ½ £ w ÇÎÉ�Ñ�g	Ò�ÌDÈÎÍ�k ¡^È0È r g
��ÇÊÌDÈv½£�¤ugH�

n = nDH
�úÍ	Ç qsr ½�i r dDH :=

[

n
∑

i=0

‖ri‖−2
]

−1/2
< Cδ q ½ È r �e�ugG¤

C > 1
�8��£¶£�É�Ð�g°ÇÊ½�iG¡UÑcgH�ukcg°ÇÊ½ Ð�g°£8È@Ì q g.É/Ìog3¤

C = 1
�úÍ:Ç0È r g[¤�½ÌAiYÇAg�k/¡U£�i�{�k�ÇÊ½£�iY½�k�Ñ�g

¡U£�¤
C = 1.2

½£�Ì ÈÊÍ�kek�½ £ w ÇÊÉ�Ñ�g q ½ È r dDH
�

§�gYÈ¥É�Ì@iYÍ:£�ÌD½ ¤ugGÇ £�Í q È r gnÐ�Í:£�ÍUÈÊÍ	£eghg°ÇÊÇÎÍ:Ç¶ÇÊÉ�Ñ�g m ��Ë�ÇÊÉ�Ñ�g p � ��Í	Ç¹½ ÈAg°Ç@¡^ÈÎ½Í	£
Ð�g°È r Í�¤�Ì Í��%È r g �úÍ	ÇÊÐ

un = un−1 +A∗zn, n = 1, 2, . . . m � � n�p
È r g���Ë ÇÊÉ�Ñ�g�½ Ì È r g �úÍ	ÑÑ Í q ½£ w ÒQi r Í8Í8Ìog

nME
¡	ÌáÈ r g ��Ç@Ì È+½£�¤ugH�

n
ÌÊ¡^ÈÊ½Ìo��{�½ £ w

dME(n) :=
(rn + rn+1, zn)

2‖zn‖
≤ δ. m � � ¿ p
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‖un − u∗‖ < ‖un−1 − u∗‖
·YµU¯

n = 1
�
2
� ��� � �

nME . m � � �1p
�á¯Îµ3µ · ���.ÌÎ½£ w m � � n�p q gKÍ�t�ÈÊ¡U½£

‖un − u∗‖2 − ‖un−1 − u∗‖2 = (un−1 + un − 2u∗, A
∗zn−1)

= (2(f − f∗) − (rn−1 + rn), zn−1)

≤ 2‖zn−1‖
{

δ − (rn−1 + rn, zn−1)

2‖zn−1‖
}

.

�

� ÍUÈAg�È r ¡^È[½ ÈAg°Ç@¡^ÈÊ½ Í:£�Ð�g°È r Í�¤�Ì m ¿�� n�p À m ¿�� ¿ p À m ¿�� �"p ÀÛ¡U£�¤ m ¿�� Ã p r ¡�¾�gj�úÍ	ÇÊÐ m � � n�pq ½ È r zn = βnrn
À
zn = (βnI + AA∗)−1rn

À
zn = βnvn

À�¡	£�¤
zn = βnvn

À/ÇAgGÌ�k<g�i�Ï
ÈÎ½¾�g°Ñ�{	����£ Ð�g°È r Í�¤�Ì m ¿�� n�p À m ¿�� ¿ p È r g3iYÍ:£�¾�g°Ç w gG£�iHg ‖unME

− u∗‖ → 0 m δ → 0 p ¡	£�¤
½ £7iG¡	Ì�g

u∗ ∈ R((A∗A)p/2)
È r g�g°ÇÊÇÎÍ:Ç g3Ì ÈÊ½ Ð�¡UÈ�g ‖unME

− u∗‖ ≤ cδp/(p+1) �úÍ:Ç.¡UÑÑ
p <∞ q ¡	Ì Ì È@¡^ÈAgG¤ ½ £�x ��À�Ä z ����Í	Ç È r g >2@[§A;¶Ð�gYÈ r Í�¤¹½£hx n;z ¡ÆÇÊÉ�ÑvgKÌÎ½ Ð�½Ñ¡	ÇáÈÎÍ���Ë
ÇÎÉ�Ñ�g q ¡	Ì k�ÇÊÍ�k�Í:Ì�gG¤n¡U£�¤�iYÍ:£�¾�g°Ç w gG£�iHg ‖un − u∗‖ → 0 m δ → 0 p q ¡	ÌKÌDÈÊ¡UÈ�gG¤�t�É�È
iYÍ	ÇÊÇAgGÌ�k/Í:£�¤�½£ w ÌDÈÎÍ1kek�½£ w ½ £/¤ugH��½Ì$ÌÎÐ�¡UÑÑvgGÇäÈ r ¡	£

nME
À r g°£<iHg ¤�Éeg ÈÊÍ m � � �1p È r g ��Ë

ÇÎÉ�Ñ�g[½Ì5k�Ç�g���g°Ç@¡�t�Ñ�g	�
� Í q g°¾�gGÇGÀ�½ È�g°Ç@¡^ÈÊ½ £ w tQ{y�úÍ:ÇÎÐÆÉ�Ñ¡ m � � n�p À#Í:£n¤�½
:Tg°ÇAg°£8ÈK½ ÈAg°Ç@¡^ÈÎ½Í	£�ÌDÈ�g�k/ÌK¤�½�:Tg°ÇAg°£8È

�úÍ	ÇÊÐ�Ì�Í��sg°Ñ�g°Ð�g°£8È
zn

Ð�¡�{�tcgvÉ�Ì�gG¤��úÍ:ÇLiYÍ:£�ÌDÈÎÇÊÉ�i�ÈÊ½ £ w tcgYÈÎÈ�gGÇÆ¡�k�k�ÇÎÍ���½Ð�¡^ÈÎ½Í	£
unÈ r ¡	£

un−1
À�½v� m � � ¿ p ½Ì`�úÉ�Ñ$��ÑÑ�gG¤#����Í	Ç.½ £�ÌDÈÊ¡	£�iHg:À�¡ �ÈAg°Çs��£/¤�½ £ w unME

tQ{vÈ r g >2@[§A;
Ð�g°È r Í�¤�Í	ÇBtQ{KÈ r g >2@[��Ë;Ð�gYÈ r Í�¤ÆÈ r ½ Ì$¡�k�k�ÇÎÍ���½Ð�¡^ÈÎ½Í	£Li°¡U£�tcgs�úÉ�ÇÎÈ r gGÇ
½ Ð�k�ÇÊÍ^¾�g3¤
t"{¶Ð�g°È r Í�¤�Ì m ¿�� n�p À m ¿�� ¿ p À�É�£8ÈÊ½ Ñ&½£¹È r g3Ìog[Ð�gYÈ r Í�¤�Ì m � � ¿ p ½Ì.ÌÎ¡UÈÎ½ Ì'��g3¤��/ÇÊÌDÈ ÈÎ½Ð�g:�fhg gH�ukcg°ÇÊ½ Ð�g°£8ÈAgG¤p£�É�Ð�g°ÇÊ½�i°¡UÑÑ�{�¡	ÑÌÎÍ q ½ È r ÇÎÉ�Ñ�g	À qsr ½�i r i r Í�Í8Ìog3Ì�½£ >2@[§A;
Ð�g°È r Í�¤

nDD
¡:Ì È r g3��Ç@Ì È

n = 1
À
2

À%�°�°�GÀe�úÍ:Ç qsr ½�i r ‖rn+1 − rn‖ ≤ Cδ1.5 À/É�ÌD½£ w
È r gK¾^¡UÑÉeg

C = 0.8
�

>îÍ	£�ÌÎ½¤eg°Ç%£�Í q È r g`i°¡	Ì�g	À qsr g°£'£�Í	½ ÌogîÑvgG¾�gGÑ	½ Ì }�£�Í q £'¡�kek�ÇÊÍ���½ Ð�¡^ÈAg°Ñ�{ÛÒ
δ

½Ì w ½¾�gG£&À
�úÍ	Ç qsr ½�i r ½ È r Í:Ñ¤�Ì

‖f − f∗‖
δ

≤ C, δ → 0

q ½ È r É�£e}�£�Í q £ iYÍ:£�ÌDÈÊ¡U£8È
C

�ä��£ x ��z �úÍ:Ç�g��Qk�Ñ ½�iY½ ÈÆ¡U£/¤�½ Ð�k�Ñ½�i°½ È�½ ÈAg°Ç@¡^ÈÊ½ ¾1gvÌ�i r gGÐ�gGÌ
È r g �úÍ:Ñ ÑÍ q ½ £ w ÌDÈÎÍ1kek�½£ w ÇÎÉ�ÑvgK� q ¡:Ì\�úÍ	ÇÊÐ'É�Ñ ¡^ÈAgG¤#�
���� �  � §�g°È

0 ≤ s ≤ 1/2
�)�¨½£�¤

N
¡	ÌáÈ r g ��ÇÊÌDÈ

n
�úÍ:Ç qsr ½�i r

ϕ(n) ≡ √
n‖A∗rn‖ ≤ bδ

q ½ È r iYÍ:£�Ì È@¡U£8È
b

Ñ ¡UÇ w g�g°£�Í:É w r ���ä½ £�¤�È r g�Ì ÈÊÍ�kek�½£ w ½ £�¤egH�
nR

¡	Ì+È r g�Ñ Íui°¡UÈÎ½Í	£�Í��
È r g w Ñ Í1t�¡UÑÛÐ�½ £�½ ÐÆÉ�Ð�Í��%È r g �úÉ�£�iYÈÎ½Í	£

t(n) = ns‖rn‖
Í	£ È r gK½£8È�g°ÇÊ¾^¡UÑ

[1, N ]
�

��Í	Ç gH�uk�Ñ½�iY½ È
¡	£�¤�½Ð�k�Ñ½�i°½ È ½ ÈAg°Ç@¡^ÈÊ½ Í:£ÆÌAi r g°Ð�gGÌ¨½£ x �	z iYÍ:£�¾�g°Ç w gG£�iHg ‖unR
−u∗‖ →

0 m δ → 0 p q ¡	ÌLk�ÇÎÍ^¾1gG¤�¡U£/¤ g°ÇÊÇÊÍ	Çjg3Ì ÈÊ½ Ð�¡^ÈAgGÌ m qsr ½�i r ¡	Ç�g l:É/¡	ÌÎ½ Í1k�ÈÎ½Ð�¡UÑá½ £ i°¡	Ì�g
‖f − f∗‖ ≤ δ p q g°ÇAg w ½ ¾1g°£&�

��£¹½ È�gGÇÊ¡UÈÎ½¾�g[Ð�gYÈ r Í�¤ >2@[§A; q g �/£�¤¹È r gÆÌ ÈÊÍ�kek�½£ w ½£�¤ugH�
nR

tQ{¹¡U£�¡U£�¡	Ñ Í w Éeg
Í����+É�Ñ�g � q ½ È r s ∈ [0, 1]

¡U£/¤ t"{ ÇAg�k�Ñ ¡�i°½ £ w È r gy�úÉ�£<i�ÈÎ½Í	£
ϕ(n)

tQ{=�úÉ�£�i�ÈÊ½ Í:£
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√
γn+1‖A∗rn‖

���>g°ÇAg
γn

½Ì`�úÍ:É�£�¤¹½ È�g°Ç@¡^ÈÊ½ ¾1g°Ñ�{v¡	Ì �úÍ:Ñ ÑÍ q Ì°Ò�ÌDÈÊ¡	ÇDÈÊ½ £ w q ½ È r κ−1 = 0
À

γ0 = 0
Àci°Í	Ð�k�É�ÈAg

κn = 1 + σnκn−1
À
γn+1 = γn + βnκn

�úÍ	Ç g°¾�gGÇ�{
n = 0

À
1

À
2

À
�°�°� ��£¥£�É�Ð�g°ÇÊ½�iG¡UÑ g��Qkcg°ÇÊ½Ð�gG£8ÈÊÌ q g�É/Ìog3¤

b = 0.4
¡U£/¤

s = 0.2
�

�5X�� [u^E191 doZ%$�� a�� (#8 Z5^B[ � 8QdoZ9$�� ^ d 8 ( ��("!'( �
>îÍ	£�ÌÎ½¤eg°Ç.£�Í q È r g�i°¡	Ì�g qsr gG£�È r g°ÇAg'½ Ì.£�Ív½ £e�úÍ	ÇÊÐ�¡UÈÎ½Í	£�¡�t/Í:É�È.È r g'£�Í	½ ÌogÆÑvgG¾�g°Ñ

δ
�

Å r g°£Æ½ Èä½Ì k�ÇÊ½ £<iY½�k�¡UÑÑv{�½Ð�k�Í:ÌÊÌÎ½vt�Ñ�gîÈÎÍ5�úÍ:ÇÎÐÆÉ�Ñ ¡^È�gî¡.ÌDÈÎÍ�k�k�½ £ w ÇÊÉ�Ñvg q ½ È r i°Í	£�¾�gGÇ w g°£�i�g
k�ÇÎÍ1k<gGÇDÈ'{ ‖un − u∗‖ → 0 m δ → 0 p�m Ìog	gyx ¿ z�p ��5gG¾�g°ÇÎÈ r g°Ñ�gGÌÊÌ°À#¾^¡UÇÊ½Í	É�Ì[ÇÊÉ�Ñ�gGÌ q Í	ÇA}
q gGÑ Ñ#½£¥Ð�¡	£Q{�i°¡:Ìog3Ì°�

n � ��£�Ñ ½ È�gGÇÊ¡UÈÎÉ�ÇAgKÐ'É<i r ¡UÈDÈAg°£8ÈÎ½Í	£�½ Ìsk�¡	½¤¹ÈÊÍ¶§#Ï|iYÉ�ÇÊ¾�g[ÇÊÉ�Ñ�g	Ò�È r g�£�Í:ÇÎÐ�Í�� È r gÆ¤�½ÌDÏiYÇAg�k�¡	£�iH{ ‖rn‖
¡	£�¤vÈ r gK£�Í:ÇÎÐtÍ��¨È r gK½ È�g°Ç@¡^ÈAgG¤¹¡�kek�ÇÎÍ���½Ð�¡UÈÎ½Í	£ ‖un‖

¡	Ç�g k�ÑÍUÈ
Í	£¹Ñ Í w ÏØÑ Í w ÌAi°¡	ÑvgK¡	£�¤vÈ r gjiYÍ:ÇÎ£�g°Ç`k/Í:½ £8È Í��%È r ½Ì §&ÏØÌ r ¡�k<g3¤ i°É�ÇÎ¾1g[½Ì �úÍ:É�£�¤#�ef�g
É�Ì�gG¤ È r g�¡	Ñ w Í	ÇÊ½ È r Ð �úÇÊÍ	Ð x � z À qsr gGÇ�gK¡	Ñ Ñ#ÈÊÇÎ½ ¡U£ w Ñ�gGÌ+¡UÇAg iYÍ	£/ÌD½ ¤ug°ÇAgG¤ q ½ È r �e�ugG¤
��Ç@Ì Èá¾�g°ÇÎÈÎ½�iHg:À1i°Í	ÇÊÇ�g3Ìok�Í	£�¤�½ £ w ÈÎÍ

n = 0
À8¡	£�¤ qsr gGÇ�g.È q Í�Í	È r gGÇî¾1g°ÇÎÈÎ½�iHg3Ì i r ¡	£ w g

½ £�¡UÑÑ1k�Í:ÌÊÌÎ½vt�Ñ�g q ¡�{�Ì°����Í:Ç
nL

È r gîÐ�½ ¤�¤�Ñ�gî¾1g°ÇÎÈÎ½�iHg q ½ È r Ð�½ £�½ Ð�¡UÑ�¡U£ w Ñ�g0½ Ì&È@¡�}�gG£&�
¿�� ��£��6¡U£e}1gYÏ�� ¡UÉ/Ì%ÇÊÉ�Ñ�g.x n Ã z È r g+Ì ÈÊÍ�kek�½£ w ½ £/¤ugH�

n = nHR
½ Ì��úÍ	É�£/¤Æ¡:Ì¨¡6Ñ ÍuiG¡^ÈÎ½Í	£

Í���È r g w ÑÍ�t�¡	Ñ6Ð�½£�½ ÐÆÉ�Ð Í��'È r gh�úÉ�£�iYÈÎ½Í	£ √
γn+1‖rn‖

�2� ÍUÈAg�È r ¡^È¥½£ x n Ã z À�úÍ	Ç¥½ È�g°Ç@¡^ÈÊ½ Í:£�Ð�gYÈ r Í�¤�Ì¹½ £ �úÍ	ÇÊÐ
un = gn(A∗A)A∗f q ½ È r �úÉ�£<i�ÈÎ½Í	£

gn(λ)¡�kek�ÇÎÍ���½Ð�¡UÈÎ½£ w 1/λ
ÀÛÈ r g¶¡U£�¡	Ñ Í w Í:É�Ì�ÇÎÉ�Ñ�g q ¡	Ì k�ÇÊÍ�k�Í:Ì�gG¤#Ò r g°ÇAg�È r g¶ÌDÈÎÍ1kek�½£ w

½ £/¤ugH�¶½ Ì+¡�Ñ ÍuiG¡^ÈÎ½Í	£ Í��¨È r g w ÑÍ�t/¡UÑÛÐ�½ £�½Ð'É�Ð�Í��¨È r g �úÉ�£<i�ÈÎ½Í	£ √

gn+1(0)‖rn‖
�

��£ x n Ã z �úÍ	Ç È r ½ Ì Ì ÈÊÍ�kek�½ £ w ÇÊÉ�Ñ�g[¡	ÑÌÎÍ�g°ÇÊÇÎÍ:Ç g3Ì ÈÊ½ Ð�¡UÈ�gGÌ+¡	Ç�g w ½ ¾1g°£&�
� �+§�g°È[É/Ì i°Í	£�ÌÎ½ ¤ug°Ç[ÇÊÉ�Ñvg3Ì qsr ½�i r Ð�½ £�½Ð�½
<	g�ÌDÍ:Ð�gL�úÉ�£�iYÈÎ½Í	£�¡	Ì[�.¡	£e}�g°ÏØ�.¡UÉ�Ì6ÇÎÉ�Ñvg

¤�ÍQgGÌG����Í	ÇäÈ r g9>2@[��Ë Ð�g°È r Í�¤ q gáÉ�Ì�gG¤�ÇÊÉ�Ñ�gá�.��¡:Ì¨¡	£Æ¡U£/¡UÑÍ w É�g0Í��/ÇÎÉ�Ñ�g �KÒU¡^È
��Ç@Ì È

N q ¡	ÌB�úÍ:É�£�¤ ¡	Ì w ÑÍ�t�¡	Ñ�Ð�½ £�½ Ð�½=<�g°Ç Í��#È r g.�úÉ�£�iYÈÎ½Í	£ √
γn−2 · dDH(n− 3)

m q g¥£�ÍUÈÊ½�i�gG¤;È r ¡^È w Ñ Í1t�¡UÑáÐ�½ £�½Ð�½
<	g°Ç�Í��6È r g �úÉ�£�iYÈÎ½Í	£ √
γn+1 · dDH(n) q ¡	Ì

½ £;Ð�Í8Ì È�iG¡	Ì�gGÌ�ÌÎÐ�¡UÑÑvgGÇ[È r ¡	£
nopt p À¨¡	£�¤�¡ �ÈAg°Ç�È r ¡^È

nRM
q ¡	Ì �úÍ	É�£�¤;¡	Ì[È r g

Ð�½ £�½Ð�½
<	g°Ç Í�� ‖rn‖ Í	£¹½£:ÈAg°ÇÊ¾^¡UÑ
[0, N ]

�
��Í:ÇKÈ r g >2@[��ËpÐ�gYÈ r Í�¤;¡ w Í�Í�¤ i r Í	½�iHg�Í��

n
½ Ì'¡UÑ ÌÎÍ¥È r g w Ñ Í1t�¡UÑ0Ð�½£�½Ð�½
<	g°Ç

nDM
Í��0È r gv¤�½ÌAiYÇAg�k/¡U£�i�{~�úÉ�£�i�ÈÊ½ Í:£ ‖rn‖

�#��£�t�ÍUÈ r Ð�g°È r Í�¤�Ì�>2@[§;ÛÀA>2@[��Ë
Í	£eg�Ð�¡�{¥É�Ìog

nSD
¡	Ì.È r g w Ñ Í1t�¡UÑäÐ�½ £�½Ð�½
<	g°Ç[Í��0È r gL�úÉ�£�iYÈÎ½Í	£ ‖un‖ · ‖rn‖ m ;¡U£�¤���ÇAgH��gGÇ�ÈÎÍ��DÌÎÍ	ÑÉ�ÈÊ½ Í:£ ¡�kek�ÇÊÍ���½Ð�¡^ÈÊ½ Í:£�� ¡U£�¤��Î¤�½ÌAiYÇAg�k/¡U£�i�{�� p � ��£ >2@[��Ë

Ð�gYÈ r Í�¤ q g�É/Ìog3¤�¡UÑ ÌDÍ
nDHNM

¡	ÌvÈ r g w ÑÍ�t�¡	Ñ Ð�½ £�½Ð�½
<	g°Ç¹Í��[È r g7�úÉ�£�iYÈÎ½Í	£
nsdDH (n) q ½ È r s = 0.9 m ½ £	���9�6�;À
���pÇAgH��g°Ç@ÌáÈÎÍ

dDH(n)
À ��ÈÊÍ

n
À�¡U£�¤¹�

ÈÎÍ��DÐ�½ £�½Ð�½
<3¡^ÈÊ½ Í:£�� p ���£¥£8É�Ð�gGÇÎ½�i°¡	ÑTgH�uk<gGÇÎ½Ð�g°£8ÈÊÌ q g�£�ÍUÈÊ½�i�gG¤¶È r ¡UÈ+È r g[Ð�¡ ��½Ð'É�Ð�Ì Í�� ‖un − un−1‖q gGÇ�g�iYÑÍ:Ì�g�ÈÊÍ gGÇÎÇÊÍ	Ç ‖un − u∗‖
���ØÈ�Ð�Í	ÈÎ½¾�¡UÈ�g3¤�É�Ì6ÈÎÍ~i r Í�Í:Ì�g

nSDS
¡:Ì w Ñ Í1t�¡UÑ

Ð�½ £�½Ð�½
<	g°Ç$Í��ÛÌÎÍ	Ð�g �úÉ�£�iYÈÎ½Í	£v¡�kek�ÇÊÍ���½Ð�¡^ÈÊ½ £ w Ð�¡ ��½Ð'É�Ð�Ì Í�� ‖un−un−1‖
� f�g

Ð�½ £�½Ð�½
<	gG¤ È r g �úÉ�£�i�ÈÊ½ Í:£

ψ(n) =

[

n
∑

i=1

‖ui − ui−1‖16ik
/ n

∑

i=1

ik

]1/16

q ½ È r k = 16+16(k1+1)(nmax−i)k1/nk1
max

�^�>g°ÇAg
nmax

½Ì Ð�¡���½Ð'É�Ðp£8É�Ð�tcg°Ç
Í��ä½ ÈAg°Ç@¡^ÈÎ½Í	£/Ì�1�úÍ	Ç

k1
q g�ÈÎÍ�Í�}

4
½£ >2@[§;�Ð�gYÈ r Í�¤ ¡	£�¤

3
½ £?>2@[��Ë Ð�gYÈ r Í�¤&�



��� ©���������º^¯�«
	�������+º����
§%¡	Ç w g�gH�uk�Í	£egG£8ÈÊÌ

16
½ £
ψ(n)

gGÐ�k r ¡	ÌÎ½=<�g¹Ð�¡���½ ÐÆÉ�Ð�ÌÆÍ�� ‖ui − ui−1‖
�$Å r g�úÉ�£�iYÈÎ½Í	£

ψ(n)16
½ Ì q gG½ w r È�gG¤s¡�¾�gGÇÊ¡ w gvÍ�� ‖ui − ui−1‖16 À

i = 1
À
2

Àá�G�°�GÀ
n

À
qsr g°ÇAg+È r g+È�gGÇÎÐ�Ì q ½ È r i i°Ñ Í8Ìog+ÈÊÍ

n r ¡�¾�g+Ñ ¡UÇ w gGÇ q gG½ w r ÈÊÌG��� Í	È�g+È r ¡^ÈI�úÉ�£�i�ÈÊ½ Í:£�Ì
√
γn+1 dDH (n)

¡U£�¤
ψ(n)

k�Ç�g3¤�½�iYÈ q g°ÑÑ0£�Í	È'Í	£�Ñ�{�ÑÍui°¡UÈÎ½Í	£;Í��
nopt

t�É�È�¡UÑ ÌDÍ
È r g3tcg r ¡�¾8½Í	É�ÇáÍ�� ‖un − u∗‖

�úÍ:Ç.¡UÑÑ
n

�
Ã�� D gGÌÎ½¤ug3Ì�Í���Ð�½£�½Ð�½
<3¡^ÈÎ½Í	£ Í��KÌÎÍ	Ð�g��úÉ�£�i�ÈÊ½ Í:£ Í:£eg¥Ð�¡�{;É�Ìog¥È r g¥Í�t�Ì�g°ÇÊ¾^¡^ÈÊ½ Í:£

È r ¡UÈ¶ÌogG¾�gGÇÊ¡	ÑîÐ�Í	£�ÍUÈÎÍ:£eg �úÉ�£�i�ÈÊ½ Í:£�Ì�¡^ÈÎÈÊ¡	½ £ iHgGÇDÈ@¡U½£sÑ�g°¾1g°Ñ m �ok�Ñ ¡^È�g3¡UÉ�� p ¡UÇÊÍ	É�£/¤
nopt

¡U£�¤ ¡��È�gGÇ�È r ¡^ÈÆ¤�Í £�ÍUÈ�i r ¡U£ w g�Ð'É�i r ��f�g�i r Í�Í:Ì�g
nDHP

À
nSHP

À ¡U£�¤
nDDHP

¡	ÌáÈ r g ��ÇÊÌDÈ
n

Àu�úÍ	Ç qsr ½�i r È r g �úÉ�£�i�ÈÊ½ Í:£�Ì

dDH(n) =
[

n
∑

i=0

‖ri‖−2
]

−1/2
,

[

n
∑

i=0

‖ui‖−2
]

−1/2
,

[

n−1
∑

i=0

‖ri+1−ri‖−2
]

−1/2
,

Ç�g3Ìokcg	iYÈÎ½¾�gGÑv{:ÀÛ¤eg	iYÇAgG¡:Ìog3¤¥½ £n£eg��8È n Â Ì ÈAg�k�Ì[£�Í¶Ð�Í	ÇAg'È r ¡U£
C

ÈÊ½ Ð�gGÌG�Tfhg�É�Ì�gG¤
�úÍ	Ç È r gGÌ�g �úÉ�£�iYÈÎ½Í	£�Ì

C
¾^¡UÑÉegGÌ

1.5
À
1.3

À�¡U£�¤
2

À�ÇAgGÌ�k<g�i�ÈÊ½ ¾1g°Ñ�{	�

�`X � a�� (�]<dob & ����� 13(�]�d��+(�Z [�8
fhg¥ÌDÍ:Ñ ¾1gG¤ n ¿¹È�g3Ì È�k�ÇÊÍ�t�Ñ�g°Ð�ÌGÀ n Â�Í�� qsr ½�i r q g°ÇAg��úÇÊÍ	Ð x n Á z ¡U£�¤;È r g¹ÍUÈ r g°Ç'È q Í
q gGÇ�gKÌÎÑ ½ w r È+Ð�Í�¤�½$�<iG¡^ÈÊ½ Í:£�Ì Í��¨È r g3Ìog:�

��Í	Ç È r g�ÌÎÉekek�Í:ÌÊ¡�t�Ñ�g[£�Í	½ ÌogKÑ�g°¾1g°ÑÛÈ r g�¾^¡UÑÉegGÌ
δ = 10−i q ½ È r i = 1

À#�G�°�°À
6 q g°ÇAg

ÈÊ¡�}1g°£�¡U£�¤n½£�ÌDÈ�gG¡:¤�Í��îÈ r g,gH��¡1i�È�¤�¡^È@¡
f∗

Ç@¡U£�¤�Í:Ð�Ñv{7kcg°ÇÎÈÎÉ�Ç�tcgG¤�¤�¡UÈÊ¡ q gGÇ�g�É�Ì�gG¤
q ½ È r ¡1i�ÈÊÉ�¡UÑ#£�Í:½Ì�g[ÑvgG¾�gGÑ ‖f − f∗‖ = dδ qsr gGÇ�g�È r gK¾^¡UÑÉegGÌ Í��

d q g°ÇAg
1

¡	£�¤
100

�
Å r g3k�ÇÊÍ�t�Ñ�g°Ð�Ì q g°ÇAgK¤�½ÌAiYÇAgYÈÊ½
<	gG¤@tQ{¶È r g�i°Í	ÑÑ Íui°¡UÈÎ½Í	£¹Ð�gYÈ r Í�¤ q ½ È r ¿:Á � k�½�g	i�gYÏ

q ½Ì�gLi°Í	£�ÌDÈÊ¡	£:È.t�¡	ÌÎ½Ì5�úÉ�£�iYÈÎ½Í	£�Ì6Í	£�¡vÉ�£�½v�úÍ	ÇÊÐ�Ð�g3Ì r ¡	£�¤�ÌÎÍ	Ñ¾�g3¤~t"{ È r g'Ð�gYÈ r Í�¤�Ì
>2@[§A;¥¡U£/¤ >2@[��Ë n � ÈÊ½ Ð�gGÌG����£�£�É�Ð�gGÇÎ½�i°¡	Ñ�gH�ukcg°ÇÊ½ Ð�g°£8È@Ì q gj�úÍ	É�£�¤¹È r g�Í1k�ÈÎ½Ð�¡UÑ
Ì ÈÊÍ�kek�½£ w ½£�¤ug��

nopt
¡:Ì$¡U£�½£�¤ug��

n qsr ½�i r Ð�½ £�½Ð�½
<	gGÌ$È r g5gGÇÎÇÊÍ	Ç ‖un−u∗‖
Í:£ÆÈ r g

½ £8È�gGÇÎ¾^¡	Ñ
[1, nmax]

�ef�gKÉ�Ìog3¤
nmax = 200

�
��£ Åä¡�t�Ñvg3Ì n ¡U£�¤ ¿ q g w ½ ¾1g@�úÍ	Ç�È r g�Ð�gYÈ r Í�¤ >2@[§; ÇÊÍ�ÍUÈÎÏ´Ð�gG¡	£�Ï�Ì�l8É�¡	Ç�g3Ì'Í��

ÇÊ¡UÈÎ½Í:Ì ‖un − u∗‖/‖unopt
− u∗‖

Í^¾�gGÇ ¡	Ñ Ñ n � ÇÊÉ�£�Ì+¡	£�¤¶Í^¾1g°Ç ¡UÑÑ
δ

¾^¡UÑÉegGÌGÀ"�úÍ	Ç5iG¡	Ì�gGÌ
d = 1

¡U£�¤
d = 100

ÀÛÇ�g3Ìokcg	iYÈÎ½¾�g°Ñ�{	À qsr gGÇ�gÆÈ r g�ÌDÈÎÍ1kek�½£ w ½ £�¤egH�
n q ¡:Ì.i r Í8ÌogG£�tQ{

È r g�ÇÊÉ�Ñ�g w ½¾�g°£n½£ È r g���Ç@Ì È�ÇÊÍ q �#��£;Å¨¡�t�Ñ�gGÌ � ¡U£�¤nÃ/À iYÍ:ÇÎÇAgGÌ�k/Í:£�¤�½£ w ÇAgGÌÎÉ�Ñ ÈÊÌ�¡	Ç�g
w ½¾�g°£7�úÍ	Ç�È r g >2@[��Ë�Ð�gYÈ r Í�¤#�&Å¨¡�t�Ñ�gGÌ[¿¶¡	£�¤�Ã¥¤�Í¹£�ÍUÈjiYÍ:£8ÈÊ¡U½£�ÇAgGÌÎÉ�Ñ ÈÊÌ.�úÍ	Ç

nD
À

nDH
À8¡U£�¤

nME
À8ÌD½£�i�g+È r g3Ìog.ÇÎÉ�Ñ�gGÌ0¤�Í�£�Í	ÈîÌDÉ�½ ÈI�úÍ:Ç
È r g>i°¡:Ìog+Í��Û½£eg���¡1i�È0£�Í	½ Ìog+Ñ�g°¾1g°Ñ

m È r g�{ ¤�½¤¹£�Í	È.Ì ÈÊÍ�k q ½ È r ½ £�¿	Â	ÂÆ½ ÈAg°Ç@¡^ÈÎ½Í	£/Ì p ���£ iG¡	Ì�g�Í��sgH��¡1i�ÈÎÑ�{ w ½ ¾1g°£n£�Í	½ Ì�g�ÑvgG¾�g°Ñ m d = 1 p ½£;Ð�gYÈ r Í�¤ >2@[§;�¡UÑÑ$Ã�ÇÊÉ�Ñvg3Ì
È r ¡UÈÆÉ�Ì�g¶È r g¶£�Í	½ Ìog ÑvgG¾�g°Ñ r Í	Ñ ¤ ��Ç@ÌDÈÆÃ�k�Ñ¡1iHgGÌG�ä��£ iYÍ:£:ÈÊÇÊ¡:Ì È'ÈÎÍ�È r ½ ÌÆÌÎ½ ÈÊÉ�¡^ÈÊ½ Í:£&Àä½ £
Ð�g°È r Í�¤?>2@[��Ë t�ÍUÈ r ÇÊÉ�Ñ�gGÌ ��Ë ¡U£�¤ ����È r ¡UÈ+É�Ìog[£�Í:½Ì�g[ÑvgG¾�gGÑ q gGÇ�g[ÌDÉ�Ç�k�ÇÊ½ ÌD½£ w Ñ�{
Í	É�ÈAk<gGÇo�úÍ:ÇÎÐ�gG¤ tQ{ ¿ÆÇÎÉ�Ñvg3Ì £�ÍUÈ É�ÌÎ½£ w £�Í	½ Ìog[Ñ�g°¾1g°Ñ´�

�s�È�gGÇ ÌDÉ�Ð�Ð�¡	ÇÎ½=<°½£ w È r g3iG¡	Ì�gGÌ
d = 1

¡	£�¤
d = 100

À8È r g3tcgGÌDÈ+È r ÇAg�g[ÇÊÉ�Ñ�gGÌ q g°ÇAg
�KÀ3�6� ¡U£/¤�; �B;3�úÍ	Ç >2@[§A;[Ð�gYÈ r Í�¤#À�¡U£�¤ ��� ¦ À^� �t¡	£�¤ ��� �úÍ	Ç >2@[��Ë�Ð�gYÈ r Í�¤#�
Å r gvÇÊÉ�Ñvg3ÌK� � ¡U£/¤ �6� ¤�½
:Tg°Ç�Í:£�Ñv{ ½ £;½£8È�gGÇÎ¾^¡UÑI�úÍ	Ç�Ð�½£�½ Ð�½=<G¡UÈÎ½Í	£;Í�� ‖rn‖ Ò#È r g
½ £8È�gGÇÎ¾^¡	ÑÌá¡UÇAg

[0, N ]
¡U£/¤

[0,∞)
À8Ç�g3Ìokcg	iYÈÎ½¾�gGÑv{:�8Åä¡�t�Ñ�gGÌ � ¡	£�¤�Ã�Ì r Í q È r ¡^È ½£¶Ð�Í:ÌDÈ

i°¡	Ì�gGÌáÈ r g�ÇAgGÌÎÉ�Ñ ÈÊÌ`�úÍ:Ç+È r g3ÌogKÇÊÉ�Ñ�gGÌ5i°Í	½£�iY½ ¤ug3t�É�È6¡	¤�¤�½ ÈÊ½ Í:£�¡UÑ q Í	ÇA}¶¤�Í:£egK½£�� � �úÍ	Ç
��£�¤�½£ w N ½Ì�� É/Ì ÈÊ½$��g3¤¹½ £�ÌÎÍ	Ð�g k�ÇÎÍ1t�Ñ�g°Ð�Ì°�
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d = 1
_ \ c^c ] X + L QGN X !� & Q \ L ! c - L \�\ c \0\ QY] O c !�8

� \ c�2 d L + � � � E ��� S��+S D E S�D � S�� C
2 Q3Q \ ] B 8 I B B 8 E3E B 8 EGE B 8 `3`yB 8 E I I 8 `^E B 8 bGa B 8 `3F B 8 V3W2 Q3Q \ ] I B 8 I V B 8 E3E B 8 EGE B 8 `�W�B 8 AGa I 8 b°`�B 8 A3W B 8 `G` I L@`
# L \ O0/ I B 8 F�E B 8 B�A V 8 E°V B 8 W�E B 8 b°F�B 8 EUB�B 8 V3V B 8 b°A W°L�V
- cH9 % c^c # B 8 EGF I 8 A	B V 8 FGF V 8 I B a 8 FGa A 8 a�E I E 8 V�E;A�E 8 F3V B�W 8 FGF
% \ QH/UO ]*) B 8 `�A I 8 EGV B 8 WGa I 8 `�a�B 8 a3E V 8 I b BÊ` 8 W�E BYb 8 bGalE 8 b3b
M L Q°] B 8 B I B 8 V3A B 8 B@V B 8 I E B 8 VGa I 8 F3A B�b 8 BYb�V 8 V3E I 8 A�E
M L Q°] I B 8 BYb I 8 F I B 8 I E b 8 A3F�B 8 `3A I 8 E3E I b 8 W3a I a 8 EGV BÊL�V
O)d Q Z d Q°H L B 8 F�E B 8 B�a B 8 B@V B 8 B�a�B 8 B I B 8 I W}B 8 V�E B 8 FGV B 8 FG`
Z M8O)d)d O Z ! B 8 B�a B 8 W�b B 8 EGb B 8 `�A�B 8 A3E V 8 W I E 8 A3V�V3F 8 A3W5W 8 F	B
!�M8Q;4 B 8 `:B I 8 A3V I 8 `�E I 8 bUB I 8 F°` I 8 a3W�V 8 I E B 8 EGb B 8 A3W
! Z O P L ! B 8 F3F B 8 F	B B 8 FUB B 8 F I B 8 FUB B 8 F	B�B 8 B3B B 8 FGF B 8 F	B
4$O)N"% B 8 F�E B 8 B�V B 8 I F B 8 I E B 8 `3F�B 8 `�a}B 8 B�F B 8 BGB BÊL�A
Q;/ L \ Q�% L B 8 I3I B 8 EGa B 8 a3b I 8 F�E I 8 FGa I 8 A3W�a 8 b3b B I 8 a3WrW°L@`

������� K���	�
 �`C�S�_
d = 100

_ \ c^c ] X + L Q°N X !� & Q \ L ! c - L \�\ c \0\ Q°] O c !�8
� \ c	2 d L + E D E S�� S S�D � S�� ��� C
2 Q3Q \ ] B 8 A	B I 8 EY` B 8 aUB B 8 b°` B 8 A I I L I a°LYb2 Q3Q \ ] I B 8 A3a I 8 E^B B 8 EGE B 8 A3A B 8 bGA�W3W 8 B�a�BÊL�A
# L \ O0/ I B 8 I A}B 8 A°` A 8 FGa E 8 a3F E 8 a3F VGL@` bYLYb
- c;9 % c^c # V 8 I3I B�F 8 bGW�a 8 ` IlI E 8 I b B@V 8 V�b `3L I V°LYb
% \ Q;/UO)]V) B 8 A3V�V 8 b°V B 8 E°V ` 8 BYb B�b 8 `�F;`�a 8 ` I E 8 I V
M L QY] B 8 BYE B 8 W3E B 8 B@W b 8 `�F V 8 `�F E°L I `GL�V
M L QY] I B 8 I V I 8 AUB I V 8 aGa5W 8 `3`�B@F 8 EGA WGL�V�a°L@`
O d Q Z d QGH L B 8 `�A}B 8 E°V B 8 B@F B 8 B�A B 8 I A I L I B 8 B�W
Z M8O)d)d)O Z ! B 8 A�b�` 8 I ` B 8 VGW V 8 E I VGF 8 AG` VGL I a 8 a3F
!�M�Q�4 B 8 V3V I 8 `3V B 8 EGE B 8 V�b B 8 `�a b 8 a I B 8 B�A
! Z O)P L ! B 8 F	B�B 8 FGV B 8 F I B 8 B�F B 8 F	B B 8 FUB5B 8 F	B
4$O N1% B 8 B3B�B 8 VGA I 8 I F I 8 I a I 8 I a I L@` BÊL�a
QH/ L \ Q	% LrB 8 bGV�V 8 F3b ` 8 VGA b 8 b3E E 8 b3b b°L�V BÊLYE

��Í	Ç
d = 1

È r g+ÇÊÉ�Ñ�g+� w ¡�¾�gîÈ r g ÌDÈÎÍ1kek�½£ w ½ £/¤ugH�
nR

£eg3¡UÇ È r gsg°£�¤�Í���È r g Ìog3¡UÇ�i r
½ £8È�gGÇÎ¾^¡	Ñ

[1, N ]
À"�úÍ:Ç

d = 100
È r g�½£�¤ug��

nR
Ñ ½�gGÌ ¡UÈáÈ r g t<g w ½£�£�½£ w Í��&È r ½Ì ½£8È�gGÇÎ¾^¡UÑ´�

Å r gá¡	½ Ð�Í���È r g £�É�Ð�g°ÇÊ½�iG¡UÑQgH�ukcg°ÇÊ½ Ð�g°£8È@Ì q ¡	Ì�i°Í	Ð�k�¡UÇÊ½ ÌDÍ:£�Í���k/¡UÇ@¡UÐ�gYÈAg°ÇBi r Í	½�iHg
ÇÎÉ�Ñ�gGÌGÀ	£�ÍUÈ0Ð�gYÈ r Í�¤�Ì\t�É�ÈáÌÎÍ	Ð�g ÇAg°Ð�¡	Ç�}�Ì$¡�t/Í:É�È$È r g.ÇAg°Ñ ¡^ÈÎ½Í	£/Ì r ½�k�Í���gGÇÎÇÊÍ	Ç@Ì ½ £vÈ r g3Ìog
Ð�g°È r Í�¤�Ì>i°¡U£@tcgKÐ�¡:¤ug	Ò

• Å r g�tcgGÌDÈ�g°ÇÊÇÎÍ:Ç�Ç@¡^ÈÎ½Í:Ì�½ £ Åä¡�t�Ñ�gGÌ � À¨Ã�¡UÇAg¶ÌDÐ�¡	Ñ Ñ�g°ÇKÈ r ¡U£;½£ Åä¡�t�Ñ�gGÌ n Àä¿yt�É�È
È'{"k�½�iG¡UÑÑv{ g°ÇÊÇÊÍ	Ç��úÍ	Ç

nopt
½ Ì¨½£'Ð�g°È r Í�¤ >2@[§A;ÆÌDÐ�¡UÑÑ�g°Ç¨È r ¡	£'½£ÆÐ�gYÈ r Í�¤ >2@[��Ë �

Å r g
ÇÊ¡UÈÎ½Í:ÌÛÍ��"gGÇÎÇÊÍ	Ç@Ì<�úÍ	Ç>2@[��Ë�¡	£�¤ >2@[§A;6Ð�gYÈ r Í�¤�Ì q g°ÇAg ½ £K½£8È�gGÇÎ¾^¡UÑ
[0.95, 5]

À
¡�¾�g°Ç@¡ w gGÌ0Í��%È r gGÌ�gKÇ@¡^ÈÎ½Í:ÌáÍ^¾1g°ÇáÈ�g3Ì È5k�ÇÊÍ�t�ÑvgGÐ�Ì q g°ÇAg�½ £¥½£:ÈAg°ÇÊ¾^¡UÑ

[1.5, 2]
�
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d = 1
_ \ c^c ] X + L QGN X !� & Q \ L ! c - L \�\ c \$\ QY] O c !�8

� \ c�2 d L + E � �`D � �`D � � �`DáT�� � � S � S D E � �`D � C
2 Q3Q \ ] B 8 F3F�B 8 F3F�B 8 F3E B 8 F3F B 8 F3E B 8 F3F�B 8 A3a�B 8 a°` I A 8 F�b B 8 F3F2 Q3Q \ ] I B 8 F3F�B 8 F3F�B 8 F3E B 8 F3F B 8 FGA B 8 F3F�B 8 A3W�B 8 a°` V 8 F3W B 8 F3F
# L \ O0/ I B 8 F	B�B 8 F3V�B 8 F3b B 8 F�E B 8 WUB ` 8 A�E B 8 I B B 8 VGA B 8 I F W°L�V
- c;9 % c^c # B 8 F3F�B 8 F3F�B 8 BÊ`�B 8 F3W B 8 FGF B 8 F3F ` 8 A3a ` 8 E°a b°W 8 VG` B 8 BYE
% \ Q;/	O ]V) B 8 F3V�B 8 F I B 8 B@F B 8 BYE B 8 I W B 8 F3V�B 8 BYE B 8 V I V 8 B@` B 8 V IM L Q°] B 8 FG`5B 8 I W�B 8 B@V B 8 B@` B 8 FGW B 8 FG`yB 8 V3A�B 8 `G` I 8 I A B 8 B�V
M L Q°] I B 8 F3V�B 8 F3F�B 8 B@V B 8 I ` I 8 VUB B 8 F3V�B 8 I3I B 8 VGF B 8 V�b B 8 b3E
O)d Q Z d QGH L B 8 F	B�B 8 F I B 8 F°`�B 8 F3V B 8 FGV B 8 F	B B 8 F3W�B 8 B I B 8 B I B 8 F I
Z M8O)d)d)O Z ! B 8 B@`5B 8 B3B�B 8 BÊ`�B 8 B�A B 8 B�E B 8 B@`yB 8 I V�B 8 `�b V 8 W3F V 8 V3V
!�M8Q�4 B 8 F3V�B 8 F	B�B 8 B@F B 8 FG` B 8 FUB B 8 F3V�B 8 BYE B 8 V I I 8 W	B B 8 F	B
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