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�?y � Ò Î y{z � Î ½	| À y ¾ ÆÀHÁ]��À3Á z ¾ Æ ð Æ��ñ ½| À�À�}�À z ½ Á y�~ Î y ��ñ Ò ¾ �	��ñ	ÀìÆ � ½ À ¾ � z ½ Æ y ��Á�Æ ��À Î �:Á ½ Æ zÐ � ½ À ¾ Æ§� Î Á | ���	À ð À[ÀH�b��� y*� � ~ y ¾ � Î y ��ñ ½ Æ Ð À	É z�~æ�L�;� É$È�É$ó*�+�	��� ½	| À ¾ À ~ À ¾ À[� z ÀHÁz Æ ½ ÀH� ½	| À ¾ À[Æ� ���?y*� À��:À ¾ É�� Å ¾ Æ ��ñ ½	| À Î �:Á ½ ~ À � Ñ:ÀH� ¾ ÁHÉf��À ¾ Æ§��Ñ���� Ð Æ z Ð y ��À Î Î Æ ��ñ | �	Áð À z)y Ð À ½ y ��Æ z � Î �	Á+��� y � Ò Î y{z � Îr½| À y ¾ Ñ Æ��Æ � ½ ÀHñ ¾ � Î ~ y ¾¢Ð�½	| � ½ ��� y Æ§��ÁÞ�U��ÑèÁ��� ½ Æ§� Î
��ÆH}rÀ ¾ À[� ½ Æ� ½ Æ y �&É z�~æ�]� Â	Â�� ~ y ¾ �L� ¾ Á ½ � ½M½ À Ð � ½ �:Á � À ÎÎ �	Á|À � ñ �f� Ç�É���É8Â�Ë�É8ÂHÇ�É�Â���É8Â � É8ÂHÈ�� �� ����ÆÀ ��y7~ ½	| À ��À ¾ Æ���� ½ Æ��	À Ò�~ ¾ À[À6Æ � ½ ÀHñ ¾ � Î ~ y ¾¢Ð Å Î � ½ Æ y �&É ½| À��/À ¾ Æ§��Ñ���� Ð Æ z ���w� ¾ y � z |
ÁMÀHÀ Ð Á ½ y ð À�� Å Æ ½ À�� ¾ y Ð ÆÁ�Æ ��ñ ~ y ¾J½	| Àè��À3Á z ¾ Æ�� ½ Æ y � y7~�~ ¾ � z ½ Å ¾ À	É%Æ ����� ¾M½ Æ z[Å Î � ¾ y7~
z ¾ � z �N� ¾ y ���Uñ8� ½ Æ y ��Æ� | y Ð y ñ	ÀH��À y:Å Á �U�/� z)y Ð � Î À)� Ð � ½ À ¾ Æ� Î ÁHÉ|�	��� y ½	| À ¾ � ¾ y ð Ò
Î À Ð Á0Æ � � | Æ z | ��Æ§Á z)y � ½ Æ � Å Æ ½ ÆÀHÁ0À Ð À ¾ ñ	À�Á Å5z | �	ÁQ� | �	Á�À ½¢¾ �	��Á ~ y ¾�Ð � ½ Æ y ��Á � | À ¾ À ½	| À
��ÆÁ� Î � z À Ð À[� ½ ñ ¾ �	��ÆÀ[� ½'ð À z�y Ð ÀHÁ���Æ§Á z�y � ½ Æ� Åwy	Å Á ���wy ¾ � ��ÆÁ zCÅ Á�Á�Æ y � y�~ � y � Ò Î y]z � Î
½| À y ¾ Æ À3Á'Æ� Á y Î Æ� Ð À z | �U��Æ z Á'�U�/� ½| À[Æ ¾ �7�w� Î Æ z � ½ Æ y � ½ y � ¾ y ð�Î À Ð Á y7~ ��� Ð �	ñ	Æ��ñ�É
ÁMÀHÀ�� Î Á y�� Â�� � � ½| À ¾Þ¾ À z À[� ½ �my ¾ ��Á y ��� y � Ò Î y]z � Î/½| À y ¾ Æ À3ÁÞ�U��� ½| ÀHÆ ¾ �7�w� Î Æ z � ½ Æ y �èÆ �
À Î �	Á ½ Æ z Æ ½ Ñè�U��� ~ ¾ � z ½ Å ¾ À Ð À z | �U��Æ z Á z �U� ð À ~ y:Å ��� À � ñ � Æ� � Ë�É�Ã�Éw��� �� | À ñ y �:À ¾ ��Æ��ñ�À�� Å � ½ Æ y ��Æ� ½| ÀV�/À ¾ Æ§��Ñ���� Ð Æ z ½	| À y ¾ Ñ Æ§Á ½	| ÀìÁ�À z�y ��� Ò�y ¾ ��À ¾ Æ �½ Æ Ð À��/� ¾�½ Æ§� Î Æ� ½ À[ñ ¾ y	Ò ��Æc}rÀ ¾ À[� ½ Æ§� Î À�� Å � ½ Æ y ��� � �x�6�m�
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ρ(x)∂2
t u(x, t) =

∫

V

f el(x, x̂, u(x, t), u(x̂, t), t) dx̂ + b(x, t) , �æÂ � Â �

Æ ���%�Uñ ¾ �	��ñ	Æ§�U� z�y]y ¾ ��Æ �/� ½ À3Á x ∈ V y �Í� ½ Æ Ð À�Æ � ½ À ¾ ��� Î
(0, T ) É � | À ¾ À ρ ��À[� y ½ ÀHÁ ½| ÀÐ �:Á�Á]��ÀH��Á�Æ ½ Ñ:É u

½	| À���Æ§Á�� Î � z À Ð À[� ½ ��À Î � y�~ ½| À�À Î �:Á ½ Æ z ð y ��Ñ ½| � ½ y]z�zCÅ ��Æ À3Á ½	| À
� y Î Å Ð À V É f el

½| À=���	Æ ¾ � Æ§ÁMÀ ~ y ¾ z À ~¹Å � z ½ Æ y � ½| � ½ ��À3Á z ¾ Æ ð À3Á ½| À�Æ� ½ À ¾ ��� Î ~ y ¾ z À3Á[É
�U��� ½| ÀÞÆ� | y Ð y ñ	ÀH��À[Æ ½ Ñ b

z)y Î Î À z ½ Á � ÎÎ À)� ½ À ¾ ��� Î ~ y ¾ z À3Á��/À ¾ Å ��Æ ½ � y Î Å Ð À �`� � Å � ½ Æ y �
�æÂ � Â � Æ§ÁÞÁ Å �5� Î À Ð À[� ½ À3� ð Ñ�Æ��Æ ½ Æ§� Î �`� Î Å ÀHÁ ~ y ¾

u(·, 0) �	��� ∂tu(·, 0)
��� ����ÆÀ � y7~ ½	| Àð � Î �U� z À y�~ ½| À �	��ñ Å Î � ¾JÐ y Ð ÀH� ½ Å Ð y�~ ½| À Ð �	Á¢Á Ò�~ ¾ À[À ð y ��� ð À ½ � À[À[� x �U��� x̂ É½| ÀL���	Æ ¾ � Æ§ÁMÀ ~ y ¾ z À ~¹Å � z ½ Æ y � f el

ÆÁ
� Î � ��Ñ�Á©Æ � ½| À.��Æ ¾ À z ½ Æ y � y�~ ½| ÀL�	À z ½ y ¾ � y Æ � ½ Æ��ñ~ ¾ y Ðt½| À z[Å ¾¢¾ ÀH� ½ � y Á�Æ ½ Æ y � x + u(x, t)
½ y ½| À ¾ À ~ À ¾ ÀH� z À9� y Á�Æ ½ Æ y � x̂ + u(x̂, t)

�
�&À ½ Å ÁJÁ Å �w� y Á�À ½| � ½]½| À Á�Ñ�Á ½ À Ð Æ§ÁJÆ �]�`� ¾ Æ§�U� ½ �	ñ:�UÆ��Á ½ � ¾ Æ ñ:Æ� ð y ��Ñ Ð y ½ Æ y �

�U��� ½| ÀJÆ� ½ À ¾ ��� Î ~ y ¾ z À3Á+� ¾ À6Æ����À��/ÀH����À[� ½ y7~ ½ Æ Ð À Á Å5z | ½| � ½

f el(x, x̂, u, û, t) = f(x, x̂, û − u) = −f(x̂, x, u − û).

��~ ½| À Ð � ½ À ¾ Æ§� Î Æ§Á Ð Æ z ¾ y À Î �:Á ½ Æ z ½| ÀH� ½| À ¾ À$À���ÆÁ ½ Á|�L���UÆ ¾ � ÆÁ�Ài� y ½ ÀH� ½ Æ� Î
w Á Å5z |�½| � ½

f(x, x̂, η) = ∇η w(x, x̂, η)
�#� � Å � ½ Æ y �B�æÂ � Â � ½	| À[� ~ y ÎÎ y*� Á ~ ¾ y Ð�½| À �`� ¾ Æ� ½ Æ y ��� Î

� ¾ y ð�Î À Ð Ó �����

u = arg min J(u), J(u) :=

∫ T

0

∫

V

l(x, u(x, t), t) dxdt , �æÂ � Ë �

� | À ¾ À l = ekin − eel − eext
Æ§Á ½| À��%�	ñ ¾ �U��ñ:Æ�	� ��À[�/ÁMÆ ½ Ñ �U��� Æ� z)y ¾ � y ¾ � ½ ÀHÁ ½	| À

�8Æ��À ½ Æ z �U����À Î �	Á ½ Æ z À[��À ¾ ñ:Ñè��À[�/ÁMÆ ½ ÆÀHÁ Ó

ekin =
1

2
ρ(x) |∂tu(x, t)|2, eel =

1

2

∫

V

w(x, x̂, u(x̂, t) − u(x, t)) dx̂,

�U��� ½| À ��À[��Á�Æ ½ Ñ eext = −b(x, t) · u(x, t) � Å À ½ y ½	| ÀJÀ)� ½ À ¾ ��� Î ~ y ¾ z À]��À[��Á�Æ ½ Ñ b
�

� y ¾ À�� ¾ À z Æ§Á�À Î Ñ	É/��Á y Î Å ½ Æ y � ½ y �æÂ � Â � � Î Á y=~¹Å Î � ÎÎ Á ½	| À'��À z À3Á�Á¢� ¾ Ñ z�y ����Æ ½ Æ y � ~ y ¾
ð ÀHÆ ��ñ ��Á y Î Å ½ Æ y � ½ y ½	| À��`� ¾ Æ§� ½ Æ y �/� Î � ¾ y ð�Î À Ð �MÂ � Ë � É|�U�/� ��Á Å��.z ÆÀ[� ½�Î Ñ ¾ ÀHñ Å Î � ¾
Á y Î Å ½ Æ y � y�~ ½	| À���À z ÀHÁ¢Á�� ¾ Ñ z)y ����Æ ½ Æ y � Æ§ÁÞ� Î Á y �ìÁ y Î Å ½ Æ y � ½ y �æÂ � Â ����� ½ z �U� ð À�Á | y*� �
½| � ½$½| À�Ï
	 ½ À3� Å ����À ¾ Æ���� ½ Æ��	À d

dθ
J(u+θv)|θ=0

�`�U��Æ§Á | ÀHÁHÉ � | Æ z | ÆÁ ½| À6��À z ÀHÁ¢Á�� ¾ Ñ
z)y �/��Æ ½ Æ y � ~ y ¾ � Ð Æ ��Æ Ð Å Ð É�Æ ~�~ y ¾ � Î Î

v Æ ���	� �7�w� ¾ y � ¾ Æ� ½ À ~¹Å � z ½ Æ y ��Á��/� z À
∫ T

0

∫

V

ρ(x)∂tu(x, t) · ∂tv(x, t) dxdt =
1

2

∫ T

0

∫

V

∫

V

f (x, x̂, u(x̂, t) − u(x, t))·

· (v(x̂, t) − v(x, t)) dx̂dxdt −
∫ T

0

∫

V

b(x, t) · v(x, t) dxdt . �æÂ � Ç �

� | ÆÁ ÆÁ ½| À�Á��� z À Ò ½ Æ Ð À � À3��� ~ y ¾�Ð Å Î � ½ Æ y � y�~ �MÂ � Â ���m�wy ¾ ½| À�Á�À z�y ��� Ï
	 ½ ÀH� Å �
��À ¾ Æc�`� ½ Æ��	À y�~

J � ½
u É � Àd���/�

∫ T

0

∫

V

ρ(x)∂tw(x, t) · ∂tv(x, t) dxdt − 1

2

∫ T

0

∫

V

∫

V

(w(x̂, t) − w(x, t)) ·

·∇η f (x, x̂, u(x̂, t) − u(x, t)) · (v(x̂, t) − v(x, t)) dx̂dxdt .
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� | ÆÁ.Á | y*� Á ½	| � ½+½	| À ~¹Å � z ½ Æ y ��� Î

J Æ§Á�Á ½¢¾ Æ z ½¢Î Ñ z)y �]�:À)� Æ ~�~ y ¾ � ÎÎ
x, x̂ �	��� η 6= 0

η · ∇η f(x, x̂, η) · η = η · ∇2
η

w(x, x̂, η) · η > 0

| y Î ��Á ½�¾ Å À:É � | Æ z | À � ñ �
	æÅ Á ½ ÆH�/ÀHÁ�� Î Á y ½| À Î Æ ��ÀH� ¾ �	��Á¢� ½��

f(x, x̂, η) = f0(x, x̂) + C(x, x̂) · η �æÂ � � �
� Æ ½	| �9� y Á�Æ ½ Æ��	À+��À)�/��Æ ½ À.Á ½ Æc}���À3Á�Á ½ À[�/Á y ¾

C = C(x, x̂) �	��� f0
��À[� y ½ Æ��ñ ~ y ¾ z À3Á©Æ �½| À ¾ À ~ À ¾ ÀH� z À z�y �{��ñ Å ¾ � ½ Æ y � � � ¾ À3Á ½¢¾ À3Á�Á�ÀH� z)y �{��ñ Å ¾ � ½ Æ y � � ½| � ½ � Æ Î Î0ð Àè�:Á�Á Å Ð ÀH�½ y ð À � À ¾ y Æ� � | � ½ ~ y Î Î y*� Á �0�5y ¾ � Á ½ ÆH}r��ÀHÁ¢Á ½ ÀH��Á y ¾

C
½| � ½ Æ§Á��	Á¢Á Å Ð ÀH� ½ y ð À

ÁMÑ Ð�Ð À ½�¾ Æ z[� Æ ½| ¾ ÀHÁ�/À z ½+½ y Æ ½ Á.� ¾ ñ Å Ð À[� ½ Á��	����Æ ½ Á ½ ÀH��Á y ¾ Á ½¢¾ Å�z ½ Å ¾ À:É

C(x̂, x) = C(x, x̂) , C(x, x̂)T = C(x, x̂) , �æÂ � �G�
ð Å ½ ��À[ÀH��Á%� y ½&½ y ð À y�~5z)y �]� y Î Å ½ Æ y � ½ Ñ]��À y ¾ ��À)�/��Æ ½ À	É ½| À z)y ¾�¾ ÀHÁ� y ����Æ��ñL� y ½ ÀH� ½ Æ§� Î
ÆÁ+ñ:Æc�:À[� ð Ñ w(x, x̂, η) = η · C(x, x̂) · η/2

��� � Å � ½ Æ y ���æÂ � Â � ½| ÀH� ¾ ÀH�:��Á+�	Á

ρ(x)∂2
t u(x, t) =

∫

V

C(x, x̂) · (u(x̂, t) − u(x, t)) dx̂ + b(x, t) . �æÂ � È �

� À[ñ8� ¾ ��Æ ��ñ ½	| À z�y ��Á�À ¾ �`� ½ Æ y � y7~ ½| À ½ y ½ � Î À[��À ¾ ñ:Ñ	É � À z �	� � ¾ y �	À ½| À ~ y ÎÎ y*� Æ ��ñ½| À y ¾ À Ð�ð Ñ À Ð � Î y Ñ�Æ��ñ ½| À Å Á Å � Î À[��À ¾ ñ:Ñ Ð À ½| y � �
������ 2 ����� 6��  [ u �   ¸ ¦�´�� ¡C¥  [¤�³°)ê ¦@º�ç3ç`¹£��`¥§¦³í�° ¸:¡@ Cº� C¤/��� [° ��¸U¤�� °  [�«£� 
í�¸U¥«¬"!
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d

dt

(

Ekin(t) + Eel(t) + Eext(t)
)

= 0 ,

!|£� [¬�  Ei(t) =
∫

V
ei(x, u(x, t), t) dx & i ∈ {kin, el, ext} ' î ��¹£� [¬"!
¥§¦[ �±�«£� C¬� �£�çU° ��¦

µCç`¬ì¸U°«° t ∈ (0, T ) ¸`¤�� ν > 0

Ekin(t) + Eel(t) + ν

∫ t

0

eν(t−s)Eel(s) ds

≤ eνt (Ekin(0) + Eel(0)) +
1

2ν

∫ t

0

∫

V

eν(t−s)

ρ(x)
|b(x, t)|2 dxds .

ò Á�Æ Ð Æ Î � ¾+¾ ÀHÁ Å Î ½ z �U��� Î Á y ð À ~ y	Å ��� Æ� � Â:Â�� ~ y ¾+Ð Æ z ¾ y À Î �	Á ½ Æ z Ð ÀH��Æ� �
��Å Ð À ¾ Æ z � Î Á ½ Å ��ÆÀHÁ6Á y ~ � ¾.¾ À Î Ñ Å � y � ½| À Ð ÀHÁ | ~ ¾ ÀHÀ � Ð ÅNz)y ��À�� z�~æ��� Â3Ê�� � ½| � ½

Á y Î �:ÀHÁ!�MÂ � Â � ð Ñ]�d� Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À ~ y ¾¢Ð Å Î � Ð À ½| y � y �'� �¹� y ½ ��À z À3Á�Á¢� ¾ Æ Î Ñ � À�� Å Æ��Æ§Á ½ �U� ½
ñ ¾ Æ� � Æ ½	|�½	| À z)y Ð � y Á�Æ ½ À Ð Æ§�{� y Æ� ½]¾ Å Î À �$� | À ¾ ÀHÁ Å Î ½ Æ��ñ�� �6� ÁMÑ�Á ½ À Ð ÆÁJÁ y Î �	À3�Å ÁMÆ��ñÍ� z ÀH� ½¢¾ � Î ��ÆH}rÀ ¾ À[� z À6�7�w� ¾ y ��Æ Ð � ½ Æ y � y7~ ½| À ½ Æ Ð À���À ¾ Æ��`� ½ Æc�:À �G� | À Ð Æ�w� y Æ � ½
¾ Å Î ÀJÆ§Á y ��À y7~ ½	| À Ð À ½	| y ��Á z�y ��Á�Æ��À ¾ ÀH��Æ � ½	| ÆÁ?������À ¾ ��ò � y ½| À ¾ �7�w� ¾ y � z |�ð �	Á�ÀH�Å � y � ½| À Ï]� Å ¿ Òß� À ¾¢Ð Æ ½ À.� Å �:� ¾ � ½ Å ¾ À��U�/� ½	| À z�y Ð � y ÁMÆ ½ À ½¢¾ �7�/À � y Æ��� Î$¾ Å Î À | �	Áð ÀHÀ[� Á Å ñ	ñ:ÀHÁ ½ ÀH� ð Ñ ½	| À�� Å ½| y ¾ Á]Æ � � ��É�ÂHÈ�� ~ y ¾ �	� Æ�{����Æ ½ À ð � ¾ �%ò Á Æ§Á Á | y*� ��Æ �� �7�³É ½| À[��À ¾ Æ��Ñ8�/� Ð Æ z Ð y ��À ÎÎ Æ��ñÍÆÁ�� Î Á y �	�{�`�	� ½ �Uñ:À y	Å Á ~ ¾ y Ð ½| À�� Å Ð À ¾ Æ z � Î � y Æ � ½
y�~ �8ÆÀ � ÁMÆ� z À�Æ ��Æ ½ Æ§� Î 	æÅ Ð � ��ÆÁ z)y � ½ Æ� Å Æ ½ Æ À3Á�À[Æ ½| À ¾ Æ � ½	| À���Æ§Á�� Î � z À Ð À[� ½ y ¾�½	| À
�	À Î y{z Æ ½ ÑN�/À Î � ¾ À Ð �UÆ� ~ y ¾ � Î Î0½ Æ Ð ÀHÁÍ� ½ ½	| À�Á¢� Ð À �|�Uñ ¾ �U��ñ	Æ§�U� Î y{z � ½ Æ y �&É z�~æ� � Î Á y
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� Â � � �u� | Æ§Á z �	� ð À Å ÁMÀ3��Æ� ½| À � Å Ð À ¾ Æ z � Î �7�w� ¾ y ��Æ Ð � ½ Æ y � ~ y ¾ ��Á | � ¾ � ¾ ÀHÁ y Î Å ½ Æ y �y�~ ½| À ��Æ§Á z)y � ½ Æ � Å Æ ½ ÆÀHÁ �

� � ½| Æ§Á$���7�/À ¾ É ½|�¾ À[À0��ÆH}rÀ ¾ À[� ½ ��Æ§Á z ¾ À ½ Æ§Á¢� ½ Æ y � Ð À ½	| y ��Á�� ð �	Á�ÀH� Å � y � ½	| À�Ï]� Å ¿ Ò
� À ¾¢Ð Æ ½ À �³Ï �[� � Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À	É ½| À z)y Ð � y Á�Æ ½ À Ð Æ§�{� y Æ� ½ � � � � ¾ Å Î À	Ér�U�/� Î Æ ��À3� ¾ � Ò
��Æ ½ À�À Î À Ð À[� ½ Á � �©�m� �;� ¾ À�� ¾ ÀHÁ�À[� ½ À3� ~ y ¾ì½| À Å � ð y	Å ����ÀH� y ��À Ò ��Æ Ð À[��Á�Æ y ��� Î z �:ÁMÀ
V = R

�#ò Î Î©½| ÀHÁ�À Ð À ½	| y ��Á z �	� � Å Æ ½ ÀÍÀH�	Á�Æ Î Ñ ð ÀìÀ�� ½ À[����ÀH� ½ y Ð À3Á | ~ ¾ À[À����5� ¾ y � Ò
Æ Ð � ½ Æ y ��Á ~ y ¾6½| À ½ ��yUÒqy ¾6½|�¾ À[À Ò ��Æ Ð À[��Á�Æ y ��� Î z �	Á�À ��� | À ¾ ÀH�:Á ½	| À Ï]� Å ¿ Òß� À ¾¢Ð Æ ½ À
� Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À � Æ ½	| Æ ½ Á�� y � Ò À�� Å Æ§��ÆÁ ½ �	� ½ � Å �:� ¾ � ½ Å ¾ À?� y Æ� ½ ÁÞÆ§Á�À3Á���À z Æ� Î Î Ñ Á Å Æ ½ ÀH� ~ y ¾
�U� Å � ð y	Å ����ÀH�;Á��� ½ Æ� Î � y Ð �	Æ �&É � À�À Ð � Î y Ñ ½| À z)y Ð � y Á�Æ ½ À Ð Æ�w� y Æ � ½'¾ Å Î Àè�U���½| Àq����Æ ½ À+À Î À Ð À[� ½$Ð À ½	| y � � Æ ½| �	�ìÀ�� Å Æ��Æ§Á ½ �U� ½ ��� ¾M½ Æ ½ Æ y � ½	| � ½ ��� y Æ§��Á©�	����Æ ½ Æ y �/� Î
z)y Ð � Å ½ � ½ Æ y ��� Î z�y Á ½ Á �

¼ �/À z Æ§� Î ÆÁ�ÀH� ½ y �	� Æ�{����Æ ½ À y ��À Ò ��Æ Ð À[�/ÁMÆ y ��� Î É Î Æ��À3� ¾ É3�	�������	Æ ¾ � ÆÁ�À$À�� Å Æ Î Æ ð�¾ � ½ ÀH�ð y ��Ñ:É ½| ÀJÀ�� Å � ½ Æ y � y7~ Ð y ½ Æ y ���MÂ � Â � ¾ ÀH�	��Á ~ y ¾
(x, t) ∈ R × (0, T ) �	Á

ρ(x)∂2
t u(x, t) =

∫ +∞

−∞

C(x, x̂) (u(x̂, t) − u(x, t)) dx̂ + b(x, t) . �MÂ � Ã �

� À ¾ À	É C � Æ ½	| C(x̂, x) = C(x, x̂) ÆÁ ½| ÀÞÁ ½ Æc}r��ÀHÁ¢Á ��ÆÁ ½�¾ Æ ð Å ½ Æ y ����À[�/ÁMÆ ½ Ñ y ¾ Á y	Ò�z � ÎÎ À3�Ð Æ z ¾ y Ð y � Å Î Å Á ~¹Å � z ½ Æ y � ��� | À
Æ��Æ ½ Æ§� Î Ò �`� Î Å Ài� ¾ y ð�Î À Ð ~ y ¾#½| Æ§Á$� �x�.� | �	Á ð À[ÀH� �U��� Î Ò
Ñ�Á�ÀH��Æ����À ½ �	Æ Î/ð Ñ ½	| À6� Å ½| y ¾ Á$Æ� � ���³É � | À ¾ À�À���Æ§Á ½ À[� z À	É Å ��Æ � Å À[��ÀHÁ¢Á[É8�U��� Á ½ � ð Æ Î Æ ½ Ñ| ���	À ð À[ÀH� � ¾ y �	ÀH� Æ� ½	| ÀìÁ��� z À y�~i~¹Å � z ½ Æ y ��Á ½	| � ½ � ¾ À'Ì y{z | ��À ¾ Æ � ½ À[ñ ¾ � ð�Î À � Æ ½|¾ À3Á���À z ½ ½ y ½ Æ Ð Àè�	����ÀHÁ¢Á�À[� ½ Æ§� ÎÎ Ñ ð y:Å ����À3� � Æ ½	| ¾ ÀHÁ�/À z ½J½ y Á���� z À �%� À ½ À3Á ½ ½	| ÀÐ À ½| y ��Á�Á Å ñ	ñ:ÀHÁ ½ ÀH� ~ y ¾ �U��Æ��Æ ½ Æ§� Î Ò �`� Î Å À?� ¾ y ð�Î À Ð ~ y ¾ �MÂ � Ã �0� Æ ½| � Ð Æ z ¾ y Ð y � Å Î Å Á
~¹Å � z ½ Æ y � C(x, x̂) ∼ `−3e−`−2(x̂−x)2 � ` ÆÁ.� Î À[��ñ ½| Ò Á z � Î À9��� ¾ � Ð À ½ À ¾ � É�� Ï]� Å ¿:Æ�	�
��ÆÁ ½�¾ Æ ð Å ½ Æ y � ~ y ¾+½| À'Æ ��Æ ½ Æ§� Î ��ÆÁ� Î � z À Ð À[� ½ É/�U��� � À ¾ y Æ��Æ ½ Æ§� Î �:À Î y{z Æ ½ Ñ ��ò Î ½	| y	Å ñ |

`z | � ¾ � z ½ À ¾ Æ§ÁMÀ3Á ½| ÀV�/À ¾ Æ§��Ñ���� Ð Æ z | y ¾ Æ � y �&É � | Æ z | ÆÁ ½| À ¾ �	��Æ Å Á y7~ ½| ÀÍ��ÀHÆ ñ |8ð y	Å ¾ Ò
| y]y ��Æ� � | Æ z | Ð � ½ À ¾ Æ§� Î �/� ¾�½ Æ z Î ÀHÁÞ� ¾ À��:Á�Á Å Ð ÀH� ½ y Æ� ½ À ¾ � z ½ � Æ ½	| À3� z | y ½| À ¾ É � À
� ¾ À]��ÀH� Î Æ��ñ | À ¾ À � Æ ½	| �	��Æ�{����Æ ½ À | y ¾ Æ � y � �	Á C(x, x̂) 6= 0

~ y ¾ � Î Î
x, x̂ ∈ R

�

�qh�������lwv	��
�����tn5o��?v�����lwvxo!k
� | À���¸`´������' [¬�ºÍ¥«ß q� Å �:� ¾ � ½ Å ¾ À ¾ À3�	��ÁÞ�	Á

∞
∫

−∞

e−x2

Φ(x)dx ≈
N

∑

j=0

σGH
j Φ(xGH

j )

~ y ¾ ñ	Æ��	ÀH� N ∈ N
� Æ ½	|�½	| À ¾ y]y ½ Á xGH

j
� j = 0, 1, . . . , N

��y�~ ½| À � À ¾¢Ð Æ ½ À � y Î Ñ�� y	Ò
Ð Æ§� Î

HN+1(x) �U��� ½| À � Å �:� ¾ � ½ Å ¾ À � ÀHÆ ñ |8½ Á σGH
j

HN+1(x) := (−1)N+1ex2 dN+1e−x2

dxN+1
, σGH

j = 2N+2 (N + 1)!

√
π

HN+2(xGH
j )

2 .

� | À�Ï]� Å ¿ Ò�� À ¾�Ð Æ ½ À � Å �	� ¾ � ½ Å ¾ ÀìÆÁ�À���� z ½ ~ y ¾ � y Î Ñ�� y Ð Æ� Î Á Φ = Φ(x)
y�~ | Æ ñ | ÀHÁ ½

��À[ñ ¾ ÀHÀ 2N + 1
�

ò �w� Î Ñ�Æ ��ñ ½| Àd� Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À ~ y ¾¢Ð Å Î � Ð À ½| y � � Æ ½	|�½| À]Ï]� Å ¿ Òß� À ¾¢Ð Æ ½ À?� Å �	� ¾ � Ò
½ Å ¾ À ½ y �æÂ � Ã � Î À3�	��Á ½ y ½| À z�y	Å � Î ÀH��� �6� Á�Ñ�Á ½ À Ð � i = 0, 1, . . . , N , t ∈ (0, T )

�
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ρ(xGH
i )üGH

i (t) =

N
∑

j=0

σGH
j e(xGH

j )2

C(xGH
i , xGH

j )
(

uGH
j (t) − uGH

i (t)
)

+ b(xGH
i , t) , �³Ë � Â �

� | À ¾ À uGH
i (t) Æ§ÁJ�U�;�7�w� ¾ y ��Æ Ð � ½ Æ y � ~ y ¾

u(xGH
i , t)

�%ò Á Å Á Å � Î É ½	| ÀN�Z� y	Å ð�Î À � � y ½
��À[� y ½ À3Á ½	| À � Á�À z�y ��� � ½ Æ Ð À;��À ¾ Æc�`� ½ Æ��	À �q� | À�ÁMÑ�Á ½ À Ð ÆÁ Á Å �w� Î À Ð ÀH� ½ ÀH� ð Ñ ½	| À
� � y Æ� ½ � Æ§Á�À ¾ ÀHÁ ½�¾ Æ z ½ Æ y � y7~ ½| À � Æ��Æ ½ Æ§� Î �`� Î Å ÀHÁ u(·, 0) �	��� ∂tu(·, 0)

�©��Å Î ½ Æc� Î Ñ�Æ��ñ
�ZË � Â � ð Ñ σGH

i e(xGH

i )
2 �U��� � Æ ½	| bGH

i (t) = σGH
i e(xGH

i )
2

b(xGH
i , t) �U���

MGH
ij := σGH

i e(xGH

i )
2

ρ(xGH
i )δij ,

KGH
ij =

N
∑

k=0

σGH
i e(xGH

i )2

σGH
k e(xGH

k )2

C(xGH
i , xGH

k ) δij

− σGH
i e(xGH

i )
2

σGH
j e(xGH

j )
2

C(xGH
i , xGH

j ),

� À Ð ��Ñ ¾ À � ¾ Æ ½ À ½	| À Á�Ñ�Á ½ À Ð �ZË � Â � �	Á

MGHüGH(t) + KGHuGH(t) = bGH(t) , t ∈ (0, T ) . �ZË � Ë �
�.Å À ½ y ½	| À Á z � Î Æ��ñ y7~ �³Ë � Â � É ½| À Ð �	Á¢ÁÞ�	Á � À ÎÎ �:Á+Á ½ ÆH}r��À3Á�Á Ð � ½¢¾ Æc� Æ§Á+ÁMÑ Ð�Ð À ½�¾ Æ zU�

Ì��:ÁMÀ3� Å � y � ½| À Å ����À ¾¢Î Ñ8Æ��ñ.� Å �:� ¾ � ½ Å ¾ À	É � À Ð ��Ñ z�y Ð � Å ½ À'���w� ¾ y ��Æ Ð � ½ Æ y ��Á~ y ¾Þ½| À��8Æ��À ½ Æ z É�À Î �:Á ½ Æ z É��U����À)� ½ À ¾ �/� Î À[��À ¾ ñ	Ñ Ó

EGH
kin (t) =

1

2

N
∑

i=0

σGH
i e(xGH

i )
2

ρ(xGH
i )u̇GH

i (t)2 =
1

2
u̇GH(t)TMGHu̇GH(t) ,

EGH
el (t) =

1

4

N
∑

i,j=0

σGH
i e(xGH

i )
2

σGH
j e(xGH

j )
2

C(xGH
i , xGH

j )
(

uGH
j (t) − uGH

i (t)
)2

=
1

2
uGH(t)TKGHuGH(t) ,

EGH
ext (t) = −

N
∑

i=0

σGH
i e(xGH

i )2

b(xGH
i , t) uGH

i (t) = −uGH(t)TbGH(t) . �³Ë � Ç �

�wy ¾6½| À�¡@çUº�í�ç�¦�¥«�  ºÍ¥��¢í�ç`¥«¤/.¬�´�°  [É � | Æ z | ~ y ¾¢Ð Á ½| À ð �:ÁMÆ§Á y7~ ½	| À � Ð Å�z)y ��À
� z�~æ�L� ÂHÊ*� � É � À y ð Á�À ¾ �	À ½| À ~ y Î Î y*� Æ ��ñ � �&À ½

N
ð À �U� À��:À[� Æ � ½ ÀHñ	À ¾ É h > 0 É
�U���

xMR
j = (j − N/2)h � j = 0, 1, . . . , N

���0� | À�Æ � ½ À ¾ �/� Î ~ y ¾ z Àè� ½ � y Æ� ½
x Æ§Á ½	| À[�

���w� ¾ y ��Æ Ð � ½ ÀH� y � ½| ÀJ� Å Ð À ¾ Æ z � Î � y Ð �UÆ� [−(N + 1)h/2, (N + 1)h/2]
ð Ñ

∫ ∞

−∞

C(x, x̂) (u(x̂, t) − u(x, t)) dx̂ ≈
N

∑

j=0

∫ xMR

j + h
2

xMR

j
−

h
2

C(x, x̂) (u(x̂, t) − u(x, t)) dx̂

≈ h

N
∑

j=0

C(x, xMR
j )

(

u(xMR
j , t) − u(x, t)

)

.
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� | ÆÁ Î À3�	��Á+�	ñ:�UÆ� ½ y �ÍÁ�Ñ�Á ½ À Ð y�~ ½	| À ½ Ñ]�/À.�³Ë � Ë �m� Æ ½| bMR

i (t) = hb(xMR
i , t) �U���

MMR
ij = h ρ(xMR

i )δij , KMR
ij = h2

N
∑

k=0

C(xMR
i , xMR

k ) δij − C(xMR
i , xMR

j ) .

� | À ��Æ§Á z ¾ À ½ À]À[��À ¾ ñ:Æ À3ÁÞ� ¾ À�ñ:Æc�:À[� �U��� Î y ñ y	Å Á Î Ñ ½ y �ZË � Ç ���
� | À � Å Ð À ¾ Æ z � Î Á z | À Ð À ¾ À Î Ñ�Æ ��ñ Å � y � °)¥«¤r ¢¸U¬ �$¤/¥«ß � [°  [º� [¤�Z¦�Æ§Á.��À ¾ Æc�:ÀH� ~ ¾ y Ð

½| À Á��� ½ Æ� Î � À3��� ~ y ¾�Ð Å Î � ½ Æ y �
∫ ∞

−∞

ρ(x)∂2
t u(x, t)v(x) dx +

1

2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(u(x̂, t) − u(x, t))

× C(x, x̂) (v(x̂) − v(x)) dx̂ dx =

∫ ∞

−∞

b(x, t) v(x) dx �ZË � � �

~ y ¾ � ÎÎ
v Æ�ì�	�'���w� ¾ y � ¾ Æ§� ½ À ~¹Å � z ½ Æ y �ÍÁ���� z À � �%À ½

N ∈ N
ð À�À��	À[�ì�U��� h > 0

�3� y ¾ À Ò
y �	À ¾ É Î À ½

gi
� i = 0, 1, . . . , N

� ð À ½| À Î Æ��ÀH� ¾�| � ½ ~¹Å � z ½ Æ y ��Á � Æ ½|�¾ À3Á���À z ½J½ y ½| À
À�� Å Æ§��ÆÁ ½ �	� ½ � y ��À3Á xFE

j = xMR
j = (j−N/2)h � j = 0, 1, . . . , N

� Á Å5z |J½	| � ½ ÉHÆ�D��� ¾ Ò
½ Æ zCÅ Î � ¾ É gi(x

FE
j ) = δij

� � Å ½ ÁMÆ§��À ½| ÀÞ� Å Ð À ¾ Æ z � Î � y Ð �UÆ� [−Nh/2− h, Nh/2 + h] É� À6À)� ½ ÀH��� ½| À | � ½ ~¹Å � z ½ Æ y ��Á gi
ð Ñ � À ¾ y/� ¼ Å ð Á ½ Æ ½ Å ½ Æ��ñ ½| À � Æ ½�� Ò Ï]� Î À ¾ ��Æ � �	��Á¢� ½��

uN(x, t) =
N

∑

j=0

uFE
j (t)gj(x)

Æ � ½ y ½	| À � ÀH�7� ~ y ¾¢Ð Å Î � ½ Æ y � � ð y �:ÀJ�U��� ½ ÀHÁ ½ Æ��ñ � Æ ½	| gi
É � À �Uñ8�UÆ� z)y Ð À Å � � Æ ½|

�ÍÁ�Ñ�Á ½ À Ð y7~ ½	| À ½ Ñ]�/À.�³Ë � Ë �m� Æ ½|

bFE
i (t) =

∫ ∞

−∞

b(x, t)gi(x) dx , MFE
ij =

∫ ∞

−∞

ρ(x)gi(x)gj(x) dx ,

KFE
ij =

1

2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(gj(x̂) − gj(x)) C(x, x̂) (gi(x̂) − gi(x)) dx̂dx .

ò ñ:�	Æ �%É uFE
i (t) = uN (xFE

i , t) Æ§Á��U���7�w� ¾ y ��Æ Ð � ½ Æ y � ~ y ¾
u(xFE

i , t)
�u� | À Ð �	Á¢Á Ð � Ò

½�¾ ÆH� MFE �	Á � À ÎÎ �	Á ½	| À�Á ½ ÆH}r��ÀHÁ¢Á Ð � ½¢¾ Æc� KFE Æ§Á�ÁMÑ Ð�Ð À ½�¾ Æ zU�$� y ¾ À y �	À ¾ É ½	| À
Æ � ½ ÀHñ ¾ � Î Á+���w��ÀH� ¾ Æ��ñ�� ¾ À9� ¾ y ��À ¾ �	��� ½| À Ð �:Á�Á Ð � ½�¾ ÆH�èÆ§Á ½¢¾ Æ§��Æ§�Uñ y ��� Î � Å À ½ y ½	| Àz)y Ð ��� z ½ Á Å �w� y ¾�½ y�~ ½| À ð �	Á�ÆÁ ~¹Å � z ½ Æ y ��Á ��� | À'Á ½ Æc}���À3Á�Á Ð � ½�¾ ÆH��ÆÁHÉ | y*� À��:À ¾ É�� y ½
Á���� ¾ Á�À0Æ� �8ÆÀ �by�~ ½	| ÀÞÆ �w����Æ ½ À | y ¾ Æ � y � �3� À��	À ¾M½	| À Î ÀHÁ¢ÁHÉ ½	| À Ð � ½�¾ ÆH� ÀH� ½�¾ Æ À3Á©��À z ¾ ÀH�:ÁMÀ� Æ ½	| Æ � z ¾ ÀH�	Á�Æ��ñ���Æ§Á ½ �U� z À ~ ¾ y Ð ½| À���Æ�	ñ y ��� Î �Hò � y Á�Á�Æ ð�Î ÀQ�`� ¾ Æ§� ½ Æ y � y�~ ½| Æ§Á Ð À ½| y �Ð Æñ |8½Þð À]� Ð �:Á�Á Î Å Ð ��Æ ��ñ �{�wy ¾�½| À���Æ§Á z ¾ À ½ À6À[��À ¾ ñ:Æ À3Á[É � À?�����&É ~ ¾ y Ðt¾ À�� Î � z Æ��ñ uð Ñ uN

Æ� ½| À ��À�����Æ ½ Æ y � y�~ ½| ÀJÀ[��À ¾ ñ:Æ À3Á[É ½| � ½ �Uñ8�UÆ�Y�³Ë � Ç � | y Î ��Á ½¢¾ Å À.� ¾ À�� Î � z Æ ��ñ
Ï � ð Ñ �|�����
�  [º�¸U¬�»��:î � � ½| À z)y � ½ Æ � Åwy:Å Á?� ¾ y ð�Î À Ð É/� ¾ Æñ	Æ§� ½�¾ �U�/Á Î � ½ Æ y � y7~ � ÎÎ ��� ¾M½ Æ z Î À3Á z)y ¾ Ò
¾ À3Á�� y ����Æ ��ñ ½ y �U� � ¾�ð Æ ½�¾ � ¾ Ñ z | y Æ z À y7~ ½| À y ¾ Æñ	Æ� z � Å ÁMÀ3Á � y ��À ~ y ¾�Ð � ½ Æ y � �	���#É½| À ¾ À ~ y ¾ À	É0� y Æ � ½ À ¾ ��� Î ~ y ¾ z À�� z ½ Æ��ñ y � �U��Ñ ��� ¾�½ Æ z Î À x

�q� | À�Á�� Ð À����w� Î ÆÀHÁ ½ y
½| À ��Æ§Á z ¾ À ½ À � ¾ y ð�Î À Ð � ¾ Æ§ÁMÆ��ñ ~ ¾ y Ð5½	| ÀèÏ]� Å ¿ Òß� À ¾¢Ð Æ ½ À y ¾ z)y Ð � y ÁMÆ ½ À Ð Æ�w� y Æ � ½
� Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À Á�Æ� z À ½	| À ¾ y*� Á Å Ð Á'Æ � ½	| ÀèÁ ½ Æc}���ÀHÁ¢Á Ð � ½¢¾ Æ z À3Á��`�U��Æ§Á | ���5y ¾ ½	| À �©�
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��ÆÁ z ¾ À ½ ÆÁ¢� ½ Æ y � �:Á+��ÀHÁ z ¾ Æ ð À3� � ð y �:À	É ½	| À ¾ y*� Á Å Ð Á.� ¾ À y � Î Ñ����5� ¾ y ��Æ Ð � ½ À Î Ñ � À ¾ y��
� | y]y Á�Æ ��ñ y � Î Ñ | � Î ~ | � ½ Á ~ y ¾ ½| À � ¾ Á ½ �U��� Î �	Á ½ Á | ����À ~¹Å � z ½ Æ y �&É ½| À ¾ y*� Á Å Ð Áð À z)y Ð À À)��� z ½�Î Ñ � À ¾ y�� � � ½ À ¾ � ¾ À ½ Æ ��ñ ½| À�� Å Ð À ¾ Æ z � Î Á z | À Ð À �:Á�� ��ÆÁ z ¾ À ½ ÆÁ¢� ½ Æ y �y�~ �	� y ¾ Æñ	Æ��� ÎÎ ÑY����Æ ½ À Á�Ñ�Á ½ À Ð É Æ ½�¾ À Ð �UÆ��Á y ��À[� ½ y Æ�]�	À3Á ½ Æ ñ8� ½ À � | Æ z | ��Æ �/� y7~
ð y:Å ����� ¾ Ñ À�}�À z ½ Á z)y ¾�¾ ÀHÁ� y ����Á ½ y ½	| ÆÁ z | y Æ z À y�~ Á | ����À ~¹Å � z ½ Æ y ��Á �

� ½ Æ§Á��	� ÀH�:ÁMÑ ½ �	Á� ½ y Á | y*� ½| � ½ �U��Ñ � Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À ~ y ¾¢Ð Å Î � Ð À ½	| y �è���5� Î ÆÀH� ½ y
½| Àm� �x�.� �æÂ � Ã � Á�� ½ Æ§Áx�/ÀHÁ ½	| À0ÀH��À ¾ ñ	Ñ6À�� Å � ½ Æ y �JÆ� ½| À���Æ§Á z ¾ À ½ À0Á�À[��Á�À0�	��� z)y ��Á�À ¾ �	ÀHÁ½| ÀÞ��Æ§Á z ¾ À ½ À ½ y ½ � Î ÀH��À ¾ ñ	Ñ ~ y ¾ � Å ½ y � y Ð y	Å Á%À)� ½ À ¾ �/� Î ~ y ¾ z ÀHÁ%Æ ~ ½| À���ÆÁ z ¾ À ½ À0ÀH��À ¾ ñ	ÆÀHÁ
� ¾ À ��À�����À3� �7�w� ¾ y � ¾ Æ§� ½ À Î Ñ;�:Á�ÆÁ�À � ñ �0z�y ��� Å5z ½ ÀH� � ð y �	À ~ y ¾�½| À�Ï]� Å ¿ Òß� À ¾¢Ð Æ ½ À
� Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À �{� | À Á�� Ð À]�7�w� Î Æ À3Á ½ y �U��Ñ�Ï]� Î À ¾ ��Æ� Ð À ½| y � �

�qh������Gl�� nwo	� 

��� �iktp�� r���$n5vs ��
������]r�
xl��
� � y ¾ ��À ¾.½ y ½ ÀHÁ ½ �	��� z�y Ð ��� ¾ À ½	| ÀÍ� Å Ð À ¾ Æ z � Î|Ð À ½| y ��Á]Á Å ñ	ñ:ÀHÁ ½ ÀH�&É � À z�y ��Á�Æ§��À ¾
�æÂ � Ã �m� Æ ½| ½| À Ð Æ z ¾ y Ð y � Å Î Å Á ~¹Å � z ½ Æ y �

C(x, x̂) = 4Ee−(x̂−x)2/`2/(`3
√

π)

�U��� ½| ÀJÆ��Æ ½ Æ§� Î z�y ����Æ ½ Æ y ��Á+�U��� ¾ Æ ñ |8½ Ò | �U����ÁMÆ§��À

u(x, 0) = u0(x) = Ue−x2/L2

, ∂tu(x, 0) = v0(x) ≡ 0, b(x, t) ≡ 0.

� À ¾ À	É E ��À[� y ½ À3Á ½| À�� y	Å ��ñ Ð y � Å Î Å ÁHÉ ` > 0 � Î À[��ñ ½| Ò Á z � Î ÀD�/� ¾ � Ð À ½ À ¾ É � | Æ z |Ð y ��À Î Á ½	| À � y � Ò Î y{z � Î Æ ½ Ñ �U���nÆÁ ��Æ§Á zCÅ Á¢ÁMÀ3��Æ� ��À ½ �UÆ Î Æ � � Â � �ßÉ L > 0 �U� y ½| À ¾
Î ÀH��ñ ½	| Ò Á z � Î À=��� ¾ � Ð À ½ À ¾ É � | Æ z | ��À3Á z ¾ Æ ð ÀHÁ ½	| À Æ��Æ ½ Æ� Î ��Æ§Á�� Î � z À Ð ÀH� ½ É|�	��� U

½	| ÀÐ ����Æ Ð � Î Æ ��Æ ½ Æ� Î ��Æ§Á� Î � z À Ð ÀH� ½ �:ò Á � À6�:Á�Á Å Ð À�� | y Ð y ñ:À[��À y	Å Á Ð � ½ À ¾ Æ§� Î É � À�� Î Á y| ���	À ρ(x) ≡ ρ0
�5� | ÀJÀ���� z ½ Á y Î Å ½ Æ y � Æ§ÁÞñ	Æ��	À[� ð Ñ

u(x, t; `) =
2U√

π

∫ ∞

0

e−ω2

cos

(

2ωx

L

)

cos

(

2c0t

`

√

1 − e−ω2`2/L2

)

dω , �ZÇ � Â �

� | À ¾ À c0 =
√

E/ρ0
Æ§Á ½| À �	À Î y{z Æ ½ Ñ y7~ Á y	Å ��� � z)~æ�?� Â � � � É$�U�/� z �U� ð À Å Á�ÀH� ½ y

ÀHÁ ½ Æ Ð � ½ À ½| À ��ÆÁ z ¾ À ½ ÆÁ¢� ½ Æ y ��À ¾�¾ y ¾ �r� � ½	| À Î Æ Ð Æ ½ ` → 0 É ½| À ��À ¾ Æ��Ñ8�/� Ð Æ z À�� Å � Ò
½ Æ y � ð À z)y Ð À3Á ½| À z Î �:Á�Á�Æ z � Î � ���:À�À�� Å � ½ Æ y � y7~ Î y]z � Î À Î �	Á ½ Æ z Æ ½ Ñ ½	| À y ¾ Ñ �	��� ½	| À
�/À ¾ Æ§��Ñ���� Ð Æ z Á y Î Å ½ Æ y � z�y �]�	À ¾ ñ:ÀHÁ�Æ �/��À[À3� ½ y*� � ¾ ��Á ½	| À ��� ò Î À Ðìð À ¾M½ Á y Î Å ½ Æ y � �

� | À]� Å Ð À ¾ Æ z � Î#¾ À3Á Å Î ½ Á+� ¾ À[� ¾ ÀHÁ�À[� ½ ÀH� ~ y ¾Þ½| ÀJ� y ¾¢Ð � Î ÆÁ�ÀH� � Å �U� ½ Æ ½ ÆÀHÁ

ζ =
x

L
, τ =

c0t

L
, η(ζ, τ) =

u(x, t)

U
, λ =

`

L
,

Ẽkin(t) =
LEkin(t)

EU2
, Ẽel(t) =

LEel(t)

EU2
.

� y ¾ À y �:À ¾ É � À z | y]y Á�À λ = 0.75 Æ� y ¾ ��À ¾.½ y | ���	Àì��ÁMÆñ	��ÆH� z �U� ½ Æ ��� Å À[� z À y7~ ½| À
� y � Ò Î y]z � Î Æ ½ Ñ ��� � ��ÆÀ � y�~ ½| ÀJÆ��Æ ½ Æ§� Î z�y ����Æ ½ Æ y �/Á[É�Æ ½ ~ y ÎÎ y*� Á

Ẽkin(t) + Ẽel(t) = Ẽkin(0) + Ẽel(0) =

√
π

2
√

2
f(λ), f(λ) :=

4

λ2

(

1−
√

2√
2 + λ2

)

.
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f = f(λ) M

�?y ½ À ½| � ½
lim
λ→0

f(λ) = 1 É � | À ¾ À3�	Á lim
λ→∞

f(λ) = 0
�r� � �/� ¾�½ Æ zCÅ Î � ¾ É � À y ð�½ �UÆ��Æ�

½| À Î Æ Ð Æ ½ λ → 0
½| À z Î �	Á¢ÁMÆ z � Î Á ½�¾ �UÆ� À[��À ¾ ñ:Ñ

Eel(0) =
E

2

∫ ∞

−∞

u′

0(x)2 dx = EU2√π/(2
√

2L)

y�~ � ð � ¾ Æ� Î Æ��À3� ¾ À Î �:Á ½ Æ z Æ ½ Ñ ½| À y ¾ Ñ � Æ ½	|�½| ÀìÆ ��Æ ½ Æ� Î ��Æ§Á� Î � z À Ð ÀH� ½
u0

�	Á.� ð y �:À �
� | À ¾ À ~ y ¾ À:É f = f(λ) ��ÀHÁ z ¾ Æ ð ÀHÁ ½| À ¾ � ½ Æ y y7~ ½	| À'À Î �:Á ½ Æ z ÀH��À ¾ ñ	Ñ�Æ � ½	| À � y � Ò Î y{z � Î
�/À ¾ Æ§��Ñ���� Ð Æ z Ð y ��À Î �U�/� ½	| À z Î �	Á¢Á�Æ z � Î Á ½¢¾ �	Æ � À[��À ¾ ñ	Ñ �&ò Á]ÆÁ'ÁMÀHÀ[� Æ � � Æ ñ � Â	É ½	| ÀÐ y ¾ À�� y � Ò Î y{z � Î	½| À Ð � ½ À ¾ Æ� Î Æ§Á[É ½| À Î ÀHÁ¢Á%À Î �:Á ½ Æ z À[��À ¾ ñ:Ñ6Æ§Á Á ½ y ¾ ÀH�JÆ� Æ ½ �`�?y ½ ÀÞ�Uñ8�UÆ�½| � ½|½	| À�Æ��Æ ½ Æ§� Î À Î �	Á ½ Æ z ÀH��À ¾ ñ	Ñ�À�� Å � Î Á ½| À ½ y ½ � Î À[��À ¾ ñ:Ñ �[� ½ Ð Æ ñ |8½©ð À�Æ� ½ À ¾ À3Á ½ Æ ��ñ ½ y
Á ½ Å ��Ñ � | À ½| À ¾Þ½| ÆÁ z�y Ð ��� ¾ Æ§Á y �èÁ ½ Æ Î Î$| y Î ��Á ½�¾ Å À]Æ � ñ:À[��À ¾ � Î É�Æ � À �w� | À ½	| À ¾ �Í� y � Ò
Î y{z � Î+Ð � ½ À ¾ Æ§� Î � Î � ��Ñ�ÁD� y Á¢ÁMÀ3Á�Á�ÀHÁ�� Î y*� À ¾ �ç`�¸`°6À[��À ¾ ñ:Ñ �	Á�� z Î �	Á¢ÁMÆ z � ÎÞÐ � ½ À ¾ Æ§� Î
� | À[� ½| ÀJÆ ��Æ ½ Æ§� Î z�y ����Æ ½ Æ y ��Á ¾ À Ð �UÆ� ½	| À Á�� Ð À �

� � y ¾ ��À ¾ ½ y�z)y Ð ��� ¾ À ½| À�� Å Ð À ¾ Æ z � Î�¾ ÀHÁ Å Î ½ Á ~ y ¾ ñ:Æc�:À[� N É ½	| À Á���� ½ Æ§� Î ñ ¾ Æ�
ÁMÆ � À h Æ§Á ½ ���	ÀH� Á Å5z | ½| � ½ ~ y ¾ � ÎÎ$Ð À ½| y ��Á ½| Àè� Å Ð À ¾ Æ z � Î � y Ð �	Æ ��Æ§Á ½| À Á¢� Ð À
�	Á ��À ½ À ¾¢Ð Æ��À3� ð Ñ ½| À Ï]� Å ¿ Ò�� À ¾�Ð Æ ½ À � Å �:� ¾ � ½ Å ¾ À �m� | À ¾ À ~ y ¾ À	É ½| À�� Å Ð À ¾ Æ z � Î
� y Ð �UÆ� ð À z�y Ð ÀHÁ Î � ¾ ñ:À ¾ � Æ ½| �U� Æ� z ¾ À3�	Á�Æ ��ñ�� Å Ð'ð À ¾ y�~ � Å �	� ¾ � ½ Å ¾ À.� y Æ� ½ Á �©� ½
Á | y:Å Î � ð À�� y ½ À3� ½	| � ½ Æ � ½| À z �:ÁMÀ y�~ ����Æ ½ À.À Î À Ð À[� ½ ÁHÉ ½	| À�Æ� ½ À[ñ ¾ � Î Á
�7�w�/À3� ¾ Æ ��ñ]� ¾ À
ÁMÆ Ð � Î Æc��À3�'�	Á ~ � ¾ �	Á�� y Á�Á�Æ ð�Î À ð Å ½©½| À ¾ À Ð �UÆ��Æ ��ñ6Ï]� Å ¿:Æ�	�JÆ � ½ À[ñ ¾ � Î Á%� ¾ À z � Î zCÅ Î � ½ ÀH�
� Å Ð À ¾ Æ z � Î Î Ñ Å Á�Æ ��ñ � � ½| À Ð � ½ Æ z � ��� y ¾ À y �	À ¾ É y	Å ¾ � Å Ð À ¾ Æ z � Î z)y Ð � Å ½ � ½ Æ y ��Á ¾ À Î ÑÅ � y � ½| À�À���� z ½ Á y Î Å ½ Æ y � y�~ ½| À z�y ¾¢¾ À3Á�� y ����Æ ��ñ;� �.� Á�Ñ�Á ½ À Ð �Q� | À�� Å Ð À ¾ Æ z � Î
¾ À3Á Å Î ½ ÁÍ� ¾ À z�y Ð ��� ¾ À3� � Æ ½	| ½	| À � y ¾¢Ð � Î ÆÁ�ÀH�;À���� z ½ Á y Î Å ½ Æ y � ñ:Æc�:À[� ð Ñ��ZÇ � Â �C�|� �y ¾ ��À ¾�½ y.z � Î zCÅ Î � ½ À ½| À]Æ� ½ À[ñ ¾ � Î Æ ��� Ç � Â � É � ÀJ�Uñ:�	Æ � Å Á�À � � ½	| À Ð � ½ Æ z � �

� Æñ � Ë Á | y*� Á ½| ÀÍÆ � ½ À ¾ � y Î � ½ ÀH� � Å Ð À ¾ Æ z � Î Á y Î Å ½ Æ y � ~ y ¾ ��ÆH}rÀ ¾ À[� ½ � Å Ð'ð À ¾ Á y7~
� Å �	� ¾ � ½ Å ¾ ÀN� y Æ � ½ Á �+ò Á y ��À z �U� Æ� ~ À ¾ ~ ¾ y Ð � Æñ � Ë�É ½| À ¾ À�� ¾ À�� ¾M½ ÆH� z Æ� Î � ���	À¾ À ��À z ½ Æ y ��ÁÞ� ½�½| À ð y	Å ����� ¾ ÆÀHÁ y�~ ½	| À�� Å Ð À ¾ Æ z � Î � y Ð �UÆ��� ~ ½ À ¾ Á y Ð À ½ Æ Ð À �w� | À3ÁMÀ¾ À ��À z ½ Æ y ��Á����w��ÀH� ¾0½	| À Î � ½ À ¾ É ½	| À.ñ ¾ À3� ½ À ¾$½	| À6Á��� ½ Æ� Î � y Ð �UÆ� y�~ z�y Ð � Å ½ � ½ Æ y � ÆÁ �

� y ¾ À y �:À ¾ É ½| À3ÁMÀ ¾ À ��À z ½ Æ y ��ÁÍÁMÀHÀ Ðw½ yYz � Å ÁMÀ y Á z Æ Î Î � ½ Æ y ��Á Æ� ½	| À���Æ��À ½ Æ z �U���
À Î �	Á ½ Æ z ÀH��À ¾ ñ	Ñ��	Á�Æ§Á+Á | y*� � Æ � � Æ ñ � Ç � ¼ Æ Ð Æ Î � ¾Þ¾ ÀHÁ Å Î ½ ÁÞ� ¾ À y ð�½ �UÆ��À3� ~ y ¾�½	| À y ½| À ¾
Ð À ½| y ��Á �0� | À z�y ��Á�À ¾ �`� ½ Æ y � y7~ ½	| À ½ y ½ � Î À[��À ¾ ñ:Ñ�Æ§Á'À���� z ½¢Î Ñ ¾ À�� ¾ y � Å5z À3� ð Ñ�� ÎÎ
Ð À ½| y ��Á.�	ÁÞÆ§ÁÞÀ)�{�/À z ½ ÀH� �
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Q � S �
��������\)U � � T K A K¢^ O)F�QHf�< e f K _æO e N���� R$O _æL�>	O@: K�^æK N`_ \ Q ^ Q�A K _ K¢^ <�HQ �

N = 24 a S �
N = 98.

Q�� S � F �
��������\)U�� � 8 O@<�F ^æK _ K©K N K¢^ FHO K <	�
��� R$O _æL N = 98 � �Q��/_ e _MQ[f¹a S �/PUO)N K _æO FHaHF � K f Q�<ß_æO)F K N K¢^ F�I
M

� � � Æñ � ��É ½| À���ÆÁ� Î � z À Ð À[� ½ y�~ ½	| À y ¾ Æñ	Æ�]ÆÁ � ¾ À3ÁMÀH� ½ ÀH� ��� | ÀQ� Î y ½M½ À3�J� Å Ð À ¾ Æ z � Î
Á y Î Å ½ Æ y � z)y Æ � z Æ§��ÀHÁ � Æ ½| ½	| À]À)��� z ½ Á y Î Å ½ Æ y � Å � ½ y Á y Ð À ½ Æ Ð À � | ÀH� ½| À]Á� Å ¾ Æ y	Å Á� ���:À ¾ À ��À z ½ Æ y ��Á���À ½ À ¾ Æ y ¾ � ½ À ½| ÀÍ� Å Ð À ¾ Æ z � Î Á y Î Å ½ Æ y � � ¼ Æ Ð Æ Î � ¾�¾ À3Á Å Î ½ Á�� ¾ ÀÍ�Uñ8�UÆ�y ð�½ �UÆ��ÀH� ~ y ¾Þ½	| À y ½	| À ¾+Ð À ½	| y ��Á �

Q � S �
��������\)U�� ��$e QHF�_��(F ^æK I�� QHNf>ÍN K A K¢^ O)F�Q[f�� S f QHFMP��0>	O@< \ f QHF K A K N`_ e C#_æL K�eH^ O@F3O)N����BR$O _æL
Q��

N = 24 a S �
N = 98 M
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� | � ½ ~ y ÎÎ y*� Á6Æ� � Æñ:Á � � É#È�É#�U����Ã�Æ§Á ½| À�À ¾�¾ y ¾6ð À ½ � ÀHÀ[� ½| ÀÍÀ)��� z ½ �	��� ½	| À
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