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Santrauka. Siame straipsnyje aptariami jvairGis diskrediyjy elementy metodo modeliai, taikomi daleliy formoms mode-
livoti. Dazniausiai taikomas keliy sfery modelis, bet yra pristatyti ir daugiasienis modelis bei misrus sferos daugiasienis
modelis. Nors aptariami metodai neblogai apkroksimuoja daleliy forma, atsiranda sunkumy skaiciuojant daleliy kontakta.
Todél reikalingas universalus metodas, leidziantis gauti analiting dalelés formos iSraiska. Biitent tokiam tikslui naudojamos
sferinés harmoninés funkcijos. Straipsnyje pristatomas sferiniy funkcijy modelis bei pateikiami eksperimento rezultatai

kubo formos dalelei aprasyti.

ReikSminiai ZodZiai: diskreciyjy elementy metodas, kubo formos dalelé, sferinés harmoninés funkcijos.

Ivadas

Diskreéiyjy elementy metodas (DEM), kurj pristaté Cundall
ir Strack, tapo vyraujanciu skai¢iuojamuoju jrankiu tiriant
biriyjy medziagy elgseng. Taikant DEM tiesiogiai tiriama
formos jtaka nagringjant atskiry daleliy sgveika (Cundall,
Strack 1979).

Kadangi apskaiciuoti kontakta tarp dviejy bet ko-
kios formos daleliy gana sudétinga, skaiciuojant DEM,
dazniausiai dalelés forma aproksimuojama sferine dalele.
Sferinei dalelei yra aiskiai apibréztos ir Herco kontakto for-
mulés sferos ir sferos bei sferos ir kontakto atvejais, kurios
placiai taikomos modeliuojant kietas birigsias medziagas.
Deja, tikrovéje dauguma daleliy yra nesferinés bei netaisyk-
lingos geometrijos. Dél Sios priezasties yra daugybé ivairiy
metody, taikomy tokioms daleléms aproksimuoti.

Ansktesni tyrinéjimai, apimantys DEM konceptualius
klausimus ir jvairius skaic¢iuojamuosius aspektus, susijusius
su jvairiomis galimomis daleliy formomis, yra aprasyti kity
autoriy apzvalgose (Dziugys, Peters 2001; Latham, Munjiza
2004; Cleary 2008; Wachs et al. 2012). Egistuojantys DEM
daleliy formos modeliai gali biti klasifikuojami pagal de-
skriptorius, apimanéius formos iSkilumg ir sudétinguma;
globalios formos apibiidinima lyginant su sfera pagal sfe-
riSkuma, krastiniy santykj ar staciakampiSkuma; virStniy
aStruma ar dalelés pavirSiaus lyguma ar SiurkStuma.

ISgaubtoms daugiasienéms formoms modeliuoti
Cundall pasiiilytas ir Chen patobulintas metodas placiai tai-
komas skaic¢iuojant DEM (Cundall 1988; Chen et al. 2010).

Daugiasieniy formy privalumas tas, kad jomis galima mode-
liuoti daugybe sudétingy formy daleliy. Taciau esancios
astrios virSunés komplikuoja kontakto skai¢iavimus.

Nesferinéms daleléms modeliuoti dazniausiai taiko-
mas keliy sfery modelis, kuris dalelés forma apraso i$ dalies
sutampanciomis sferomis. Hohner pateikia daugiasienio ir
keliy sfery modeliy, kurie abu sistemiskai konverguoja i
apgaubiancéig sfera, palyginimg (Hohner ef al. 2011, 2012).

Neseniai buvo sukurtas miSrus sferos ir daugiasienio
modelis siekiant pagreitinti kontakto tarp daugiasieniy da-
leliy skai¢iavimg. Sis modelis dalelés formga laiko daugia-
siene, taciau kampai ir vir§inés yra suapvalinami (Pournin,
Liebling 2005).

Nors sitiloma daugybé jvairiy modeliy, kurie tinka
realioms nesferinéms daleléms aproksimuoti skaiciuojant
DEM, vis dar truksta universalaus modelio, kuris leisty
gauti analiting dalelés iSraiska. Tai ne tik leisty lengviau
kontroliuoti gaunama paklaida, bet ir turéty palengvinti
kontakto skai¢iavimus. Siuo metu nemazo susidoméjimo
sulauké pusiau analitiniai metodai, i§ kuriy vienas yra
modeliavimas sferinémis funkcijomis.

Sferinés harmoninés funkcijos yra placiai taikomas
ir gerai suprantamas jrankis taikomojoje matematikoje.
Jos pasitelkiamos modeliuojant org bei klimata, aprasant
gravitacinius, topografinius ir magnetinius duomenis geo-
fizikoje, taip pat skaitiskai sprendziant lygtis dalinémis
iSvestinémis (Rokhlin, Tygert 2006). Sferinés funkcijos
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taikomos tokiuose uzdaviniuose kaip elektromagnetizmas,
gravitacija, mechanika ar hidrodinamika (Morris et al.
2005). Neblogi sferiniy funkcijy taikymo pavyzdziai ap-
ima Ménulio regolito daleliy (Garboczi 2011) bei smélio
daleliy (Liu et al. 2011) modeliavima.

Siame darbe nagrinéjama kubo formos dalelé. Kubo
forma yra budingas briaunotos daugiakampés dalelés, turin-
Cios astrias briaunas ir smailias virSunes, pavyzdys. Kubo
pranasumas, kad tai ideali dalelés forma su tiksliai Zino-
mais rodikliais, dél to tokia dalelé ir jo modeliai gali biiti
vertinami kaip briaunoty daleliy etalonas.

Teorinis sferiniy funkcijy modelis

Sferinés harmoninés funkcijos sudaro pilngja ortonor-
muoty funkcijy aibg, todél bet kokia tolydzioji funkcija
F(0, ¢), kuri yra apibrézta sferinémis koordinatémis (t. y.
0<@<2n apibiidina azimutinj kampa xy plokStumoje,
prasidedantj nuo x asies, ir 0 <0 <r Zzymi polinj kampa
su z aSimi), gali biiti aprasyta sferinémis harmonikomis.
Atliekant skai¢iavimus, funkcija skleidziama baigtinio skai-
¢iaus N sferiniy harmoniky suma:

F(0.0)=3 Y Py (0,0),

=0 m=—1

M

Cia " (6, (p) yra sferiné harmoniné funkcija ir @, yra jos
koeficientas (Wang et al. 20006).

Sferinés harmoninés funkcijos yra apibréziamos taip:

77 (0, 9) = N} " (cos0) e, @

Cia Nl‘m‘ yra normalizacijos konstanta ir F}‘m‘ (cos G) yra
jungtinis Lezandro daugianaris (Mousa et al. 2008).

Kadangi skai¢iuojant dazniausiai taikomos tik realiy
reikSmiy funkcijos, todél patogu apibrézti ir realias sferines
funkcijas, kurios atrodo taip:

V2Re(¥") = 2N} cos(m) B (cos6). kg m >0
= Y= NPBf (cos0). kai m=0. (3)
\/zlm(Yl’” ) = \/ENIM sin(‘m‘q})P)m‘ (cos 9), kai m <0
Koeficientai randami taikant maziausiyjy kvadraty
metoda:
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k
¢ia F; (a) = Zyi’jaj, i =1...n yrasferiniy funkcijy skleidi-
=1

1

nys taske (ej,_% ) a; yranezinomi skleidinio koeficientai,
1, =r(6;, ¢;) — tasky koordinatés, y; = y" (6, ) — sferi-
nés harmoninés funkcijos, surasytos j vienmatj masyva, kur
indeksas apskaiciuojamas taip: j = (/+1)/+m.

683

Tokij uzdavinj nesunku suformuluoti matriciniu pa-
vidalu taip palengvinant lygéiy sistemos sprendimg, nes
tereikia surasti sistemos matricos atvirkSting matrica.
Sistemos matrica 4 ne visada gali biiti kvadratine, t. y.
taikomy sferiniy funkcijy skaicius gali biiti mazesnis arba
didesnis nei tasky skaiCius. Tokiais atvejais naudojama ta-
riamai atvirks§tiné matrica:

)

Norint jvertinti gautojo modelio tiksluma, reikalingi

At = AT(AAT)_I.

tam tikri jverciai, todél reikia mokéti apskai€iuoti sumode-
liuotos formos pavirSiaus plota bei inercijos moments:

n2n
S =j j F2sin0dedo, (6)
00
n2n
(7N

IO=fIF4sin9d@d9.
00

Nors ir gaunama modelio analitiné iSraiska, plota bei
inercijos momentg skai¢iuoti integruojant nepatogu, nes
reikalingi nemazi kompiuteriniai bei laiko resursai. Todél
integralai (6)—(7) formulése pakei¢iami baigtinémis sumo-
mis ir jverciai skai¢iuojami skaitiSkai. Modelio tikslumui
vertinti taikomos absoliuciosios paklaidos:

AS = |Stikr _Seskp| , (8)

AIO = ‘IO’”" —1061“1”‘ . (9)

Rezultatai

Aptartai modeliavimo strategijai patikrinti bei jvertinti buvo
atlikti keli testai. Norint ne tik vizualiai jvertinti modelio
tiksluma, bet ir turéti galimybe palyginti gauto modelio pa-
virSiaus ploto bei inercijos momentus su teoriskai apskaiéiuo-
tais, testams buvo pasirinktas zinomos geometrijos kiinas.

Eksperimentui atlikti pasirenkamas kubas, kurio briau-
nos ilgis yra 2. PavirSiaus taSkai generuojami reguliariu
tinkleliu. Eksperimentui buvo pasirinktas tasky skaicius
Nt = 866 ir bandoma gauti kuo tikslesnj model;j. 1 pav. pa-
teikiamas kubo modelis, gautas taikant 9 sferines funkcijas.

Gautas modelis vertinamas taikant absoliuciaja pa-
klaida. Paklaida skaic¢iuojama vis didinant tasky skaiciy,
taip siekiant nustatyti, koks tasky skai¢ius biity optimalus
vertinant modelio paklaida. Sios priklausomybeés grafikas
pateiktas 2 pav. Kaip matyti i§ grafiko, kol tasky skaicius
nedidelis, paklaida Sokinéja labiau. Imant didesnj tasky
skaiiy, nei buvo naudota kubo modeliui sugeneruoti, pa-
klaida neSokingja ir daugmaz nusistovi vienodo dydzio.
Todél vertinant modelio paklaida reikéty naudoti ne ma-
zesn] tasky skaiciy nei generuojant modelj.
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1 pav. Kubo modelis, kai sferiniy funkcijy skaicius yra 9:
a — kubo brézinys; b — kubo pavirSiaus lygtis sferinémis
funkcijomis
Fig. 1. Model for the cube when the number of spherical
harmonics is 9: a — cube drawing; b — spherical harmonics
of the equation for the cube surface
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2 pav. Jverciy paklaidos priklausomybé nuo tasky skaiciaus,
kai kubo modelis gautas taikant
9 sferines funkcijas

Fig. 2. Dependence of estimate errors on the number of points
when the model for the cube is derived using
9 spherical harmonics

Bandoma gauti tikslesnj kubo modelj nei taikant
9 sferines funkcijas, todél skaiciuojama padidinant sferiniy
funkcijy skaiciy. PavirSiaus ploto bei inercijos momento
paklaidy jvertinimas pateikiamas 3 pav., i§ kurio matoma,
kad modeliai gaunami Siek tiek tikslesni, kai L=3,L =4
ir L = 5. Naudojant sferiniy funkcijy laipsnj, didesnj nei 5,
tikslesnis modelis néra gaunamas.

Kubo modeliy, gauty esant skirtingiems sferiniy
funkcijy laipsniams, bréziniai pateikiami 4 pav., a, b, c,
d, e ir f dalyse. Kaip matyti i§ paveiksléliy, didesnio nei
5 laipsnio modeliai turi iskilumy vir§ kubo pavirSiaus.
Bitent tokius nuokrypius nuo kubo ir rodo iSaugusios
paklaidos grafike.
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Fig. 3. Dependence of the model on the number
of spherical harmonics

4 pav. Skirtingi kubo modeliai: a — modelis, kai L = 1;
b — modelis, kai L = 2; ¢ — modelis, kai L = 3; d — modelis,
kai L = 5; e — modelis, kai L = 7; f— modelis, kai L = 8

Fig. 4. Different models for the cube: a — model when
L =1; b—model when L = 2; ¢ — model when L = 3;
d — model when L = 5; ¢ — model when L = 7,
f— model when L =8



ISvados

Straipsnyje pateiktas sferiniy funkcijy modelis, kuris pritai-
komas kubo formos dalelei modeliuoti. Remiantis pateiktais
grafikais ir atliktais eksperimentais, nustatyta, kad turint 866
tasSkus kubas tiksliausiai sumodeliuojamas, kai sferiniy funk-
cijy skleidinio eilé yra L = 5. Taciau tokio modelio analitiné
iSraiska yra ilgoka ir tolesniems skai¢iavimams gali netikti,
nes reikalauty didesniy resursy, palyginti su Zemesnés eilés
modeliais. Gana tikslus kubo modelis gaunamas ir skleidinio
eilei esant L = 2. Todél skai¢iavimuose galima taikyti ir §j
model;j siekiant sutaupyti laiko ir kompiuterio resursy.
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THE APPLICATION OF SPHERICAL HARMONICS
FOR DESCRIBING A CUBE-SHAPE PARTICLE

U. Radyvilaite

Abstract

The paper disccusses various models for discrete element meth-
ods of modelling particle shapes. The multi-sphere method is
most frequently used, though a polyhedral approach and a hybrid
sphero-polyhedral model can also be introduced. All above men-
tioned methods precisely approximate particle shapes, and diffi-
culties in modelling contact between particles arise. Thus, there
is a need to have an universal method that gives the analytical
expression of the shape. For this purpose, spherical harmonics
have been introduced. The article presents the concept of the
spherical harmonics model and experimental results describing
the cube-shape particle.

Keywords: discrete element method, spherical harmonics, cube-
shape particle.
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