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ZUR ZUVERLASSIGKEITSTHEORETISCH GESTUTZTEN TRAGWERKS-
OPTIMIERUNG MIT VERFAHREN DER STOCHASTISCHEN QUASIGRA- *
DIENTEN

E.-R. Vaidogas

1. Einfiihrung

Viele wahrscheinlichkeitstheoretische Probleme, die sowohl bei der Analyse als auch bei der Op-

timierung von Tragwerken entstehen, kénnen am besten mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode, d.h. mit

statistischen Mitteln, geldst werden. Das wichtigste von ihnen ist die Berechnung der Versagenswahr-

scheinlichkeit eines Tragwerkes. Die Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeit wird auf ein Prob-

lem der Integration iiber einem mehrdimensionalen Raum zuriickgefiihrt. Man erkennt, daf’ die Losung

dieses Problems mit der Monte-Carlo-Methode theorisch sehr einfach ist. Anderseits ist aber ein hoher

numerischer Aufwand nétig und keine sehr hohe Genauigkeit auf diesem Wege erreichbar.

Das allgemeine Schema der zuverlissigkeitstheoretisch gestiitzten Optimierung eines Tragwerkes

schliefit mehrfache Durchfiihrung seiner Analyse und in erster Linie mehrfache Berechnung seiner Ver-

sagenswahrscheinlichkeit ein. Eine konventionelic Anwendung dafiir der einfachen Monte-Carlo-

Methode ist zu allererst wegen eines extrem hohen numerischen Aufwands véllig unannehmbar. Aus

anderer Seite wiirde cine Einbeziehung dieses universellen statistischen Mittels der Analyse dazu

fithren, daf es eine breite Klasse von Aufgaben der Tragwerksoptimierung 16sbar wire.

Eine exzellente Moglichkeit, die Monte-Carlo-Methode in der zuverlissigkeitstheoretisch gestiitzten

Tragwerksoptimierung rationell auszuniitzen, bieten Verfahren der stochastischen Quasigradienten. Sie

bilden eine Verfahrensklasse der Theorie der stochastischen Programmierung. Man kann mit ihrer Hilfe

Probleme der Tragwerksoptimierung lgsen, wenn sie in Form von Aufgaben der stochastischen Prog-

rammierung formuliert werden. Solches Vorgehen steht im Gegensatz zur dominierenden Anwendung

in der zuverldssigkeitstheoretisch gestiitzten Tragwerksoptimierung der nichtlinearen Programmierung,

In der vorliegenden Arbeit wird eine Tragwerksoptimierung unter Einbezichung eines Verfahrens

der stochastischen Quasigradienten vorgenommen. Aufgabenstellungen und numerisches Beispiel wer-

den aufgrund eines klassischen zuverldssigkeitstheoretischen Optimierungsproblems, d.h. einer
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Minimierung von Baukosten (oder Gewicht) eines Tragwerkes unter Einschriankung seiner Zuverlissig-

keit, formuliert und geldst.
2. Systemzuverlissigkeit

Die Zuverlissigkeit eines Tragwerkes, das in dieser Arbeit beispielsweise im zuverlissigkeitstheore-

tischen Sinne als ein Seriensystem betrachtet wird, definiert man als Wahrscheinlichkeit

PulEX) = 1~ Poy(EX) = Prob| (J(g,(X) < 0)|EX | = [, [ (x)/u(EX, xhix (D

des Nicht-Versagens des Tragwerkes, wobei P, (.) die Versagenswahrscheinlichkeit des Tragwerkes

bzw. System-Versagenswahrscheinlichkeit,
X=X, .., X) @

der Vektor der Zufallsvariablen bzw. Basisvariablen,

EX = (EX,, ..., EX) ®)

der Vektor der konstruktiven Variablen bzw. Bemessungsvariablen (Erwartungswertvektor von X),

I(x) =1- Hl(l - 1,(x)) @
J:
die System Indikatorvariable,
1 falls gj(x) <0, 5)
I5(x) = {0 falls g,(x) > 0

die Element-Indikatorvariable, /() die Veneilungsdichte von X und gJ(.) die Funktion des j-ten
Grenzzustandes ist [1,2].

Die System-Versagenswahrscheinlichkeit P, (.) wird mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode durch die
Versagenshiufigkeit P, abgeschitzt, nimlich durch

Py = ——¥1,(x) (©)

wobei & die Anzahl der Versuche von X und X die j-te zufillige Realisierung des Vektors der

Zufallsvariablen ist.

3. Aufgabenstellungen

Das klassische zuverldssigkeitstheoretische Optimierungsproblem ist das Problem der bedingten

Minimierung von Baukosten oder Gewicht eines Tragwerkes {3]. Die Baukosten oder Gewicht sind im
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allgemeinen zufillig, weil sie von zufilligen Parametern, z.B. Abmessungen, des Tragwerkes abhingen.
Eine Kennziffer w(.) fiir zufillige Baukosten oder zufilliges Gewicht 146t sich dann als eine Funktion
der Zufalisvariablen ausdriicken, d.h. w() ist eine explizite Funktion w(X) der Zufallsvariablen .Y,

Der von den Bemessungsvariablen EX, abhdngende Erwartungswert Ew(X) bedeutet zu erwartende
Baukosten oder zu erwartendes Gewicht einer Realisierung des Tragwerkes, und er kann fiir Zielfunk-

tion
WEX) = EWX) | EX) G

des klassischen zuverlidssigkeitstheoretischen Optimierungsproblems angenommen werden. In diesem

Fall 14t sich das Optimierungsproblem in Form einer Standartaufgabe der stochastischen Program-

micrung darstellen:
w(EX) = E(w(X)|EX) = o w(x) [ (EX, x)dx — min! (8a)
Pe(EX) = E(1,(X) | EX) = [, I,(x)/.(EX, x)dx < Ppy,. (8b)
EXeDcR' (8¢)
Hierin sind:
Pra die vorgeschriebene zuldssige Versagenswahrscheinlichkeit und
D: die abgeschlossene Teilmenge von R’ (in der Regel vom einfachen Charakter oder
sogar D :=R").
Zwei Verallgemeinerungen der Optimierungsaufgabe (8) sind vom praktischen Gesichtpunkt aus
zweckmifig:
1. Verallgemeinerung auf den Fall unterschiedlicher Dimensionen der Vektoren der Zufalls- und
Bemessungsvariablen.
2. Verallgemeinerung auf einen zeitabhingigen Fall.

In der Optimierungsaufgabe (8) sind Dimensionen der Vektoren der Zufalls- und Bemessungsvari-
ablen gleich, dh. Xe R" und EXe R". Im allgemeineren Fall ist die Dimension / des Vektors EX' der

Bemessungsvariablen kleiner als n:
EX'= (EX,, ... . EX))" fur I <n. )

Die erste Verallgemeinerung der Optimierungsaufgabe (8) ergibt sich durch eine Ersetzung in ihrer
Formulierung des Vektors EX durch den Vektor EX’, und zwar

W(EX') = E(w(X) | EX") = [, w(x)/(EX". x)dx — min/ (10a)
Pa(EX') = E(1,(X) | EX') = [, 1,(x)f(EX", x)dx < Py . (10b)
EX'eDcR (10¢)
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oX=(0"X,+ T2 )2

w(X,) g(X)

EW( sz)

Bild 1. Betrachtung der Zielfunktion Ew(.) und der Funktion P, (.) der Nebenbedingung in
unterschiedlichen Zeitpunkten

In der Aufgabe (8) wird der zeitunabhingige Fall betrachtet, weil die Zufallsvariablen X, zeitlich
nicht andern. Die Zielfuntion W(EX") und die System-Versagenswahrscheinlichkeit P, (EX") bezichen
sich dadurch auf einen gegebenen Zeitpunk ¢. Die Wahrscheinlichkeit P, (EX") wird in diesem Fall als
Augenblickswahrscheinlichkeit bezeichnet [4]. Als einfachste Verallgemeinerung des zeitunabhingigen
Falles auf einen zeitabhingigen 148t sich die sogenannte quasilineare Verteilung [4]

X=X,-tv (11
des Vektors X betrachten, in der durch die Zufallsvektoren

X, = (W X, (12)
und

V=, V) (13)
Vertetlung der Zufallsvariablen im Zeitpunkt ¢ = 0 und Geschwindigkeit ihrer monotonen Verianderung
modelliert wird. Durch das quasilineare Gesetz (11) 148t sich eine durch den agressiven Umwelteinfluf
hervorgerufene allmihliche Verschlechterung physischer und mechanisher Charakteristiken von den

Tragwerken modellieren, auf die langzeitige und sich monoton verdndernde Lasten wirken [4].
Die quasilineare Verteilung (11) von X lafit Optimierungsaufgaben formulieren, in den Zielfunktion
W(.) im Zeitpunkt ¢ = 0 minimiert wird, wihrend die System-Versagenswahrscheinlichkeit P (EX") im
Zeitpunkt =7 # 0 eingeschriankt wird (vglBild 1). So kann man, z.B., unter der Annahme. daf
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Cov(X, }))=0 fir ij=1, .. nist in der Optimierungsaufgabe (10) die Funktionen W(EX") und
P, (EX") durch die Funktionen
WEX',) = E(w(X,) | EX",) = [, w(x)/u(EX";, x)dx (14)
und
Pu(EX';, T) = E(1,(X, - TV)| EX",) =
= Jon Lr(x = T) fd(EX'y, ), (v)dxdv (15)

ersetzen, wobei
EX',= (EX,, ... EXp)" fir I<n (16)

der Vektor der Bemessungsvariablen und f, (). f,(.) dic n-dimensionalen Verteilungsdichten der Zu-
falisvektoren X, und ¥ sind. In der Optimierungsaufgabe

W(EX';) — min! (17a)
Poi(EX'y, T) < Phyg, (170)
EX'eDcR (17¢)

werden dann Baukosten eines Tragwerkes, die sich an den Anfang seiner Nutzung bezichen, unter Ein-
schrinkung seiner System-Versagenswahrscheinlichkeit am Ende seiner vorgeschriebenen Nutzungs-
dauer 7 minimiert. Die Optimierungsaufgabe (17) ist die zweite der obenerwihnten Verallgemeinerun-
gen der Optimierungsaufgabe (8).

4. Optimierungsverfahren

Einige Optimierungsverfahren schligt man in mathematischer Literatur fiir die Losung der Auf-
gaben (8), (10) und (17) vor [5,6]. Ein von ihnen heifit Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren
(Lagrange Multiplier Method) und griindet sich auf das klassische Schema der nichtlinearen Program-
mierung: priméire Optimierungsaufgabe wird mit Hilfe einer Lagrange-Funktion auf eine einfachere
Aufgabe der Suche nach einem der Sattelpunkte der Lagrange-Funktion zuriickgefithrt. Dabei werden
fiir solche Suche notwendige Gradienten der Lagrange-Funktion durch ihre statistischen Analoga - sto-
chastische Quasigradienten - ersetzt. Mathematische Probleme dieses Ansatzes werden im folgenden
aufgrund der Aufgabe (8) besprochen. Die Aufgaben (10) und (17) werden bei der Losung von
Beispielaufgaben betrachtet.

Die Lagrange-Funktion hat im Falle der Optimierungsaufgabe (8) die folgende Form:

L(EX. u) = W(EX) + u(Py,(EX) - Pp.) =
= E(W(X) + u(If(X) - Pfail,a) | EX) =
= E(/(X, u) | EX) (18)
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Die Losung der Aufgabe (8) besteht in der Bestimmung ecines der Sattelpunkte (EX* u*) der
Lagrange-Funktion L(EX, u) nach G1.(18) beziiglich der Menge D nach Definition (8c) und der Menge
D,={ueR | u>0}. Die erste Komponente EX* des Sattelpunktes (EX* u*) gehort immer zur
Losungsmenge der Aufgabe (8) [5,6].
Zur Bestimmung der Sattelpunkte (EX*, «*) von L(EX, ) dient die Prozedur
EX,,, = np(EX, - PiYiGe):

Uy, = max(0; u, + kak) (19)
firk = 0,1,2, ..

des Verfahrens der Lagrange-Multiplikatoren mit dem Normierungsfaktor

-1
1 k
Ye = [m ZI(X]-, uJ’)J . (20)

j=0
Hierin sind;
EX,, u, die beliebigen Anfangsniherungen von Komponenten des Sattelpunktes (EX*, u*) der
Lagrange-Funktion L(EX, u)
() die Operation der Projektion in die Menge D, d.h.
n, () = argmin{ly - EXI’ | EX e D},
Pk die Schrittweite und
Co S die Suchrichtungen.

Der Vektor §, und der Skalar 3, werden in der Prozedur (19) so gewihilt, daB sie die Gleichungen

E(C, | (EX, u)) = Ve L(EX, u)+v, @1

und
E( 9, | EX,) =V L(EX) (22)
erfiillen, wobei v, ein Zufallsvektor, dessen Norm |lv, || dem Null nihert, als & wéchst, ist. Der Vektor ¢,
und der Skalar 8, werden in der Theorie der stochastischen Programmierung als stochastische Quasi-
gradient und stochastische Gradient bezeichnet {5,6].
Eine erfolgreiche praktische Anwendung der Prozedur (19) stéfit auf drei Probleme:

1. Die Wahl der Schrittweite py.
2. Die Wahl der Suchrichtungen ¢, und S,
3. Die Wahl von Stoppregeln zum Abbruch der Suche gemifl der Prozedur (19).

Die Wahl der Schrittweite p,, die Bedingungen der Konvergenz der Folge {(EX v uk)} gegen
(EX*, u*) erfiillt, wird in mathematischer Literatur als programmierte Wahl bezeichnet und besteht in
einer Annahme der Folge {p,} als einer Folge von deterministischen Konstanten vor dem Starten des
Iterationsprozesses (19) [7-9]. In dieser Arbeit beschrinkt man sich auf die Wahl

A
= min| A,; —2-| firA; > 0, A, > 0 (23)
Pk ( 1 k+1) 1 2 >
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obwohl es Alternativen gibt. und eine optimale Wahl von p,_ als ein speziclles mathematisches
Untersuchungsfeld bezeichnet wird [8].

Als ubliche Suchrichtung C, dienen in Verfahren der stochastischen Quasigradienten die Blumsche
und Sackssche Differenzenformeln, die vom rechnerischen Gesichtspunkt aus besonders aufwendig sind,
und auBerdem nur fiir die Losung von Spezialfillen der gestellten Optimierungsaufgaben passen [5,6.8].
Man kann auch als Suchrichtung ¢, den Ausdruck

Gk = I(Xk' uk)VEXlnfx(EXk’ Xk), 24

der dic Bedingung (21) erfiillt und fiir den Iv, ! = 0 ist. verwenden. Die Formel (24) griindet sich auf
einen seit 60en Jahre bekannten Ausdruck, der im Falle der Lagrange-Funktion L(EX, u) die folgende
Form hat [10}:

OL(EX,u) 0
OEX,  OEX,

[ 1(x, w)/(EX, x)dx = E(I(X, u)w). 25

OEX,
Als Suchrichtung 8, wird in dieser Arbeit anstatt der in mathematischer Literatur vorgeschlagenen
Differenz I, (X) - Py, , der folgende Ausdruck genutzt [11]:

9 = 1(X) = Prara + Bioi — Prx- (26)

Darin ist P, , die obere Grenze eines fiir den Wert P, (EX,) gemif den Clopperschen-Pearsonschen
Gleichungen [12] berechneten Konfidenzintervalls. .

Was die Stoppregeln zum Abbruch der Suche, diec gemall der Prozedur (19) gefiihrt wird, anbetrifft,
sind im folgenden einige vorgeschlagen (vgl. Abschnitt 5.3).

S. Optimierung eines schlaff bewehrten Stahlbetonbalkens
5.1. Verbemerkungen

Gegeben ist ein frei aufliegender schlaff bewehrter Stahlbetonbalken mit Rechteckquerschnitt und
von 6 m Spannweite nach Bild 2, der mit zwei gleichmiBig verteilten Lasten belastet ist. Die Berech-
nung des Balkens wird zur Gewihrleistung seiner Tragfihigkeit gefiihrt. Man nimmt dabei an, dah ein
Verlust der Tragfahigkeit des Balkens eintritt, wenn eine der folgenden Brucharten erfolgt:

I Biegezugbruch im Schnitt 1 bei einer schwachen Bewehrung der Biegezugzone.
2. Biegedruckbruch im Schnitt 1 bei einer starken Bewehrung der Biegezugzone.
3. Querkraftbruch im Schnitt 2.

Die Tragfahigkeit wird gewihrleistet, wenn in keinem von den beiden Schnitten der Grenzzustand

des Bruches nicht iiberschritten wird, nimlich

gi{x) = Ri(x) - $;(x) > 0 Q7
und
g:(x) = Ry(x) - 5,(x) > 0. (28)
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Bild 2. Statisches System, Belastung und Bewehrung im Querschnitt des schlaff bewehrten Balkens

Hierin sind:

R,(): der Bruchwiderstand im Schnitt 1
S,(): die Beanspruchung im Schnitt 1

R,(): der Bruchwiderstand im Schnitt 2 und
S,0): die Beanspruchung im Schnitt 2.

Der Vektor X der Zufallsvariablen, die in Bild 2 teilweise dargestellt und in Tabelle 1 aufgezihit
sind, besteht in diesem Beispiel aus 11 Komponenten. Zwei Fiille werden betrachtet:

L Alle Zufallsvariablen X;, sind zeitlich unverinderlich.

2. Die Zufallsvariablen X,, X; und X, dic Querschnittsfliche 4, der Lingsbewehrung, Beton-
druckfestigkeit /.. und Betonzugfestigkeit f,, bezeichnen, verdndern sich zeitlich infolge der
Bewehrungskorrosion und Betondestruktion. Ubrige Zufallsvariablen sind zeitlich unverénder-
lich.

Tabelle 1 Parameter der Verteilungen der Zufallsvariablen X,

i Zufallsvariable Bezeich- Mittelwert Var.-koeff. | Verteilungs-
nung typ

1 Querschnittsfldche der A4, variabel 0,03 NV *
Léngsbewehrung

2 | Querschnittsflache der 4,, 0,565-10* m? 0,03 NV
Querbewehrung

3 | Balkennutzhthe d vanabel 0,035 NV

4 Balkenbreite b 0,3m 0,03 NV

5 Biigelabstand s 0,2m 0,25 NV

6 | FlieBgrenze der 5 460 MPa 0,093 NV
Lingsbewehrung

7 | FlieBgrenze der T 331 MPa 0,093 NV
Querbewehrung

8 | Betondruckfestigkeit St 14,5 MPa 0,135 NV

9 Betonzugfestigkeit S 3,6 MPa 0,25 NV

10 | Intensitit der G 33,1-10° MN/m 0,05 NV
Dauerbelastung

11 | Intensitat der 0 14,4-103 MN/m 0,25 LNV **
Verkehrsbelastung

*Normalverteilung

**logarithmische Normalverteilung

***K orrelationskoeffitient p(f

ce?

[, ist gleich 0,8

=50-




Verteilungstype und -parameter der Zufallsvariablen .Y, sind fiir den ersten Fall in Tabelle 1 zusam-
mengestellt. Im zweiten Fall wird die Zeitabhingigkeit des Vektors X mit Hilfe des quasilinearen Ge-
setzes (11) unter der Annahme, daB V, # 0 firr i = 1 8. 9 und ¥, = 0 anderenfalls ist, modelliert. Die in
Tabelle 1 angefiihrten Verteilungstype und -parameter beziehen sich im zweiten Fall auf den Vektor X,
Beziiglich der Geschwindigkeiten V), V; und V, wird das folgende angenommen: V, ~ M(EV, EV, x4,),
Cov(V, V) =0, EV, = 0,004EX , 6,=5% furij =18, 9 und i # /. Analytische und algorithmische
Ausdriicke der Widerstinde R(.) und R,(.) sowie der Beanspruchungen S,(.) und S,(.) sind in den
Arbeiten [4,13] gegeben.

Als Zielfunktion wird im ersten Fall der Erwartungswert

Ew(X) = Ew(d, b, 4,) = E( lldbe, + AE,)) 29
des nach Kosten in der Konstruktion (in-place cost) reduzierten Volumens des Stahlbetons verwendet
(vgl. [13]; Abschnitt 11.1), wobei / die Balkenlinge und £, £ die Reduktionsbeiwerte sind. Die dimen-
sionslosen Reduktionsbeiwerte &, und &, sind Verhiltnisse von Kosten in der Konstruktion des Betons
und der Liangsbewehrung des Balkens zu Kosten in der Konstruktion des Betons der Giitenklasse B15.
In diesem Beispiel sind die Werte £, = 1,1 und £ = 50 angenommen (vgl. Tabelle 11.1 in [13]). Fir
Bemessungsvariablen werden im ersten Fall die Erwartungswerte Ed und EA4_ der Balkennutzhéhe und

Querschnittsfliche der Lingsbewehrung angenommen:
EX' = (EX,, EX,) = (Ed, E4,). (30)
Im zweiten Fall wird als Zielfunktion der Wert
Ew(X,;) = Ew(d, b, 4y) €)Y

der Funktion (29) betrachtet, wobei 4_, die zufillige Querschnittsfliche der Lingsbewehrung am An-
fang der Nutzung des Balkens ist. Der Vektor der Bemessungsvariablen lautet:

EX'; = (EX,,, EXza)T = (Ed, EAsd)T- G2)
5.2. Aufgabenstellungen

Gesucht sind die Werte der Bemessungsvariablen Ed, EA_ und EA_, bei denen die Zielfunktionen
(29) und (31) ihre Minimalwerte unter Einhaltung der Nebenbedingung annehmen, die darin besteht,
dafl der Balken seine Tragfihigkeit mit der Wahrscheinlichkeit P, kleiner oder gleich ihrem
zulassigen Wert P, hochstens verlieren darf Mathematische Formulierungen der

Optimierungsaufgaben lauten folgendermafien:

w(EX’) = E(w(X)|EX’) > min/ (33a)
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P (EX') = Prob{u(g,(x) < 0)| EX'} < P (33b)

J=1
und
w(EX';) = Ew(X,)| EX';) — min! (34a)
2
Pfail(EX,d’ T) = PrOb[U(gJ(Xd - TV) < 0) |EX,d:| < Pfail,a' (34b)
j=1

5.3. Optimierungsdurchfiihrung

Zur Losung der Optimierungsaufgaben (33) und (34) wurden ihnen die Lagrange-Funktionen
LEX', u) = W(EX") + u( Py (EX) - Ppy) =
= B(w(x) + ul1,(X) - P,) | EX) =
= E(/(X, u) | EX") (3%)
und
L(EXy, u) = WEX";) + u(Pry (EX'4. T) ~ Ppa) =
= E(W(Xd) + u(lf(Xd’ V) - Pfail,a) 'EX’d) =
- E(((x,, 7, v, u) | EX,) (36)
zugeordnet. Fiir die Suche nach Elementen der Mengen der Sattelpunkien (EX™, u*) und (EX™*, u*)
von L(EX’, u) und L(EX', u) wurde dic Prozedur

EX' oy = EX'y - ppYiCss
g, = max(0; u, +p,9;) 37
furk = 0,1,2, ...
mit

Ge =X, u,) x

R T
x | diag .X”; —, XZ; (x, - EX"}) - [ 1, , 1 ) (3%)
E)&’“O‘ X 1k E‘Xch sz E‘Xlk E‘sz

und die Prozedur

EX';ii1 = EX'5 — piYiCio
Upy = max(O; u, + pksk) . (39)
furk = 0,1,2, ...
mit

Cx :l(Xdk’ TV, “k) X

. . T
x diag[ ")‘”; —, ,‘\2’; - ](X’k - EX'}) - [L 1 ] 40)
EX,,6%X,, EX,c6%X,, EX,, EX,

und 8, nach GI.(26) verwendet, wobei die obere Konfidenzgrenze P, in G1.(26) fir die Werte
Pﬂn,(EX ") bzw. Pﬁu,(EX "4 1) berechnet wird. Die Prozeduren (37) und (39) sind fiir die Losung der
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Optimierungsaufgaben (33) und (34) angepafite Spezialfille der Prozedur (19) des Verfahrens der La-
grange-Multiplikatoren.

Eingabedaten, die fiir die Berechnung mit der Prozedur (37) bei der Losung der Optimierungsauf-
gabe (33) verwendet wurden, sind in der Tabelle 2 zusammengestellt. Die Optimierungsaufgabe (34)
wurde mit Hilfe der Prozedur (39) bei der vorgeschriebenen Bruchsicherheit 2, =1 - Pﬁ”La = 0,99 fir
den 0, 10, 20, 30, 40 und 50-jihrigen Nutzungsdauer 7 gelost. Weitere fiir die Berechnung mut der
Prozedur (39) verwendete Eingabedaten sind in der Tabelle 3 angefiihrt. Als Anfangsnidherung u, des

Wertes «* wurde stets 0 angenommen.

Tabelle 2 Eingabedaten zur Lésung der Optimierungsaufgabe (33)

Poca=1"Pry, Komponenten von EX, Parameter von p,
EX, (Ed,, m) EXL0 (EA,, m?) A A

0,999 0,55 24,6310 04 2
0,995 0,55 24,63-10 0,4 20

0,99 0,55 24,63-10 0,4 30

0.98 0,55 24,6310 04 80
0.97 0,55 24,63-10 0,4 160

Tabelle 3 Eingabedaten zur Lsung der Optimierungsaufgabe (34)

T, Jahr Komponenten von EX’, Parameter von p,
A
EX,,, (Ed,, m) EX,,, (E4,,, m?) ! A
0 0,55 30,54-10 04 120
10 0,55 30,54-10 0,4 80
20 0,55 30,54:10 0,4 40
30 0,55 30,54-10 0,4 20
40 0,55 30,54-10 0,4 10
50 0,55 30,54-10 0.4 2

Die Vorgabe der relativ niedrigen vorgeschriecbenen zulissigen System-Uberlebenswahrscheinlichkeiten
Pa=097..0999 (meLa = 0,001 ... 0,03) bei der Lésung der Optimierungsaufgaben (33) und (34)
erkldrt sich dadurch, dal die Abschatzung in jedem Punkt EX', und EX', der in den
Nebenbedingungen (33b) und (34b) eingeschrinkten System-Versagenswahrscheinlichkeiten
me,(EX’) =1-P_ (EX) und wa,(EX’a, I)=1-P (EX', T) anhand der einfachen AMonte-Carlo-
Methode durchgefiihrt wird. Diese Methode erméglicht eine Abschidtzung von me,(.) mit einer
annchmbaren Konfidenz und bei einer relativ niedrigen verfiigbaren Versuchsanzahl k + 1 < (0.5 ... 1)-
10* nur in einem Teil des fir dic Entwurfspraxis von schlaff bewehrten biegbeanspruchten
Stahlbetonbalken charakteristischen Intervalls P, () = 107'° .. 0,25 (im Durchschnitt P, () = 10",
Angaben von Kudzys [4]). Eine Notwendigkeit, die Optimierungsaufgaben (33) und (34) mittels einer
relativ kleinen Iterationsanzahl % + 1 bei P..>0.999 ..0,9999 zu losen, wiirde eine Integration in

das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren einer der Methoden zur Verminderung der Varianz der
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Schitzung (0). 2.B. des Simulationsverfahrens mit “importance sampling” |14]. crfordern. Solche
Integration steht jedoch auBier Zicle der vorlicgenden Arbeit.

Dic Wahl konkrcter Werte der Parameter A, und A, der durch G1.(23) definicricn Schrittweite i
becinflult diec asymptotischc Konvergenzgeschwindigkeit der Prozeduren (37) und (39). Leider muf
man sagen. daB es kcine mathematisch formalisicric Uberlegungen gibt. aus den folgt. welche Wahl von
A, und A, besscre oder sogar dic beste ist. Dic in den Tabellen 2 und 3 angefithrien Werte von A und A,
wurden auf Grund der Optimierungserfahrung gewihlt und gewihrleisten dic Konvergens der
Prozeduren (37) und (39) nur in den betrachtcten konkreten Fillen.

Die Suche nach den Sattelpunkten (EX™*. u*) und (EX™, u*) von [(EX’. u) und /(EX’ &+ #) gemaf
den Prozeduren (37) und (39) wurde bei jeder Optimicrung in den Anfangspunkien (EX',. 0) und
(EX' ». 0) angefangen. wobei die Anfangsniherungen EX’) und EX’, von EX™*und EX"*, in den Tabel-
len 2 und 3 vorgegeben sind. und in der Iteration v abgebrochen. in der Ungleichungen in den

folgenden Stoppregeln erstmals im Verlaufe der Optimicrung gleichzeitig erfiillt worden waren [11];

1. Stoppregel (statistische Gleichstellung mit Null des Gradienten der Lagrange-Funktion)

2( —
T = inf[k M <K e o1 a D
kl . :
mit
B o=k + G - 0) 2, (q - 0) = (k + D) G Z o (42)
= 43)
ml’ I\+l ZCI
und
_ 1 k )T_ (44)
mk - ; Z ka ka .
10

2. Stoppregel (Einschrinkung des Schitzungsfehlers der Zielfunktion)

= i'lf(k' Wbk = Wik e] 45)
Wk
mit
sw!
Wbk = W + 21 g2 Tf (46)
sw
Wik = Wk — 210 2 \/-ﬁ (7)
k
o = —— S w(x)) (48)
k+1 :
und '
k 2
szwk = l Z(W(X/) - wmk) X (49)
k 1:0
3. Stoppregel (statistische Uberpriifung der Ncbenbedingung)
t=inf k| Py <P (50)
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Hierin sind:

F,

(1010 das Quantil der Ordnung 1 - o einer /-Verteilung mit (/, k¥ + 1 - /) Freiheitsgraden

z das Quantil der Ordnung 1 - o2 der standartisierten Normalverteilung und

1-0v2
£ die positive Zahl.

Das Quantil ;, , ,, , in der Stoppregel (41) und das Quantil z, _, in den Ausdriicken (46) und
(47) sowie die obere Konfidenzgrenze P,, , in der Stoppregel (50) wurden im Verlaufe der Optimierun-
gen fir das Signifikanzniveau o = 0,05 berechnet. In der Stoppregel (45) wurde aulerdem ¢ = 0,01
festgelegt.

Zur Veranschaulichung einer von den durchgefiihrten Optimierungen, und zwar der Minimierung
von W(EX") bei der vorgeschriebenen zulissigen Uberlebenswahrscheinlichkeit P, = 1 - Proira = 0,99
(vgl. Tabelle 2), werden in den Bildern 3 bis 5 die folgenden in Form von ununterbrochenen Funktionen
der Iterationsnummer & vorgestellten Folgen dargestellt:

L. Die Folgen {Ed,, k=0, 25, 50, ..., 850, 874} und {EA_, k =0, 25, 50, ..., 850, 874}, wobei

t = 874 die Nummer der Stoppiteration ist (vgl. Bild 3).

2. Die Folge {kav k=0,25, 50, ..., 850, 874}, deren Elemente die Mittelwerte (48) sind (vgl.
Bild 4).
3. Die Folge {/,,, k=0, 25,50, ..., 850, 874}, deren Elemente die Mittelwerte
R , ,
(Z]_:O I(Xj’ uj))/(k + 1) sind (vgl. Bild 4).
4. Die Folgen {1-P,, k=50,75 .. 850,874}, {1-P,, k=50,75 ., 850,874} und

{1- Pup k=50,75 ., 850, 874}, wobei Pup Pp,und P, die nach G1.(6) definierte
statistische Schéitzung der System-Versagenswahrscheinlichkeit P, (EX’,) und die untere und
obere Konfidenzgrenze fir P, (EX") ist. P, und P, wurden gemif den Clopperschen-
Pearsonschen Gleichungen [12] bei Versuchsanzahl k£ + 1 und o = 0,05 berechnet (vgl. Bild 5).

5.4. Optimierungsergebnisse

Ergebnisse der Losung der Optimierungsaufgaben (33) und (34) bei verschiedenen Werten von
Pca=1- Py, und 7 sind in den Tabellen 4 und 5 zusammengefat. Die Gesamtheit dieser Ergeb-
nisse sind Werte, die in der Stopiteration t aufgrund der wihrend des ganzen Iterationsprozesses akku-
mulierten Information errechnet werden, und die sich in zwei Gruppeh cinteilen lassen. Zur ersten

Gruppe gehoren die klassischen Losungsergebnisse einer Optimierungsaufgabe:

1. Die optimalen Werte Ed,. E4_, und E4 . der Bemessungsvariablen, d. h. Komponenten der
Vektoren EX’, und EX’, (vgl. Tabellen 4-a und 5-a).
2. Die statistischen Schitzungen w,_ nach Gl.(48) der Minimalwerte W(EX ") und W(EX',) der

Zielfunktionen (29) und (31) (vgl. Tabellen 4-b und 5-b).
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Bild 5. Variation der statistischen Schétzung 1 - P, , der System-Uberlebenswahrscheinlichkeit
Po(EX}) = 1 - P A EX';) (2.Diagramm) sowie unteren und oberen Konfidenzgrenzen 1 - P, und

1 - Py, fur P, (EX")(1.und 3.Diagramme)
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Zur zweiten Gruppe gehoren die Werte, die zum Stopp der Berechnungen nach den Prozeduren (37) und

(39) errechnet werden, also in den Stoppregeln (41). (45) und (50) auftreten:

1. Die Werte der linken und rechten Seite der Ungleichung in der Stopprege! (41) bei &k = 1 (vgl.
Tabellen 4-¢c und 5-¢).

2. Die unteren Konfidenzgrenzen w,, . nach G1.(47) der 95-prozentuellen Konfidenzintervalle fiir
W(EX')) und W(EX',) (vgl. Tabellen 4-b und 5-b).

der System-Uberlebenswahrscheinlichkeiten P, (EX") =

Suc

3. Die statistischen Schatzungen 1-P,

2
=1-P (EX)und P (EX";. T)=1- P, (EX',, T) (vgl. Tabellen 4-d und 5-d).

4. Die Grenzen 1 - P, _und 1 - P, der 95-prozentuellen Konfidenzintervalle fir P, (EX") und
P, (EX',. T) (vgl Tabellen 4-d und 5-d).

Die in den Tabellen 4 und 5 zusammengestellten Ergebnisse der Losung der Optimierungsaufgaben
(33) und (34) lassen sich auf verschiedene Weise interpretieren, und zu allererst mufl man sagen, dafl
diese Ergebnisse die Moglichkeit, Tragwerke mittels des Verfahrens der Lagrange-Multiplikatoren zu
optimieren, prinzipiell beweisen. Aus der Formulierung der Optimierungsaufgabe (33) folgt, dabb die

Ergebnisse ihrer Losung auf natiirlichste Weise fiir das statistische Aufspiiren der Kurve

A= {EX’ ‘ W(EX') = min W(U), P..(EX') > Pm_a} 5D
Uc¥CR
und des Bildes der Funktion
v = f(Puca) = min{W(EX') | Pu(EX') > Py} (52)

zustatten kommen konnen. Verbindet man mit Geraden die Punkte (Ed, 1 - P, ), (E4_, 1- P, ) und
(W, 1 - P, ) mit den in den Tabellen 4-a, 4-b und 4-d angefiihrten Koordinaten, so wie das in den
Bildern 6 und 7 dargestellt ist, dann kann man erhaltene Polygonziige als graphische Schitzungen der
Kurven (51) und (52) betrachten. Im Bild 6 bilden die jeder Abszisse 1 - P,, . entsprechenden Ordinaten
Ed_und EA__ einen Punkt, der im Koordinatensystem {0; Ed, EA_} in einer gewissen Nihe der Kurve

(51) liegt.

Tabelle 4 Ergebnisse der Losung der Optimierungsaufgabe (33)

Tabelle 4-a Werte der Bemessungsvariablen in der Stoppiteration

Poa=1-Ppu, Nummer der Komponenten von EX';
Stoppiteration T EX, (Ed, m) EX, (E4_, m?)
0,999 5570 0,531 23,90-10°
0,995 3131 0,462 19,36:10"
0,99 874 0,445 18,08.107
0.98 354 0,440 17,61-107
0.97 432 0,417 18,2110
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Tabelle 4-b Statistische Schitzungen der Werte #{EX') der Zielfunktion *

P.=1-Pu. Nummer der Wy o m’ w,,m
Stoppiteration T
0,999 5570 1,749 1,753
0,995 3131 1,480 1,483
0,99 874 1,480 1,411
0.98 354 1,385 1,388
0.97 432 1,353 1,357

*mit w,_und w, wird in der vorliegenden Tabelle die Punktschétzung gemaB der G1.(48) und die untere Grenze
gemil der Gl (47) des Konfidenzintervalls zum Konfidenzniveau 0,95 fiir W(EX") bezeichnet; die vorliegenden

Werte von w,__und w, erfullen die Ungleichung in der Stoppregel (45) bei € = 0,01

Tabelle 4-c Werte in der Stoppiteration der rechten und linken Seite der Ungleichung in der Stoppregel (41) *

2 e
Poea™1-Pry, Nummer der y Fo v 00

Stoppiteration T N

0,999 5570 1,35942 2,99573

0,995 3131 0,92711 2,99573

0,99 874 1,22514 2,99573

0.98 354 1,11311 3,04114

0.97 432 1,58776 3,03679

*in der betrachteten Optimierungsaufgabe gilt fur die linke Seite der Ungleichung in der Stoppregel (41)/ = 2

Tabelle 4-d Statistische Schitzungen der System-Uberlebenswahrscheinlichkeit P_ (EX") =1 - P AEX)*

Poa=1- Pﬁ”.,ﬂ Nummer der 1-P,. 1- me 1-P
Stoppiteration 1
0,999 5570 0,999000 0,999920 0,999995
0,995 3131 0,995033 0,998084 0,999297
0,99 874 0,990001 0,996568 0,999292
0.98 354 0,980021 0,994429 0,999325
0.97 432 0,970016 0,986111 0,994887

*mit P, und P, werden in der vorliegenden Tabelle die gemaB den Clopperschen-Pearsonschen Gleichungen
[12] berechneten Grenzen des Konfidenzintervalls zum Konfidenzniveau 0,95 fur die Werte P, (EX')) der System-

Versagenswahrscheinlichkeit bezeichnet

Tabelle S Ergebnisse der Losung der Optimierungsaufgabe (34)

Tabelle 5-a Werte der Bemessungsvariablen in der Stoppiteration

T, Jahr Nummer der Komponenten von EX'y,
Stoppiteration 1 EX,, (Ed, m) EX,, (E4,,.. m?)
0 1303 0,445 18,0810
10 1164 0,434 23,20-10™
20 1021 0,467 24,0010
30 1021 0,492 24,4010
40 720 0,507 24,60-10°
50 874 0,506 25.20-10"
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Tabelle 5-b Statistische Schitzungen der Werte W{EX', ) der Zielfunktion *

T, Jahr Nummer der Wy o m’ w . m’
Sioppiteration t
0 1303 1,407 1,411
10 1164 1,571 1,578
20 1021 1,641 1,646
30 1021 1,686 1,693
40 720 1,718 1,726
50 874 1,726 1,731

*mit w,__und w, wird in der vorliegenden Tabelle die Punktschitzung geméf der G1.(48) und die untere Grenze
gemiB der G1.(47) des Konfidenzintervalls zum Konfidenzniveau 0,95 fur W(EX')) bezeichnet, die vorliegenden

Werte von w, _und w), _erfiillen die Ungleichung in der Stoppregel (45) bei e = 0,01

Tabelle S-c Werte in der Stoppiteration der rechten und linken Seite der Ungleichung in der Stoppregel (41) *

2 -
T, Jahr Nummer der I (72 1 Fo o 1 00s
Stoppiteration t ’
0 1303 0,91622 2,99573
10 1164 0,99512 2,99573
20 1021 1,12128 2,99573
30 1021 1,20256 2,99573
40 720 0,81899 2,99573
50 874 1,11451 2,99573

*in der betrachteten Optimierungsaufgabe gilt fiir die Tinke Seite der Ungleichung in der Stoppregel (41)/ = 2

Tabelle S-d Statistische Schéitzungen der System-Uberlebenswahrscheinlichkeiten P (EX',, T=1-P, (EX', , T)*
T, Jahr Nummer der 1-P,. 1- Pf.,: 1- Pm,t
Stoppiteration 1
0 1303 0,990004 0,995395 0,998309
10 1164 0,990004 0,995704 0,998604
20 1021 0,990000 0,996082 0,998932
30 1021 0,990000 0,996082 0,998932
40 720 0,990002 0,997222 0,999664
50 874 0,990001 0,996568 0,999292

*mit P, und P,

werden in der vorliegenden Tabelle die gemiB den Clopperschen-Pearsonschen Gleichungen

[12] berechneten Grenzen des Konfidenzintervalls zum Konfidenzniveau 0,95 fiir die Werte P, (EXy, T)der

System-Versagenswahrscheinlichkeit bezeichnet

Auf dhnliche Weise kann man bei der Betrachtung der Losungsergebnisse der Optimierungsaufgabe
(34) aus den Punkten (Ed, T), (E4,4,, T) und (w,., T) mit den in den Tabellen 5-a und 5-b
angefiihrten Koordinaten Polygonziige bilden (Bilder 8 und 9). Man kann dann die Polygonziige als
graphisch dargestellten statistischen Schitzungen der Kurve

E = {EX’d W(EX';) = min (53)
Uc¥#cR?

w(v), P, (EX';, T) > Pm,a}

und des Bildes der Funktion
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EX’, der Kurve (53)
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Bild 9. Polygonzug zur Abschitzung des Bildes der nach G1.(54) definierten Funktion y = ¢(7)

y = o(1) = min{W(EX",) | Po(EX'y, T) > Poc) 54)

betrachten. Im Bild 8 bilden die jeder Abszisse 7" entsprechenden Ordinaten Ed_und E4 ,_ einen Punkt,

der im Koordinatensystem {0; Ed, E4, d} in einer gewissen Nihe der Kurve (53) liegt.

Es ist bemerkenswert, daf} alle in den Bildern 6 bis 9 dargesteliten Abhéingigkeiten im Sinne der Zu-
verlissigkeit sozusagen auf der konservativen Seite liegen, d.h. die Ordinaten der Polygonzugpunkte
mit den unteren Konfidenzgrenzen 1 - P, von Pfai,(EX 'Jund me.,(EX ' » T) und nicht mit den Punkt-
schitzungen 1 - P, _ assoziiert sind. Das hat die folgenden Griinde:

1. Fir die oberen Konfidenzgrenzen P, gelten die Bezichungen Prob[P_(EX") < Pub,t] 2
> 0,95 und Prob[ P, (EX',, T) < P,,.] 2 0,95, wihrend fiir die Punktschitzungen P, keine
Aussagen von solcher Art moglich sind.

2, Die oberen Konfidenzgrenzen P,, . liegen in einer unmiticlbaren Nahe der vorgeschriebenen
zuldssigen System-Versagenswahrscheinlichkeiten P, , (vgl. Tabellen 4-d und 5-d). Die Dif-
ferenzen (P, , = Py Prauy, liegen in den Grenzen 0 ... 6,6% fiir die Optimierungsaufgabe (33)
und 0 ... 0,04% fiir die Optimierungsaufgabe (34).

Die Konfidenz der Folgerungen, die man aus Losungsergebnissen der Optimierungsaufgaben (33) und

(34) ziehen kann, 14ft sich durch die Annahme des breiteren und dichteren Spektrums der Werten von

P, vergroBern. Auflerdem kann man sich durch systematische Anderung der Startpunkte (EX’,, u,)

und (EX", u,) einen gewissen Uberblick iiber die Losungsmenge der Optimierungsaufgaben verschaf-

fen. Entscheidend fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der Prozeduren (37) und (39) ist die Wahl der

Folge {p,} Bemerkenswert ist dabei, daB bei einer und derselben Wahl der Schrittweite gemih der

Gl.(23) eine Variation ihrer Parameter A, und A, zu eciner entsprechenden Variation von

Losungsergebnissen und vor allem von EX’_ und EX’, sogar dann fithrt, wann das Iterieren in einem

und demselben Startpunkt (EX", u,) oder (EX’,, u,) anfingt. Solche Variation der Losungsergebnisse

offnet einen zusitzlichen Raum fiir ihre statistische Interpretation.
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6. Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

Mit Hilfe des Verfahrens der Lagrange-Multiplikatoren werden fiir das Beispiel cines schlaff be-
wehrten Stahlbetonbalkens methodische Aspektc der Einbeziehung von Verfahren der stochastischen
Quasigradienten in die zuverldssigkeitstheoretisch gestitzte Tragwerksoptimierung betrachtet. Dazu ist
das klassische zuverlissigkeitstheoretische Optimierungsproblem. d. h. die Minimierung von Baukosten,
Gewicht oder Volumen eines Tragwerkes unter Einschrankung seiner Zuverldssigkeit, gewahlt. Das
Optimicrungsproblem wird als Standartaufgabe der stochastischen Programmierung formuliert. Als
Zielfunktion wird bei der Optimierung des Stahlbetonbalkens der Erwartungswert des nach Kosten in
der Konstruktion reduzierten Volumens des Stahlbetons verwendet. In der Nebenbedingung wird die
Versagenswahrscheinlichkeit des als zuverldssigkeitstheoretische Seriensystem betrachteten Stahlbeton-
balkens eingeschrinkt. Werte der zuldssigen Versagenswahrscheinlichkeiten werden in dem Intervall
vorgegeben, in dem sic durch die einfache Afonte-Carlo-Methode abschitzbar sind. Durch die
Einbeziehung in die Nebenbedingung der quasilinearen Verteilung des Vektors der Zufallsvariablen
wird die Verallgemeinerung des zeitunabhingigen Falles auf einen zeitabhingigen vorgenommen: der
Erwartungswert des nach Kosten in der Konstruktion reduzierten Volumens des Balkens. der sich an
den Anfang seiner Nutzung bezieht, wird unter Einschrinkung der System-Versagenswahrscheinlich-
keit des Balkens am Ende seiner vorgeschriebenen Nutzungsdauer minimiert.

Fiir die Berechnungen mit dem Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren wird anstatt stochastischer
Differenzenformeln der Ausdruck des stochastischen Gradienten genutzt, der sich auf die Differen-
zierung unter dem Integralzeichen griindet. Der Ausdruck erméglicht die Suche nach Sattelpunkte der
Lagrange-Funktion ohne mehrmaligen Durchrechnung in jeder Optimierungsiteration der Grenzzu-
standsfunktionen des Tragwerkes. Fiir den Abbruch der Suche, die gemif der Prozedur des Verfahrens
der Lagrange-Multiplikatoren gefithrt wird, dienen drei statistisch argumentierte Stoppregeln.

Die durchgefithrten Optimicrungen zeigen, dal das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren fiir die
zuverldssigkeitstheoretisch gestiitzte Tragwerksoptimierung anwendbar ist, dabei in den Fallen, wann
sich die Zuverlassigkeit des zu optimierenden Tragwerkes mit Hilfe der einfachen Monte-Carlo-
Methode abschitzen 1iBt. Weitere Untersuchungen missen zeigen, ob Simulationsverfahren zur Berech-
nung kleiner Versagenswahrscheinlichkeiten in das untersuchte Optimierungsverfahren einbeziehen

lassen.
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Summary

Methodical aspects of the reliability-based structural optimisation using stochastic quasigradient methods are
considered. For an example of the simply supported reinforced concrete beam, the employment of the Lagrange
multiplier method that belongs to the class of stochastic quasigradient methods is demonstrated. The classical opti-
mum design goal to minimise structural cost or weight under the constraint on the structural failure probability is
taken for consideration. Optimisation problems solved with the Lagrange multiplier method are formulated in form
of general stochastic programming problem. The mathematical expectation of the concrete volume reduced with re-
spect to the in-place cost of the beam materials is taken as the objective function. Constraint function is the limita-
tion placed on the beam failure probability. The beam is considered as a series structural system. Values of the pre-
scribed allowable failure probability belongs to the interval in which the estimation of the failure probabilities by
the simple Monte-Carlo method is possible with an acceptable confidence. The time-independent case as well as
the time-dependent one is considered in the optimisation problems. The generalisation on the time-dependent case
is undertaken through the introduction into the constraint function of the quasi-linear distribution law of the random
variables. In the time-dependent case, the objective function is associated with beginning and the constraint func-
tion with end of the service period.

An expression of the stochastic gradient based on the differentiation under the integral sign is used for calcula-
tions with the Lagrange multiplier method. The stochastic gradient used is computationally more effective in com-
parison with stochastic finite-difference formulae usual in stochastic quasigradient methods because it requires only
one computation of the structure in search iteration of the optimisation process. Three rules based on statistical ar-
gumentation are used for the stopping of the seat according to the procedure of the Lagrange multiplier method.

The optimising of the beam shows that the Lagrange multiplier method is applicable for the optimal design of
structures in that cases when the structural reliability can be estimated by means of the simple Monte-Carlo
method. Additional research is needed for integration in the Lagrange multiplier method of statistical simulation
techniques for the estimation of small structural failure probabilities.
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