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GEOMETRISKAI NETIESINIO LENKIAMO STRYPO BAIGTINIO ELEMENTO

STANDUMO RODIKLIU NUSTATYMAS
A. Mikoliiinas, R. Kacianauskas

1. Ivadas

Siuolaikiné kompiuteriné technika bei egzistuo-
jandios skai¢iavimo technologijos leidZia tiesiniuose
uZdaviniuose atsisakyti jprasty prielaidy bei hipote-
ziy. Atsisakius prielaidy apie maZus poslinkius ir de-
formacijas formuluojamas geometri$kai netiesinis
uZdavinys. Toks uZdavinys leidZia prognozuoti geo-
metriniy poky¢iy jtaka ir yra aktualus nagrinéjant
atskirus strypus ir strypines sisternas.

Viena i§ pirmyjy publikacijy apie netiesinius
baigtinius elementus paskelbta 1960 metais [1].
Bendrieji geometrifkai netiesiniy kontinualiy ir dis-
krediyjy sistemy matematiniai modeliai ir pagrin-
dinés priklausomybés pateiktos [2-8].

Sudarant geometridkai netiesiniy lenkiamy stry-
py modelius dominuoja strypai, apradyti 2 mazgais [2-
8], kur adiné jéga aproksimuojama tiesine iSraiSka.
Sudétingesné iSrai§ka pasiiilyta [3], kur tikslesniam
asinés jégos skaitiavimui strypo elemente naudoja-
mas trefias mazgas.

Straipsnyje sudarytos konkrecios elemento su 3
mazgais priklausomybés ir analizinés ploks¢io lenkia-
mo strypo elemento tamprumo rodikliy iSraiSkos.
Gautas elementas yra i$bandytas autoriy sudarytoje
baigtiniy elementy metodo programoje, skirtoje
netiesiniams skaic¢iavimams.

2. Geometri§kai netiesinio uZdavinio formulavimas
baigtiniam elementui

Visos sistemos modelis yra surenkamas i$ atskiry
elementy naudojant standartinius algoritmus, o
geometri§kai netiesiniy baigtiniy elementy sistemy
analizés uZdavinys yra formuluojamas tik atskiram
baigtiniam elementui e. Straipsnyje pagrindinés ele-
mento e priklausomybés sudarytos virtualiy poslinkiy

metodu. Sis metodas mechanikoje naudojamas seniai

ir ji galima laikyti baigtiniy elementy metodo
inZineriniu variantu. Jam naudojama paprasta maZy
(virtualiy) poslinkiy procediira. ISoriniy bei vidiniy
jégy darby lygybé yra teorinis metodo pagrindas.
Darby lygybé iSreifkiama per biivio kintamuosius,
priskirtus pradinei (nedeformuotai) elemento konfi-
glracijai, todél nagrinéjamas biidas atitinka konti-
nuumo mechanikoje sutinkama LagranZo formuluote.
Pagrindinés virtualiy poslinkiy metodo priklauso-
mybés gaunamos sulyginant iSoriniy jégy darbg W,,
atliktg suteikiant mazgams virtualy poslinkj su vidine
deformacijos energija E,. Elemento e lygyje virtualiy
poslinkiy principas iSreiSkiamas lygybe:

3E, =8W,. @
Cia simbolis & Zymi virtualy poslinkj. PaZyméjus api-
bendrintus elemento kintamuosius vektoriais - api-
bendrintas deformacijas ©.(x) ir apibendrintus jtem-
pimus Q.(x), o mazgy poslinkius U, ir jegas F,, - lygy-
bés (1) nariai uZraSomi taip:

W, =UF, @
E, = [0(x)Q,(x)dV. @)
V.

Siose iSraiskose V, - elemento tiiris.

Kadangi aproksimuojame plok3cia sijos elemen-
ta, apibendrinti kintamieji yra vieno kintamojo x
funkcijos.

Kaip jprasta baigtiniy elementy metode, geomet-
riSkai netiesinis uZdavinys formuluojamas analogi¥kai
tiesiniam uZdaviniui. Naudojant poslinkiy formu-
luotg, poslinkiy funkcijos pasirenkamos vieno baig-
tinio elemento ribose. Baigtiniame elemente e pos-
linkiai Ug(x) aproksimuojami i§reifkus juos mazginiy
poslinkiy vektoriumi U,:
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U,(x)=[N.(e)]U.. )
kur [Ne(g)] - poslinkiy aproksimacijos matrica, o & -

vietine koordinateé.
Apibendrintos
ivedant poslinkiy aproksimacija (4) i netiesines geo-

deformacijos  skaitiuojamos

metrines lygtis. Galutiné jy iSraiSka tokia:
o.(&) = [B.(. ). )je.- )

Cia deformacijy aproksimacijos matrica (dar vadina-
ma geometrine matrica) [B.] sudaryta i§ tiesiniy ir
netiesiniy ([Bo] ir [By]) nariy:

[B(Ne(®).)] = [Boo )]+ [Bre([M.B)e)]- ©

Panaudojus anks¢iau gautas priklausomybes (4-6),
deformacijos energijos (3) variacija iSreifkiama taip:

8(E,)=8(u]) | 56,:([33 (v @) e.av +

Vt

[a2(v. e[ e . @

Iradius (7) i lygybe (1), virtualiy darby lygybe galima
uZradyti netiesinémis algebrineémis lygtimis:

[K.(U)u. =F.. (®)

Netiesiné standumo matrica apibendrinama kaip 3

+8(U;,r )V[

e

matricy suma:
[K(U.)]=[Koe] +[Ene (U] + [KGe (V)] (9

Pirmoji matrica [Ko] yra maZy poslinkiy (tiesiné)
matrica, nepriklausanti nuo deformuoto bivio geo-
metrijos. Antroji matrica [Ky.] yra dideliy poslinkiy
matirica. Tre€ioji matrica [Kg,] yra geometriné stan-
dumo matrica. Ji atspindi antrajj lygybés (7) narj.
Tikslios geometriSkai netiesiniy matricy israiSkos
labai priklauso nuo daromy prielaidy ir konkreéiy
clementy.

3. Strypo elemento pagrindinés priklausomybés

Panagrinékime dvimatj strypo baigtinj elementa,
vaizduojama 1 pav. Sis baigtinis clementas turi 3
mazgus. Pradinéje konfigiiracijoje strypas gali biiti
tiesus (1a pav.), arba kreivas (1b pav.).

Strypo pradiné konfigiiracija aprafoma galiniy
mazgy padéties linijiniy ir kampiniy koordinadiy

vektoriumi z = {zl,ocxl,zz,ocxz}T (1b pav.). Kadangi

z
b's
$1 o3 2 —
a v a
l
1=2a
a)
Z4
2 %oy
-7 T
s
1 x1 22
) X
E:—l =0 E=1
a L a
A
1=2a
b)

1 pav. Ploks¢ias sijinis elementas pradinéje konfigtracijoje:
a) tiesus, b) kreivas

Fig 1. Plane beam element in initial configuration:
a) straight, b) curved

pradiné konfigiiracija yra susitarimo dalykas, tai ben-
druoju atveju ji nusakoma vektoriumi z. Jeigu pradi-
neje konfigiliracijoje elementas yra tiesus, tai vekto-
rius z=0. Elemento fizikinés savybés aprajomos dy-
dZiais EA (tempiamo strypo standis) ir EI (lenkiamo
strypo standis), kur £ - tamprumo modulis, 4 - skers-
pjtivio plotas, I- skerspjiivio inercijos momentas.

Baigtinis elementas turi 7 laisvés laipsnius: po 3
(2 linijiniai ir vienas kampinis) elemento galuose ir 1
elemento viduryje (linijinis). Biitent vidurinis mazgas
leidZia atsisakyti prielaidos, kad afiné jéga per visg
strypo ilgj nekinta.

Mazgy poslinkiy vektorius U, ¥iam elementui
isskaidomas | dvi dalis: U, = {u,w'}T, &ia vektorius
u= {ul,uz,uG}T apraso horizontalius poslinkius. Pos-
linkis u3 apraSo vidurinio strypo mazgo poslinkj, kurio
priklausomybé nuo galiniy mazgy poslinkiy néra
tiesiné. Tiksliau kalbant, u; yra nuokrypa nuo tiesinio
désnio. Strypo geometrija aprafoma vektoriumi

w=z+w, fia w= {wl,® 1sW2,0 59 }T yra vertikaliy
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poslinkiy vektorius. Siose i¥raitkose w; yra mazgy li-
nijiniai poslinkiai, ®, - posiikiai.

Strypo normalinius jtempimus o, atstoja dvi
jraZos - lenkimo momentas M ir aSiné jéga N. Bet
kuriame sijos tagke, nutolusiame nuo vidurio ploks-
tumos atstumu z;, lenkimo momentas ir aSin¢ jéga
iSrei¥kiami taip:

N= IG J;dzl,

M =[oc,zdz . (10)

Tiesiam elementui iilginés deformacijos x kryptimi
iSraiska atrodo taip:

du 1(@)2
g, =—+—|—] .

= 1
=\ (11)

Po deformacijos plok3¢ias pjivis liecka plokScias.
Tagko, nutolusio nuo vidurio plok§tumos atstumu z; ,
poslinkis » kryptimi x i§rei§kiamas taip:

aw

u=ﬂ—zlzx-, (12)

tia u - sijos afies poslinkis.
Jraius (12) i (11), deformacija yra isreiskiama
apibendrintomis deformacijomis:

€, =A+ZiK, (13)
ia A yra strypo aSies iSilginé deformacija:
2
di 1 (dw)
A=—st—|—| , 14
dc 2\ (14
o dydis « - strypo kreivis:
d*w
K= —-—dx—z (15)

Kreivo elemento skiriasi tik i$ilginés deformacijos A

iSraiska:
_du 1 d(z+w))2 dz\?
A"_E+E[[—dx &)

Pasinaudojus gautomis i$raiSkomis, galima suda-
ryti virtualiy darby lygybe (1), kurioje apibendrinti
vektoriai ®,(x)={A,, k}T ir Q.(x)={N, MY Apiben-
drintos deformacijos A ir x ireiSkiamos poslinkiais
pagal (4). Patogumo délei vertikaliis ir horizontaliis
poslinkiai atskiriami:

We)=[Na(E)ls, wE)=[Na(E)w. a7

Cia:
[Nd(g)]:%[x-g 1+& 2(1—52)], (18)

e
1| g% -1)e-1)
[Na(8)] =5 5o 6262 (19)

1(52 - 1)(g +1)

Pirmieji du aproksimacijos matricos (18) nariai yra
LagranZo polinomai, treciasis - antrojo laipsnio mis-
rus polinomas, apra$antis vidurinio mazgo poslinkj.
Antroji matrica (19) sudaryta i§ Ermito polinomy.
ISraidkos (17) i8vestinés pateikiamos analogiSkai:

%=[bu]u, (20)
%:[bw]w, 1)
kur:

[bu]z%[ 11 4], (22)

r T

6> -1) |

(I |

[B]=; ( ) @)

6(1—&2)

_1(3@2 +2E - 1)

AnalogiSkai kaip poslinkiai aproksimuojamas ir
vektorius z bei jo i§vestiné:

z(é) = [NeZ(g)]z ,

(24)

% =[b,])z. (25)

Strypo kreivis (15) taip pat i§reiSkiamas mazgy
poslinkiais:

K= [c]w R (26)

[e] = liz[sg I35-1) —6¢ I3t+1)].  (27)
IraSius (20, 21, 26) j (16), (15, 16) j (13) gaunama:
1 21
e; =[b,Ju +E( bw]w) _E( bw]z)2 .

Kadangi clementas dirba tamprioje stadijoje,
iSraiSkas (10) galima perraSyti taip:
N =EAe,, M=Ek.

(28)

(29)

Galutiné standumo matricos (9) iSrai$ka pateikta
blokiniy matricy pavidalu:
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v | A
Blokiniy matricy i§rai¥kos yra tokios:
ON
(K] = {[bu]T'al“dt, G1)
(K] = 0] 5 . @
[Kum] = {([C]T T (o) 2+
+N[bw]T[bw])dx. (33)

Sutvarkius i§rai¥kas (31-33) galutinés standumo

matricos pateikiamos tokiu pavidalu:

(K] = EA[[b,] [B)ex, (34)
1
(K] = EA[ (B Jo)B] " [B4 ], (35)
I
[Kuw]= ET { [e]" [eki= +
+EA[([8,, ]w)’ [8, ] [By |z +
!
+{ N[5, ][5, Jdx . (36)
1
Suintegravus tiesiné standumo matrica atrodo taip:
1 -1 0
[KM:% -1 1 0 (37
0 0 16/3

Joje galima iSskirti 2 dalis. Pirmasis blokas (2x2) yra
ne kas kita, kaip jprasto $arnyrinio-strypinio baigtinio
elemento standumo matrica. Matricos elementas
K33 atsiranda dél elemento vidurinio mazgo jtakos.
AnalogiSki veiksmai atlickami su matrica (35):

ki kiy ki3 kg
[Kuw]=1k21 k2 Koz kpy |

k3p kay k33 k34

(38)

Sios matricos elementai apskai¢inoti taikant kom-
piutering algebra. Zemiau pateikiama vieno i§ mat-
ricos elementy iSraiska kalba
FORTRAN):

(algoritmine
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AKUW(1,1)=elea*(-(al*ax1)-al*ax2-al*tx1-al*tx2-
12*wl+ 12*w2-12%z1+12*22)/(10*al**2),

Cla: “elea” - EA, “al” - I, “ax1” - oy, “ax2” - oy, “z1” -
z1, “22” - 23, “tX17 - Oy, “IX2” - Oy, “W1” - wy, “W2” -
wa.

Matrica (36) susideda i§ trijy daliy. Pirmasis
integralas:
12 6l -12 6l
T EIl 6 41 -6l 212
EI cldx = — . (39
{[c] ek Bl-12 -6l 12 -6l )
6l 2% -6l 4l

Tai yra lenkiamo strypo standumo matrica. Antrasis
iSraiskos (36) integralas:

(e 1] T e =

- . (40)

Sios matricos elementai apskaitiuoti taikant kom-
piutering algebra. Matrica yra simetriné. Vieno i§
elementy iSrai¥ka:

AKWW2(1,1)=3*clea*(al**2*ax1**2+al**2*ax2**2
+2% al**2*%ax1*tx1+ al**2*tx1**2+ 2*al**2* ax2*tx2+
aP**2*x2**2+ 6*al*ax1*wl+ 6*al*ax2* wl+ 6*al*tx1*
wl+ 6*al*tx2*wl+24*w1**2-6*al* ax1* w2-6*al*ax2*w2-
6*al*tx1*w2-6*al*tx2*w2- 8*wl* w2+ 24* w2**2+ 6*al*
ax1*z1+6*al*ax2*z1+ 6*al*tx1*z1+4 6*al*tx2*z1 + 48*
wl* z1-48*w2*z1+ 24*z1**2-6*al* ax1*z2-6*al*ax2*z2-
6*al* x1*z2 -6*al*tx2*72-48*w1*22+ 48*w2*z2-8*z1*z2+
24*22%*2)/ (35.D0*al**3).

Jeigu laikoma, kad asiné jéga per visa strypo ilgj
nekinta, treciasis integralas lygus:

~ -

6 1 6 1
5110 sl10
12 1 1
T 10 15 10 30
.fN[bW] [bW]dx=NZ 6 1 6 1| @)
! Tst 10 sl 10
1 112

L 10 30 10 15




Kadangi a8iné jéga per visa elemento ilgj néra pastovi
(skai¢iuojama pagal formules (28,29)), geometrinés
standumo matricos i§raiSkos tampa labai sudétingos.
Vieno matricos elemento iSraifka, gauta taikant
kompiutering  algebra, atrodo

taip  (tiesiam

elementui):

AKWW3(1,1)=3*clea*(2*al**2*ax1*tx1 +al**2*tx1*
*)+2%a]**2*ax2* tx2+al**2*tx2**2-28*al*ul+ 28*al*u2+
6*al*ax1*wl+ 6*al*ax2*wl+ 6*al*tx1*wl+6*al*tx2*wl+
24*w1**2-6*al*ax1*w2-6*al*ax2*w2-6*al*tx1*w2-6*al*
tx2* w2- 48*wl*w2+24*w2**2+ 6*al*tx1*z1+ 6*al*tx2*
z1+ 48*w1*z1-48*w2*z1-6*al*tx1*22-6*al* tx2*z2-48*w1*
22+ 48*w2*22)/ (70*al**3).

4. Netiesinio uZdavinio sprendimo algoritmas

Geometri§kai netiesinés baigtiniy elementy sis-
temos analizés uZdavinys yra apra§omas netiesinémis
algebrinémis lygtimis:

K(U))U=F. (42)

Cia sistemos matrica [K(U)] ir apkrovos vektorius F
sudaromi standartiniu biidu, surenkant atskiry ele-
menty matricas (30) ir vektorius.

Modelis (42) neatspindi reiSkinio fizikos. Jprasta
netiesinio deformavimo reiSkinj nagrinéti kaip per
laika  vykstantj procesa, kur iSorinés apkrovos F ir
poslinkiai U yra laiko funkcijos F=F(t) ir U=U(t).
Aprasant tokj procesa laikas dalijamas j intervalus Ar.
Apkrova laiko momentu ;.1 =1; +Ar pridedama

porcijomis:
(tir1) =F(t)+AF(Ar). (43)
Analogisku biidu i§reiSkiami ir poslinkiai:
(t:+1)=U()+AU(A?). (44)

Netiesinis modelis (42) yra iSreiSkiamas prieaugiais:
[Kr(1:)]av(ar) = AF () +4(1:), (45)

tia [K.(t;)] yra tangentiné standumo matrica, 0
v(t;) = F(t;) - Q(t;) yra nesary$io tarp iSorinés apkro-
vos ir vidiniy jégy vektorius. NesarySio vektorius y
atspindi bivio kintamyjy neatitikima lygties (42)
sprendiniui. Tteraciniy skai¢iavimy eigoje y—0.

Siuo metu pasaulyje egzistuoja daug jvairaus su-
detingumo netiesiniy uZdaviniy sprendimo algoritmy
[2-4, 9, 10]. Paprasciausias i§ jy yra Oilerio metodas,

kuris apsiriboja deformavimo proceso nagrinéjimu
atskiruose Zingsniuose, neatliekant iteraciniy skai-
¢iavimy. Dauguma standartiniais tapusiy metody
naudoja jvairias Niutono tipo algoritmy atmainas. Sie
algoritmai yra iteraciniai algoritmai, kur kiekviename
laiko lygties parametry
(pavyzZiui, vektoriaus y) koregavimas. Efektyvesni
algoritmai naudoja jvairias atskiny procediiry kom-
binacijas.

Zingsnyje atlickamas

Klasikiniai Niutono tipo algoritmai
pritaikyti netiesiniams procesams su didéjandio de-
formatyvumo kreive modeliuoti (pav. 2a). Pav. 2a
pavaizduotas Zingsninis - iteracinis algoritmas, kur
kickviename Zingsnyje naudojamas modifikuotas
Niutono-Rafsono metodas. Tuo tarpu esant
geometriniam netiesi$kumui deformavimo procesas
vyksta pagal standéjimo kreive (pav. 2b), ir tradiciniai

Niutono algoritmai nekonverguoja.

v

Pav. 2. Netiesinio deformavimosi kreivés:
a) didéjancio deformatyvumo, b) standéjimo

Fig 2. Non-linear deformation curves:
a) “softening”, b) “locking”

.

oF| |tangent 2

oF AN

tangent 1

u

Pav. 3. Sitlomo algoritmo iliustracija

Fig 3. Illustration of proposed algorithm

Straipsnyje buvo sudarytas ir realizuotas kombi-
nuotas algoritmas netiesiniams procesams tiek su
standéjimo, tiek su didéjantio deformatyvumo kreivémis
modelivoti. Algoritmo iliustracija pateikta 3 pav.
Naudojant §j algoritma kiekviename apkrovimo
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Zingsnyje liestiné standumo matrica skaifiuojama du
kartus. Pirmoji matrica atitinka liesting apkrovos
Zingsnio pradZioje (tangent 1), o antroji matrica -
Zingsnio pabaigoje (tangent 2). Atlikus du bandomuo-
sius skaifiavimus nustatomas kreivés pobiidis, nuo
kurio ir priklauso, kuri i§ liestiniy standumo matricy
Niutono-Rafsono

naudojama modifikuotose

iteracijose. Algoritmas programi$kai realizuotas
autoriy sukurtoje programoje. Standé¢jimo kreivei
pasirenkama antroji standumo matrica. Jei kreivé
didéjantio deformatyvumo, pasirenkama pirmoji
standumo matrica. D¢l papildomy standumo matricos
perskai¢iavimy ir biitinumo saugoti dvi sistemos
standumo matricas toks metodas reikalauja daugiau
laiko sanaudy bei kompiuterio atminties, taciau
apraSo procesus, kurie nepriklauso nuo kreives

pobiidZio.

5. Skaitiniai rezultatai

AnksCiau aptartas elementas (jo standumo ro-
dikliai) bei sprendimo algoritmai buvo patikrinti
sprendZiant plok$cia pastovaus staciakampio skers-
pjiivio gembing sija (4 pav.).

N7
— 7

A
+B oy

Pav. 4. Sijos skai¢iuojamoji schema

Fig 4. Computational scheme of beam

Sijos ilgis yra /, jos skerspjiivis apibiidinamas
dydZiais b ir h, o medZiaga - tamprumo moduliu E.
Sijos laisvasis galas apkrautas koncentruota jéga F.
SkaiCiavimo rezultatai iSrei¥kiami bedimensiniais
dydziais F ir w. Cia F=F/F,,,, F,. =10°N,

wEA

W =-——.10. Skaitiniam pavyzdZiui buvo panau-
IFpax

doti tokie sijos rodikliai: /=2.0 m, F . =10°N,
EA=2.0-10°N, EI=166.6 Nm®.
rezultatai (deformavimosi kreivé F -w ) pateikti 5
pav. Kreivé, gauta naudojant pasiilyta algoritma,
buvo palyginta su kitais metodais. Qilerio metodas
realizuotas kaip pasiiilyto algoritmo konkretus

Skai¢iavimo

atvejis. Kartu pateikiamas ir tiesinis sprendinys. Tas
pats uZdavinys buvo sprestas ir naudojant pakets
ANSYS 5.2, kur naudojami sijy elementai aprasyti tik
2 mazgais. Kaip matyti i§ rezultaty, pasiilytas
elementas su tre¢iuoju mazgu yra tikslesnis. Jis geriau
modeliuoja procesus su didé¢janciu standumu.

F
1

0.8f-- -

0.8 -+ Authors
- Euler
-+ ANSYS

0.4 - - Linear

0.2

0 0.2 0.4 08 0.8.1 1.2 1.4 1.8

" Pav. 5. Skaitiniy rezultaty palyginimas

Fig 5. Comparison of numerical results

6. ISvados

Straipsnyje nagrin¢jamas geometri$kai netiesinis
plokscias lenkiamo strypo baigtinis elementas. [vedus
tre¢ia mazga tiksliau aprafomas netiesinis aSinés
jégos pasiskirstymas elemente. Sio elemento stan-
dumo rodikliai iSreiSkiami pakankamai sudétingomis
analizinémis i$raiSkomis, kurios randamos taikant
kompiutering algebra. Elementas panaudotas proce-
sams su standéjimo kreive apraSyti ir realizuotas
baigtiniy elementy metodo programoje. Skaiciavimo
rezultatai patvirtino suformuluoty prielaidy tei-
singuma.
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STIFFNESS CHARACTERISTICS OF
GEOMETRICALLY NON- LINEAR BEAM
FINITE ELEMENT

A.MikoliGinas, R.Kaéianauskas

Summary

Two-dimensional geometrically non-linear beam
element is considered in this paper. The explicit
expressions of stiffness characteristics of element with
three nodes are derived and tested.

Among models of the geometrically non-linear beams,
the elements with 2 nodes dominate [1-8]. Such elements
produce constant axial force. The idea of more complex
clements with tree nodes was suggested in [3]. In this paper
geometrically non-linear flat bending beam element with 3
nodes for evaluating of axial force is investigated and non-
linear stiffness characteristics are derived.

Basic relations of element e are derived using virtual
displacement method. On the level of element e, the
principle of virtual displacements is expressed by equalities
(1-3). Using displacement approach, displacement
functions are prescribed in the bounds of one finite
element. Generalised deformations are obtained by
introducing displacements approximation (4) and inserting
them into non-linear geometric equations (5-6). Variation
of deformation energy (3) is expressed in (7). Putting
equality (7) into (1), it is possible to write equality of
virtual works in terms of non-linear algebraic equations
(8). Non-linear stiffness matrix is presented as the sum of 3
matrices (9). The first matrix [Ko.] (linear matrix) is the
matrix of small deflections, which is independent on
deformed shape. The second matrix [Kw.] is the matrix of
large deflections. The third matrix [Ke.] is a geometrical
stiffness matrix. It reflects the second member of equality
(7). Expressions of geometrically non-linear stiffness
matrices are greatly dependent on the introduced
assumptions and appropriate elements.

Shallow beam finite element is shown in Fig 1. This
finite element has 3 nodes. In the initial configuration a
beam can be straight (Fig 1a), or curved (Fig 1b). The
initial configuration of a beam is described by a vector
z={z;, o1, 22, 0}’ of a beam final nodal co-ordinates,
where z; means nodes co-ordinates, o - initial rotations
(Fig 1b). However, the initial configuration is a relative
statement, and is generally described by vector z. If in
initial configuration the element is straight, vector z=0.
Physical properties of the element are denoted with capital
EA (tensional rigidity) and EI (flexural rigidity). The finite
element has 7 degrees of freedom: 3 of them are defined at
each end of the element (2 linear and 1 rotation) and 1 in
the middle of the element. Vector U, of nodal deflections
for this element is split into two parts: U.={u, w}’,
u={uy, us, w3}, w=z+w, w={wy, Gy, wa, ©3}7T. Deflection
u3 shows the deflection of the middle beam node, which is
not proportional to the final nodal deflections. To be more
strict, u3 is straightened by linear law. So the linear element
in the direction of longitudinal deformation expression is
(11). The deflection of a point which is moved from the
centre of plane surface in distance z;, deflection u (in
direction x) is expressed in (12). Deformation is expressed
by summarised deformations (13). So the deformed
clement only longitudinal deformation A is assigned, which
is shown in (16). Evaluating earlier received expressions, it
is possible to make equality of virtual work (1), where
generalised vectors @.(x)={A,, x}T and Q.(x)={N, M}™.
Generalised deformations A and k expressed by deflections
approximating expressions (4). For convenience, vertical
and horizontal deflections are separated (17). By analogy
with deflections, vector z and its derivatives are
approximated by (24-25). Beam’s curvature (15) is also
expressed by nodal deflections: (26-27). Putting (20, 21, 26)
into (16) and (15, 16) into (13) and expression (28) is got.
Evaluating that the element work in elastic stage,
expression (10) can be rewritten (29). The final stiffness
matrix expression (9) is given in the form of block matrices
(30). Expressions of block matrices are presented by (31-
33). Having completed operations in expressions (31-33),
final stiffness matrix is (34-36). After integrating, linear
matrix is (37). Analogous operations are performed with
matrices (35)-(38). Elements of this matrix are calculated
using computer algebra. Matrix (36) consists of three parts.
The first integral (39) is stiffness matrix of bending beam.
If we assume that axial force in beam’s length is invariable,
the third integral is equal to (41). Assuming that axial force
in the length of element is not constant (the axial force is
calculated according to forms (28,29)), the expressions of
geometrical stiffness matrix become very complicated.

Analysis of geometrically non-linear system of finite
clements is described by algebraic equation (42). Usually
expression of non-linear deformation is investigated as a
process varying in time f, where outer load F and
deflections U are functions of time: F=F(t) and U=U(t).
Load in the moment of time f;,.1 =¢; + A¢ is added in

portions (43). Deflections are expressed by analogy with
(44). Non-linear model (42) is expressed by increments
(45). Vector of residuals y reflects solution of equation
(42) inadequacy of state variables. Nowadays there exists
many algorithms of different complexity for solution of
non-linear problems [2-4,9,10]. The majority of methods
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that have already become standard uses different Newton-
type variety of algorithms. Classical Newton-type
algorithms are adapted to non-linear process with so called
“softening” curve to model (Fig 2a). In the work there was
done and realised a combined algorithm for non-linear
process with “hardening” or “softening” curve to model.
The illustration of algorithm is given in Fig 3. Using the
algorithm in every load step, tangent stiffness matrix is
counted twice. The first matrix corresponds to tangent of
load step at the beginning (tangent 1), and the second one
to the step at the end (tangent 2). Algorithm is
implemented in the program created by the authors.

A simple cantilever beam (Fig 4) is taken for the test.
History of deformation was investigated. The results are
given in non-dimensional quantities (Fig 5). Euler’s
method is realised as a particular case of implemented
algorithm. The same example was also solved using
program ANSYS, where beam eclements are used and
described only by two nodes. The results presented show
obviously the advantages of three-node element and
validity of proposed assumptions.
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