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TAMPRIAI PLASTINIU GEOMETRISKAI NETIESINIU STRYPINIU

KONSTRUKCIJU ANALIZE
R. Karkauskas

1. Ivadas

Siuolaikinés kompiuteriy technikos naudojimas
jgalina nauju lygiu atlikti konstrukcijos, patyrusios
plastines deformacijas, jtempimy ir deformacijy
biisenos (JDB) analiz¢. Reikia paZymeéti, kad Si
konstrukcijos darbo biisena yra labai svarbi pro-
jektuojant. Reikalas toks, kad kai kuriy medzZiagy
konstrukcijos dar iki suirimo jgauna labai didelius
poslinkius ir gali netenkinti normalaus eksploatavimo
reikalavimy. Todél konstrukcijos skaiCiavimas, pri-
imant maZzy poslinkiy hipoteze, tampa mazai patikimu.
Be to, daugelyje eksploatuojamy konstrukcijy gali
atsirasti plastiniy deformacijy, ir jas reikia mokéti
jvertinti projektuojant. Dél to tampriai plastiniy
konstrukcijy optimizavimo uZdaviniy matematiniuose
modeliuose, $alia stiprumo salygy, turi biti jvertintos
ir konstrukcijos deformuotgja biiseng apibiidinancios
standumo salygos. Tam savo ruoZtu reikalinga |DB
analizé bet kuriai konstrukcijos plastinio deformavi-
mosi stadijai, imtinai iki jos suirimo.

Kaip zinoma, disipaciniy sistemy [DB priklauso
nuo apkrovimo istorijos. SprendZiant kietojo defor-
muojamo kiino mechanikos ekstreminiy energetiniy
principy pagrindu [1]-[8] sudarytus disipaciniy sistemy
analizés ekstremumo uZdavinius su globalinémis
iSoriniy apkrovy reikSmémis, nejmanoma tiesiogiai
fiksuoti pjiviy nusikrovimo, kai holonominés elgsenos
reikalavimai yra pazeisti. Prarandama galimybé atsi-
zvelgti j konstrukcijos deformuotosios biisenos kitimga
ir jvertinti jvairius plastiSko tekéjimo rezimus, pasibai-
gianéius ankséiau, nei pasiekiamos galutinés apkrovy
reik§més. Dél to liekamyjy poslinkiy reikSmés gali
buti labai netikslios.

Sinlomas geometriSkai netiesiniy konstrukeijy
IDB analizei papildomos apkrovos metodas leidzia
jvertinti minétus trikumus. Tuo tikslu sudaromos
analizés uZdaviniy matematiniy modeliy statinés ir
kinematinés formuluotés. Jos grindZiamos dualiais
ekstreminiais energetiniais principais apie papildomos

energijos prieaugio minimuma ir pilnutinés potencinés
energijos pricaugio minimumga. Atitinkamai Sie
principai iSreiSkiami per lickamuyjy jrazy, lieckamyjy
deformacijy ir lieckamuyjy poslinkiy prieaugius tam
tikru apkrovimo etapu. Numatoma prielaida, kad
konstrukcijos diskretinio modelio poslinkiai yra dideli,
o strypy deformacijos maZos.

2. Konstrukcijos diskretinio modelio pagrindiniai
jieSkomieji dydziai ir priklausomybés

Tampriai plastiniy geometriskai netiesiniy strypi-
niy konstrukcijy plastinio deformavimo trajektorija
nagrinéjama etapais, taikant papildomos apkrovos
metoda. Pasirenkamas apkrovos Zingsnis AF. Nuo-
sekliai didinant apkrova Sivo Zingsniu, randami jrazy
ir poslinkiy prieaugiai.

Tarkime, kad plastinio deformavimo v -tojo eta-
po gale konstrukcijos diskretinio modelio jtempimy
biisena yra apraSoma n-maciu tikryjy jrazy vekto-
riumi

Sy =Sp +8,,. 1

Cia S,, =S,5 +AS,, - lickamujy jraZy vektorius v -

tojo etapo gale, kuris lygus liekamyjy irazy vektoriaus
v-1

v-0jo etapo pradZioje S, = ZAS,Z ir liekamuyjy
z=1

iraZy v -ojo etapo metu prieaugiy vektoriaus AS,,

Sev =Se}.‘. +Asev -

jvertinancio konstrukcijos deformuotosios biisenos

sumai; tampriojo skaiciavimo,

kitima v-ojo etapo gale, jraZos, kurias sudaro

tampriojo skaiiavimo jrazos v-ojo etapo pradZioje
v—-1

S = ZAS ¢z ir tampriojo skaiiavimo jraZy prieau-
2=

giai AS,, v-uoju etapu. Paprastai deformavimo

proceso pradzioje vektoriai S,y =0 ir S,z =0.

Konstrukcijos diskretinio modelio v -ojo etapo
deformuotoji bilisena apibiidinama m -maciu tikryjy
poslinkiy vektoriumi
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u, =u,, +u,,. 2)

Cia u,, =u,; +Au,, - lickamyjy poslinkiy vektorius
v-1
v -0jo etapo gale, u,s = 2 Au,, — suminis liekamyjy
z=1
poslinkiy vektorius v -ajam etapui, 0 Au,, — lieka-
myjy poslinkiy pricaugiai v-ojo etapo metuy;
u,, =u, +Au,, — tampriojo skaic¢iavimo poslinkiai,
susidedantys i§ suminiy poslinkiy v -ojo etapo pradziai
v—-|
U,y = ZAu ez 1 poslinkiy prieaugiy v -ojo etapo
z=1
metu Au,,. Deformavimo proceso pradziai vektoriai
us=0iru,g =0
GeometriSkai netiesiniy tampriy konstrukcijy
poslinkiy ir jrazy skaic¢iavimo metodika yra pateikta
[9] darbe:

Au,, = {[A(u): )][D]_I[A(uz)r]}_lﬁ‘v -
- {[A(uz )][D]_I[A(uz ) ]}—I[A(u;_ sz @3

88, = [D" [Aluz )] Aus. @)

Cia [A(uy_)]— (mxn) matmeny v-ojo apkrovimo

etapui pusiausvyros salygy matrica, kuri sudaroma,
naudojant deformuotg diskretinj modelj su poslinkiy

v=l
dydziais uy =) (Au, +Au,,), gautais susumavus
z=1
visy prie§ tai buvusiy deformavimo etapy poslinkiy
prieaugiy dydzius; [D]-(nxn) matmeny nekintanti

konstrukcijos diskretinio modelio elementy pasiduo-

14

damumo matrica; F, = z AF, —v~ojo etapo suminé
z=1

apkrova.

Taigi geometri$kai netiesiniy konstrukcijy tikraja
jtempimy ir deformacijy biiseng apibiidina pagrindi-
nial neZinomieji: liekamuyjy jrazy prieaugiai ir lieka-
mujy poslinkiy prieaugiai.

Liekamujy jraZy vektorius S bet kuriuo kons-

trukcijos deformavimo etapu yra savaiminéje pusiau-
svyroje ir tenkina pusiausvyros lygtj [A(u}; )}S n =0
kad

statiSkai galimas liekamyjy jrazy prieaugiy vektorius
AS,, v —uoju etapu turi tenkinti tokia pusiausvyros

lygti:

Jvertinus lygybe S,, =S, +AS,,, turésime,

[A(uZ )]Asrv = _[A(u): )Fr}:' &)

Atkreipiame démesj, kad (5) lygybés desinéje
puséje yra Zinomas dydis.

UzraSant geometriSkai netiesiniy konstrukcijy
takumo salygas, reikia jvertinti tiek lenkimo momenty,
tiek ir aSiniy jégy jtakg. Tuomet tariant, kad gniuz-
domos ir tempiamos medZiagos takumo ribos yra vie-
nodos, tiesinéms takumo salygoms [®]S, =S, jverti-
nus (1) ir (2)lygybes, suteiksime $ia matricing forma:

[®1aS,, <S8, -[®)S,5 +S., ) (6)
Cia [®]-(n; -ny xn) takumo  salygy
matrica, kurios iSraiSka priklauso nuo skerspjtivio
formos ir iStiesinimo laipsnio n;; skaiCiuo-

matmeny

ny —
jamuyjy pjiiviy ar tasky, kuriuose turi biti patikrintos
takumo salygos, skaiCius; Sg—n;-m, matavimy

Zinomas ribiniy jraZy vektorius.

3. Analizés uzdavinio dualiis matematiniai modeliai

Tikrasis lickamyjy jrazy vektorius konstrukcijoje,
dar nepasickusioje plastinio suirimo bikles, gali biti
rastas panaudojus  ekstreminj principa  apie
papildomos energijos minimuma. Misy atveju Haaro-
Karmano principas [10] formuluojamas taip:

I§ visy statiskai leistiny liekamyjy jrqZy prieaugiy
vektoriy tam tikru plastinio deformavimo proceso etapu
tikrasis yra tas, nuo kurio gaunamas minimalus
papildomos energijos prieaugis.

Kadangi liekamyjy jrazy prieaugiai sukelia
lickamyjy tampriyjy deformacijy prieaugius Agq,,,,
tai papildomos energijos pricaugis bus iSreiSkiamas
skaliarine sandauga AU, =05Aszv Aq,,, . I§ fizinio
Huko désnio Zinome, kad tampriyjy deformacijy
prieaugiy vektorius Aq,,, = [D]AS , , tuomet

AU,, =05AS8T[D]aAS,,. (7
Kaip Zinoma, statiSkai leistinas liekamyjy jrazy
prieaugiy vektorius turi tenkinti pusiausvyros lygtis (5)
ir nepazeisti takumo salygy (6).
Tokiu biidu suformuluotam principui raSomas 3is
matematinis modelis:
Rasti
min 0,5AS%,[D]AS,,,
esant apribojimams &)
[A(us)]8S,, = {A(us) ]Sz
[®]AS,, <S¢ - [®)S,z +Sa).
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Sio uzdavinio tikslo funkcijoje esanti kvadratiné
matrica [D] yra teigiamai apibrézta. Todél pagal
Silvesterio kriterijy uzdavinio kvadratine forma (tikslo
funkcija) yra grieZtai iSkila. Apribojimus sudaro
tiesinés funkcijos. Taigi turime tipiSka kvadratinio
programavimo uZdavinj, kurio sprendinys AS;, bus
vienintelis.

Konstrukcijos poslinkiams rasti sudaromas dua-
lus uzdavinys, naudojant LagranZo funkcija (8) uZzda-
vinjui.- LagranZo daugikliai yra: pusiausvyros lygtims -
lickamyjy poslinkiy prieaugiy vektorius Au,,,
takumo sglygoms - plastiniy daugikliq prieaugiy
vektorius AA,. Taigi LagranZo funkcija yra:

2(AS,,, Au,, AL, )= 05487, [DIAS,, -
—aul[a(ug )|(aS,, +5,5)-A2T S0 +
+AAT [@)AS, +8,5 +S., ).

Lagranzo funkcijos stacionarumo salygos yra to-
kia lygciy sistema:

[D)aS,, +[0] A%, —[A(ug)] Bun =0 (9)

Pazymeéje lickamyjy deformacijy prieaugiy vekto-
riy Aq,, =[D]AS,, +4q,,, kur plastiniy deformacijy
prieaugiy vektorius Aq,, = [(D]TAZV, gauname geo-
metriskai netiesiniy sistemy deformacijy ir poslinkiy
prieaugiy darnos lygtis v —uoju deformavimo proceso
etapu:

Aq,, —[A(uz )]TAu,v =0. (10)

I§ ¢ia akivaizdu, kad papildomos apkrovos meto-
do geometriniy lygéiy matrica yra nagrinéjamos kons-
trukcijos pusiausvyros lyg€iy transponuotoji matrica.

Ivertinus Lagranzo funkcijos stacionarumo saly-
gas (9), gaunamas toks dualus uzdavinys:

Rasti
max — 0,5AS7 [D]AS,, - 8AL(S, -
-[@.,)- As7,[D]AS =
esant apribojimams
[D]as,, +[0]" A%, - [A(us)[ Au,, =0,
20.

(11)

v

Sio uzdavinio tikslo funkcija yra sudaryta is
kvadratiniy formy sumos ir tiesinés lygties. Kaip jau
minéta, matrica [D] yra teigiamai apibréZta. Taigi

(11) uZdavinio tikslo funkcija yra iSkila ir uzdavinys
turi vienintelj sprendinj. Ji suradus, nustatomi
pagrindiniai nezinomieji, ty. AS),, Auj,, AA,. Po
to tikrosios jraZos ir tikrieji poslinkiai baigiant v — gjj
etapa skaitiuojami pagal (1) ir (2) formules. Sio etapo
pabaigoje plastiniy deformacijy vektorius qp, ir
kinemati$kai darniy lickamyjy deformacijy vektorius
q,, yra skaifiuojami taip:

4p = 2[®My, a4 =[DIAS, +qp.  (12)
Vv

Aptarsime (11) uzdavinio fizing prasme. Jo
apribojimy pirmoji salyga yra geometrinés lygtys. Jos
drauge su apribojimais AA, 20 apibiidina kinema-
tiSkai leistiny liekamyjy poslinkiy prieaugiy vektoriy.
Tikslo funkcija reiSkia papildomo darbo prieaugj
v — ojo plastinio deformavimo etapo pabaigoje. Taigi
(11) uzdavinio matematinis modelis atitinka tokj
ekstreminj energetinj principa:

IS visy kinematiskai leistiny liekamyjy poslinkiy
prieaugiy vektoriy tam tikru nenusikraunancios konst-
rukcijos etapu tikrasis yra tas, kuriam esant papildomo
darbo prieaugis minimalus.

Pakeite (11) uzdavinio tikslo funkcijos Zenkla j
pries§inga, gausime ekstreminj principg apie pilnutines
potencinés energijos minimuma:

I visy kinematiskai leistiny liekamyjy poslinkiy
prieaugiy vektoriy tam tikru konstrukcijos deformavimo
proceso etapu tikrasis yra tas, kuriam esant pilnutinés
potencinés energijos prieaugis minimalus.

4. Skaiciavimo algeritmas

Aptarsime dualiy ekstreminiy uzdaviniy poros
(8) ir (11) sprendima. Visy pirma i§ (11) uzdavinio
apribojimy pirmosios salygos (geometriniy lygciy)
isreiSkiame liekamyjy jrazy prieaugiy vektoriy:

AS,, = [D]'[A(uz)] Au,, - [D]'[@] A%, (13)

Antra, i§ (8) uzdavinio apribojimy pirmosios
salygos - pusiausvyros lyg¢iy, naudojant (13) iSraiSka,
galima gauti lieckamyjy poslinkiy prieaugiy vektoriy:

Au,, = [ﬁ(uz)][A("z)lD]_l[q’]TMv -

(14)
- [ﬁ(“z)][f“(“z)}sr}:,

kur [/i(u};)]={[A(u};)][D]_l Alug)" }_l yra poslinkiy

infliuentiné matrica v — ajam deformavimo etapui. Sia
priklausomybeg jrase j (13) lygti, turime:
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88, = {[alus )] 4lus)[lDY - (DT i@ A4, -

—[“("z)lf*("z)}srz =

= [” (g )] (o] A, - [“("z )[A(uz )]Srz-

Cia panaudoti sie Zyméjimai:
)] =tor [l [ ale o [
[1uz)] = [elus )] Aluz ) 21! - (D1

Tai atitinkamai yra jraZy infliuentiné matrica ir
konstrukcijos diskretinio modelio standumo matrica
v — ajam deformavimo etapui.

IS (14) ir(15) lygties akivaizdu, jog konstrukcijos
lickamyjy poslinkiy ir liekamuyjy iraZzy prieaugiai yra
tiesinés plastiniy daugikliy prieaugiy AA, funkcijos.
Sias funkcijas jrasius i (11) matematinj modelj,
tamprios plastinés geometri§kai netiesinés strypines
konstrukcijos IDB analize¢ galima atlikti pagal tokj
modifikuota matematinj modelj:

(15)

Rasti
max O,SM{[CD][H (uy_)][d)]TA/lv -

- Mz(so - [(D}sev - [(D]Srz) -
- A @] ofug )| Alug) Sz +

esant apribojimams

(16)

A, 2 0.

Cia ¢ =O,SS,T):[A(uz)]T[ﬂ(u}:)HA(uz)]S,Z pastovusis
dydis, kuris optimizacijos procese gali nedalyvauti.

Taigi gautos modifikacijos tikslo funkcija yra
poslinkiy daugikliy kvadratiné forma, kurios matrica
[(b][H(uz )][(D]T yra teigiamai apibrézta. Taigi iskilojo
kvadratinio programavimo uZdavinio sprendinys bus
vienintelis plastiniy daugikliy prieaugiy v — uoju
etapu vektorius AA,. Jj surade, pagal (13) ir (14)
formules skaiCiuojami |DB prieaugiai v — uoju etapu.
Tikrasis IDB bus gautas pagal (1) ir (2) formules.
Sprendimo eigoje keisdami apkrovos prieaugio AF,
dydij, galime pastebéti konstrukcijos pjuviy nusikro-
vimo reiskinj ir jj jvertinti.

5. Pavyzdys™

Atliksime gelZbetoninio rémo, parodyto 1 pa-
veiksle, jtempimy ir deformacijy bisenos analize

geometri§kai tiesinéje ir netiesinéje formuluotése iki
jo galutinio plastinio suirimo. Rémas projektuojamas
i§ B20 klasés betono, armavimas - i§ A-III klasés
armatiiros. Betono ir armatiiros fiziniai parametrai yra
sie: R, = 0,9-11,5=10,35 Mpa, E;, = 27-10° Mpa, R, =
R, = 365 Mpa, E, = 2.10° Mpa. Rémo kolonos yra
kvadratinio skerspjivio 0,3%0,3 m, armavimas
simetrinis, A, = A, = 3644 cm’, a = 2’ =4,8 cm.
Rémo rygeliai yra staciakampio skerspjivio 0,3x 0,6 m

su dvipuse armatra, kurios A; = 49,25 cm’
A/=26,63cm’,a=9,2cm,a’ = 5,8 cm.
5F S5F
F_ ,
S SRS P
4m
5F 5F
F 31 V
7 o9 10 11 1213 1Y
4m
1 5
—— o 7y
L 2m | 2m | 2m |
1 i i i

1 pav. Rémo geometrija ir diskretinis modelis
Fig 1. Geometry and discrete model

iki ribiniy
elemento

Apkrovoms didéjant nuo nulio
reikSmiy gelZzbetoninés  konstrukcijos
pavojingoje vietoje jtempimai tempiamoje armatiiroje
pasiekia takumo riba, o plySiai betono tempiamoje
zonoje auga iki tokiy dydZiy, prie kuriy betonas i§
elemento darbo iSsijungia. Siuo atveju priimame, kad
elementas plasti§kai suyra, o jo skerspjivio laikomoji
galia yra panaudota tuo paciu metu ir tempiamos
zonos armatiiroje ir gniuZzdomos zonos betone. Arma-
tira teka, o gniuzdomos zonos betonas plastiskai de-
formuojasi esant pastoviai ribinio lenkimo momento
reikSmei

My=Mgy, =R, A8, 17
o ribiné¢ asine jega lygi
No=N, = (p(RbAb + RscA.\'" - RsAs); (18)
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dia A, — betono gniuzdomos zonos plotas; § - vidiniy
jégu poros petys, pagal gelZbetoniniy
konstrukcijy teorijos taisykles ([12]) skerspjaviui su
dvipuse armatiira yra & = hy - a’; koeficientas ¢ = 0,9.

kuris

Realaus staciakampio skerspjiivio j-oji takumo salyga
bendru atveju yra netiesineé:

M .
M+ 0J

j (19)

2
- < .
. Ny <M.
0,j
Ji yra linearizuojama ir apraSoma tokia matricine
tiesine nelygybe:

[@;]8, <80, (20)

11 -1 -12/3 2/3-2/3-23

c—-¢c ¢ —-¢ 2¢ =2¢ 2 -2c

T
So,j ={Moj, Myj, My, Moj, Moj, Myj, Myj, My},

c=Mo;/Noj =&

Skaitinis eksperimentas atliktas esant apkrovos
prieaugiui AF =0,01kN. Eksperimento metu gauti
rezultatai pateikti 2 ir 3 paveiksluose. 2 pav. istisine
linjja pavaizduotas rémo mazgo 4-15 horizontaliojo
poslinkio ir apkrovos priklausomybés grafikas ir
plastiniy Sarnyry susidarymo seka geometriskai
netiesinio sprendinio metu. Ten pat yra pavaizduoti
geometriskai tiesinio sprendinio rezultatai: punktyrine
linija - kai rémo diskretinio modelio pjlvyje |
jvertiname lenkimo momentus ir aSines jégas; plona
iStisine linija - kai jvertiname tik lenkimo momentus.
I3 pateikty grafiky matome, kad geometriSkai
netiesiniame sistemos sprendinyje rémo tamprusis
darbas pasibaigia esant mazesnei apkrovos parametro
F reik$mei. Kartu akivaizdu, kad ir plastiniy Sarnyry
susidarymas bei rémo peréjimas | plastinio suirimo
mechanizma jvyksta esant mazesnei apkrovai.

3 pav. pavaizduotas lenkimo momenty pasi-
skirstymas $e§to plastinio Sarnyro susidarymo metu,
kai apkrovos parametro reik§mé F =91,36 kN. Ten
pat kursyvu surasytos gautos asiniy jégy reikSmes. I8
geometriskai tiesinio sprendinio matome, kad esant
§iai apkrovos parametro reik§mei réme susidaro tik 4
plastiniai $arnyrai, tuo tarpu pagal geometriskai
netiesinj sprendinj rémas esant $iai apkrovai pereina j
plastinio suirimo faze.

F(kN)
I P4
S=M /"?’. ______ D—r’l—s
>/_ R P el
3 —..-' — |5 6
21.»"' 4/
3/ 80
(%2 3
Geometri§kai tiesinis J /"y
L 70
~
// I Geometrigkai netiesinis
! | 60
—-
/ (, 3
2 |so

///

4 |20
{ e 2
Plastiniy Sarnyry susidarymas 10
1 E : ) >
0 2 3 4 5 6 7 u ( cm)

2 pav. Apkrovos ir poslinkio priklausomybe plastinio defor-
mavimo proceso metu

Fig 2. Distribution of displacement and the sequence of
formation of plastic hinges

N, 125 125 125 /1251 s3,_-18 121 118 /251
22 487 424 (:—— -489
1] 20 / L 57 31
6712 12 12 28 323 20 24 f lo7

603
-799 72 1028 -786 807 ZEOJ&
L - i

18 228

Geometriskai tiesinis Geometriskai netiesinis

3 pav. [raZy pasiskirstymas prie F=91,36 kN
Fig 3.Distribution of total stresses under F=91,36 kN

Skaitinio eksperimento metu nustatytos apkrovos
parametry reikSmeés ir jas atitinkancios rémo mazgo
4-15 horizontaliojo poslinkio bei antro auksto rygelio
mazgo 16-17 vertikaliojo poslinkio reik§mes plastinio
deformavimo proceso metu, esant jvairioms formuluo-
téms, palyginimui pateiktos lenteléje.
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< Geomet- Geometriskai tiesinis
Spi | Dydis |riskai ne-
Nr tiesinis M,N A% M A
F 72,16 74,57 33 | 81,70 } 13,2
1 Ug.ps 4,09 4,01 4,35
Uy.17 1,41 1,44 1,39
F 75,30 76,45 1,5 | 85,68 | 13,8
2 Ug.gs 4,42 4,18 4,72
Uj6.17 1,47 1,48 1,48
F 80,76 82,34 2,0 | 89,68 | 11,0
3 Ug.5 5,31 5,01 5,24
Ueg7| 1,63 1,64 1,57
F 81,74 85,99 52 | 95,60 | 17,0
4 Ug.15 5,53 5,72 6,31
U617 1,66 1,75 1,74
F 91,34 92,50 1,3 | 97,18 6,4
5 Ug 15 8,16 7,20 8,01
Uerr| 2,01 1,97 3,09
F 91,36 93,38 22 | 97,44 6,7
6 U415 8,31 8,49 2,2 9,01 8,4
U617 2,06 2,83 | 374 357 733
Ribinis F 91,38 94,31 3,2 | 99,78 9,2
bivis | U415 8,65 13,99 | 61,7 | 23,27 | 186
U617 2,20 512 | 133 9,53 | 333
6. Isvados

1. Geometri$kai netiesiniy konstrukcijy DB
analizei pasitlytas papildomos apkrovos metodas
leidzia fiksuoti pjuviy nusikrovima, konstrukcijos
deformuotosios biisenos kitima ir jvertinti jvairius
plastinio tekéjimo rezimus.

2. Analizés uzZdavinio matematiniy modeliy
pagrindas kvazistatinés apkrovos atveju yra ekstre-
minis energetinis principas apie papildomos energijos
minimuma. Jis uZraSomas statiSkai leistiniems lieka-
muyjy jrazy prieaugiams. Uzdavinio tiesioginé formu-
luoté yra iSreiSkiama (12) modeliu, o duali - (15).
Skai¢iavimo algoritmas (20) sudarytas naudojant
apibendrinta Lagranzo uzdavin;.

3. Atliktas skaitinis eksperimentas patvirtina
teoriniy tyrimy pagrindines iSvadas. Visy pirma mate-
matinis modelis (20) gerai tinka realiy konstrukcijy
IDB analizei, taikant geometri§kai netiesinés sistemos
ir tampriai plastinés medziagos fizinio modelio sam-
pratas. Antra, yra pakankamai aiSkus, informatyvus ir
gali biiti taikomas inZinerinéje praktikoje.
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ANALYSIS OF GEOMETRICALLY NON-LINEAR
ELASTIC-PLASTIC FRAMED STRUCTURES

R. Karkauskas

Summary

A stress-strain field (SSF) evaluation of elastic-plastic
structures under the action of a completely specified
external loading that doesn’t exceed its limiting value, but
produces plastic deformation, is under consideration. An
assumption of the discrete structure, possesing the small bar
strains and large displacements assumptions, is applied.

It is known that for disipative structures SSF depends
on the loading history. When solving the analysis extremum
problems on the basis of extreme energetical principles [1]-
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(8] for global external loads (final load magnitudes) one
cannot fix directly the unloading phenomenon in cross-
sections. Therefore, the possibilities to evaluate the SSF
change of the structure, as well as the possibility to take into
account various plastic deformation stages, finishing prior to
the stage when the final magnitudes of loads are achieved,
are lost. Therefore, the residual displacement magnitudes,
obtained by solving the problem for global loads only, can
be determined only very approximately.

The proposed in the manuscript complementary load
method to investigate the SSF for geometrically non-linear
structure enables to avoid the above-mentioned negative
aspects. Applying the method, design process of a structure
is iterative step-by-step procedure. A load step AF is
introduced. Monotonically increasing the load by step AF,
increments of SSF are obtained. The analysis problem in
static and kinematic formulations is stated for this purpose.
Formulations are based on the dual extreme energetic
principles formulated for residual strains and residual
displacements increments for any structure deformation
stage.

The actual field of residual forces proceeding the
plastic failure is obtained by using the extreme principle of
the minimum of complementary energy increment - the
ststic formulation (8). Applying the Lagrange function of
this formulation, the dual problem is formulated to
determine the displacements of the structure. Thus the
mathematical model (11) corresponds to the extremum
principle of a maximum of complementary work increment.

Changing the sign of the objective function the problem (11)
corresponds to the extremum principle of a minimum of
total complementary energy increment. Finally, we conclude
that increments of residual forces (15) and displacements
(14) are the linear functions only one of plastic multipliers
AZ, . By substituting that functions into problem (11) the

elastic-plastic geometrically non-linear framed structures
SSF analysis problem can be transformed to modified
problem (16). Then applying formulae (14) and (15) the
SSF increments for the Vv —th step are determined. The
actual SSF is obtained applying the relationships (1) and

2).

The SSF analysis problem for a two-storey frame made
of reinforcement concrete at the stage prior to plastic
collapse is presented for the numerical example. Numerical
experiments show that proposed mathematical model (16)
allows to determine the actual forces and displacements for
real structures and to achieve sufficient results for practical
design needs.

Romanas KARKAUSKAS. Doctor, Associate Professor.
Department of Structural Mechanics. Vilnius Gediminas
Technical University (VGTU). Saulétekio al. 11, 2040
Vilnius, Lithuania. Dr degree in 1972 (structural
mechanics). Research visits: Warsaw Politechnic Institute,
Moscow Civil Engineering Institute, Kiev Civil Engineering
Institute. Research interests: analysis and optimization of
elastic-plastic structures, computational mechanics.

-42 -





