
Full Terms & Conditions of access and use can be found at
https://www.tandfonline.com/action/journalInformation?journalCode=tcem20

Statyba

ISSN: 1392-1525 (Print) (Online) Journal homepage: https://www.tandfonline.com/loi/tcem19

ANALYSIS OF GEOMETRICALLY NON-LINEAR
ELASTIC-PLASTIC FRAMED STRUCTURES

R. Karkauskas

To cite this article: R. Karkauskas (1998) ANALYSIS OF GEOMETRICALLY NON-
LINEAR ELASTIC-PLASTIC FRAMED STRUCTURES, Statyba, 4:1, 36-42, DOI:
10.1080/13921525.1998.10531377

To link to this article:  https://doi.org/10.1080/13921525.1998.10531377

Published online: 26 Jul 2012.

Submit your article to this journal 

Article views: 66

Citing articles: 2 View citing articles 

https://www.tandfonline.com/action/journalInformation?journalCode=tcem20
https://www.tandfonline.com/loi/tcem19
https://www.tandfonline.com/action/showCitFormats?doi=10.1080/13921525.1998.10531377
https://doi.org/10.1080/13921525.1998.10531377
https://www.tandfonline.com/action/authorSubmission?journalCode=tcem20&show=instructions
https://www.tandfonline.com/action/authorSubmission?journalCode=tcem20&show=instructions
https://www.tandfonline.com/doi/citedby/10.1080/13921525.1998.10531377#tabModule
https://www.tandfonline.com/doi/citedby/10.1080/13921525.1998.10531377#tabModule


ISSN 1392-1525. STATYBA- CIVIL ENGINEERING -1998, IV tomas, Nr. 1 .............................................................................................................................................................................................................................................................. 

TAMPRIAI PLASTINIQ GEOMETRISKAI NETIESINil) STRYPINil) 
KONSTRUKCUl) ANALIZE 

R. Karkauskas 

l.{vadas 

Siuolaikines kompiuteriq technikos naudojimas 

jgalina nauju lygiu atlikti konstrukcijos, patyrusios 

plastines deformacijas, jtempimq ir deformacijq 

biisenos (lOB) analizc;:. Reikia paZylneti, kad si 
konstrukcijos darbo biisena yra labai svarbi pro

jektuojant. Reikalas toks, kad kai kuriq medziagq 

konstrukcijos dar iki suirimo jgauna labai didelius 
poslinkius ir gali netenkinti normalaus eksploatavimo 

reikalavimq. Todel konstrukcijos skaiCiavimas, pri
imant mail! poslinki4 hipotezc;:, tampa mazai patikimu. 
Be to, daugelyje eksploatuojamq konstrukcijq gali 
atsirasti plastinil} deformacijq, ir jas reikia moketi 

jvertinti projektuojant. Del to tampriai plastiniq 
konstrukcijq optimizavimo uzdaviniq matematiniuose 
modeliuose, salia stiprumo Sl!lygq, turi biiti jvertintos 
ir konstrukcijos deformuotl!il! biisenl! apibiidinancios 
standumo Sl!lygos. Tam savo ruoztu reikalinga JDB 
analize bet kuriai konstrukcijos plastinio deformavi

mosi stadijai, imtinai iki jos suirimo. 

Kaip zinoma, disipaciniq sisteml} JDB priklauso 
nuo apkrovimo istorijos. Sprendziant kietojo defor

muojamo kiino mechanikos ekstreminil} energetiniq 
principq pagrindu [1 ]-[8] sudarytus disipacinil} sistemq 
analizes ekstremumo uzdavinius su globalinemis 

isorinil} apkrovq reikSmemis, nejmanoma tiesiogiai 
fiksuoti pjiivi4 nusikrovimo, kai holonomines elgsenos 
reikalavimai yra pazeisti. Prarandama galimybe atsi

Zvelgti i konstrukcijos deformuotosios biisenos kitiml! 
ir jvertinti jvairius plastisko tekejimo rezimus, pasibai
giancius anksciau, nei pasiekiamos galutines apkrovq 

reikSmes. Del to liekaml}jq poslinki4 reikSmes gali 

biiti labai netikslios. 
Siiilomas geometriskai netiesinil.) konstrukcijq 

JDB analizei papildomos apkrovos metodas leidzia 
jvertinti minetus triikumus. Tuo tikslu sudaromos 
analizes uzdaviniq matematini4 modelil.) statines ir 
kinematines formuluotes. Jos grindziamos dualiais 

ekstreminiais energetiniais principais apie papildomos 

energijos prieaugio minimum'! ir pilnutines potencines 
energijos prieaugio minimum'!. Atitinkamai sie 

principai isreiSkiami per liekam4.i4 jr~, liekam4.i4 
deformacijq ir liekam4.i4 poslinkiq prieaugius tam 
tikru apkrovimo etapu. Numatoma prielaida, kad 

konstrukcijos diskretinio modelio poslinkiai yra dideli, 
o strypq deformacijos mazos. 

2. Konstrukcijos diskretinio modelio pagrindiniai 
ieskomieji dydziai ir priklausomybes 

Tampriai plastiniq geometriskai netiesiniq strypi
niq konstrukcijq plastinio deformavimo trajektorija 
nagrinejama etapais, taikant papildomos apkrovos 
metod<!. Pasirenkamas apkrovos zingsnis !lF . Nuo
sekliai didinant apkrOVl! siuo zingsniu, randami jrClZ4 
ir poslinkiq prieaugiai. 

Tarkime, kad plastinio deformavimo v -tojo eta

po gale konstrukcijos diskretinio modelio itempimq 

biisena yra aprasoma n -maciu tikr4.i4 ir'lil! vekto

riumi 

(1) 

Cia srv = Srr + !lSrv - liekaml!iq irl!Zq vektorius v -

tojo etapo gale, kuris lygus liekam4.i4 ir'lZ\.! vektoriaus 
v-1 

v -ojo etapo pradzioje Srr = ~>srz ir liekamqjl.) 
z=l 

irl!Z\.! v -ojo etapo metu prieaugiq vektoriaus !lS rv 

sumai; S ev = S e:E + !lS ev - tampriojo skaiCiavimo, 

jvertinanCio konstrukcijos deformuotosios biisenos 

kitiml! v -ojo etapo gale, ir'lzos, kurias sudaro 
tampriojo skaiCiavimo ir'lzos v -ojo etapo pradZioje 

v-1 
S e:E = L !lS ez ir tampriojo skaiCiavimo ir~ prieau-

z=l 

giai !lS ev v -uoju etapu. Paprastai deformavimo 

proceso pradzioje vektoriai s rl: = 0 ir s e:E = 0 . 

Konstrukcijos diskretinio modelio v -ojo etapo 
deformuotoji biisena apibiidinama m -maCiu tikrl!il.) 
poslinkil.) vektoriumi 
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(2) 

Cia u rv = u r:E + ~u rv - liekamqjq poslinkiq vektorius 
v-1 

v -ojo etapo gale, u r:E = L ~u n - suminis liekamqjq 
z=l 

poslinkiq vektorius v -a jam etapui, o ~u rv - lieka-

mqjq poslinkiq prieaugiai v -ojo etapo metu; 
Uev = ue:E + ~uev- tampriojo skaiciavimo poslinkiai, 

susidedantys is suminiq poslinkiq v -ojo etapo pradZiai 
v-1 

u e:E = L ~u ez ir poslinkiq prieaugiq v -ojo etapo 
z=l 

metu ~uev. Deformavimo proceso pradZiai vektoriai 

Dr:E = 0 ir De:E = 0. 
Geometriskai netiesiniq tampriq konstrukcijq 

poslinkiq ir ir<lZ4 skaiCiavimo metodika yra pateikta 

[9] darbe: 

~uev = {[A(u:E)](nr1
[ A(u:Et]} -I Fv-

- {[ A(u:E)][nl-1
[ A(ur tJr

1

[ A(ur*e:E, (3; 

Cia [A( u:E)] - ( m x n) matmenq v -ojo apkrovimo 

etapui pusiausvyros S(!lygq matrica, kuri sudaroma, 

naudojant deformuot(! diskretini modeli su poslinkiq 
v-1 

dydziais u :E = L ( ~u rz + ~u ez) , gautais susumavus 
z=l 

visq pries tai buvusi4 deformavimo etaplJ poslinkiq 
prieaugi4 dydzius; [ D ]- ( n x n) matmen4 nekintanti 

konstrukcijos diskretinio madelia element4 pasiduo-
v 

damumo matrica; F v = L ~F z - v - ojo etapo sumine 
z=l 

apkrova. 

Taigi geometriskai netiesiniq konstrukcij4 tikr(!j(! 

itempim4 ir deformacij4 biisen(! apibiidina pagrindi

niai nezinomieji: liekamuju jrafu prieaugiai ir lieka

myjy poslinkiy prieaugiai. 

Liekamqj4 ir<!Zl! vektorius S rv bet kuriuo kons-

trukcijos deformavimo etapu yra savaimineje pusiau

svyroje ir tenkina pusiausvyros lygti [A(u:E*rv =0. 

Ivertinus lygybt( Srv = sr:E + ~Srv' turesime, kad 

statiskai galimas liekamqj4 ir<!Zl! prieaugi4 vektorius 
~S rv v - uoju etapu turi tenkinti tokiq pusiausvyros 

lygti: 

(5) 

Atkreipiame demesj, kad ( 5) lygybes desineje 

puseje yra zinomas dydis. 

Uzrasant geometriskai netiesiniq konstrukcijq 

takumo S(!lygas, reikia jvertinti tiek lenkimo momentq, 

tiek ir asiniq jegq jtak(!. Tuomet tariant, kad gniuz

domos ir tempiamos medZiagos takumo ribos yra vie
nodos, tiesinems takumo S(!lygoms [<I> ]S v = S 0 , iverti-

nus (I) ir (2) lygybes, suteiksime si(! matricintt form(!: 

[ci>]LlS rv ::; So -[<I> Xs r:E +Sev ). (6) 

Cia [<1>]- (ni · nk x n) matmenq takumo sqlygq 

matrica, kurios israiska priklauso nuo skerspjiivio 
formos ir istiesinimo laipsnio ni; nk - skaiciuo-

jamqjq pjiiviq ar taskq, kuriuose turi biiti patikrintos 
takumo s(!lygos, skaiCius; S0 - Tlj · nk matavimq 

zinomas ribiniq ir(!Zq vektorius. 

3. Analizes uzdavinio dualiis matematiniai modeliai 

Tikrasis liekamqjq ir<!Zl! vektorius konstrukcijoje, 

dar nepasiekusioje plastinio suirimo biikles, gali biiti 

rastas panaudojus ekstremini princip(! apie 

papildomos energijos minimum(!. Miisq atveju Haaro

Karmano principas [10] formuluojamas taip: 

IS viszt statiskai Leistinzt Liekaml.{jzt jrqizt prieaugiLf: 
vektoriL{: tam tikru plastinio deformavimo proceso etapu 
tikrasis yra tas, nuo kurio gaunamas minima/us 
papildomos energijos prieaugis. 

Kadangi liekamqjq jr(!Z4 prieaugiai sukelia 
liekamqjq tampriqj4 deformacijq prieaugius ~qrev, 

tai papildomos energijos prieaugis bus isreiskiamas 

skaliarine sandauga ~U rv = 05 M ~ ~qrev. IS fizinio 

Huko desnio zinome, kad tampriqjq deformacijq 
prieaugiq vektorius ~q"" = [D ]~S rv, tuomet 

(7) 

Kaip zinoma, statiskai leistinas liekamqjq ir(!Zq 
prieaugiq vektorius turi tenkinti pusiausvyros lygtis (5) 

ir nepazeisti takumo s(!lygq (6). 

Tokiu biidu suformuluotam principui rasomas sis 

matematinis modelis: 

Rasti 

min 0,5~S~[D]~Srv, 
esant apribojimams 

(A( u:E) ]Mrv = -[A( ur) ftr:E • 
[ct>)~Srv::; So -[ct>)(Sr:E +Sev)· 

(8) 
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Sio uzdavinio tikslo funkcijoje esanti kvadratine 
matrica [ D] yra teigiamai apibrezta. Todel pagal 

Silvesterio kriterij4 uzdavinio kvadratine forma (tikslo 

funkcija) yra grieztai iskila. Apribojimus sudaro 

tiesines funkcijos. Taigi turime tipisk'! kvadratinio 

programavimo uzdavini, kurio sprendinys £\S~ bus 

vienintelis. 

Konstrukcijos poslinkiams rasti sudaromas dua

lus uzdavinys, naudojant Lagranio funkcij'! (8) uzda

viniui. Lagranio daugikliai yra: pusiausvyros lygtims -
liekamlJ.iq poslinki4 prieaugiq vektorius £\u rv , 

takumo S<!lygoms - plastini4 daugikli4 prieaugi4 
vektorius £\ltv. Taigi Lagranio funkcija yra: 

?(~s rv, ~u rvL1Av) = 0,5 dS ~ [D JLlS rv -

- £\u~ [ A(ur )](L1Srv +Srr )- .1AJ" So+ 

Lagranio funkcijos stacionarumo S<!lygos yra to

kia lygci4 sistema: 

(9) 

Paiymejl( liekamlJ.iq deformacij4 prieaugi4 vekto
riq £\q rv = [ D ]L\8 rv + £\q pv , kur plastini4 deformacij4 

prieaugi4 vektorius £\q pv = [<I>] T £\ltv , gauname geo

metriskai netiesini4 sistemq deformacij4 ir poslinkiq 

prieaugi4 darnos lygtis v- uoju deformavimo proceso 

etapu: 

(10) 

IS cia akivaizdu, kad papildomos apkrovos meta

do geometrini4 lygCi4 matrica yra nagrinejamos kons

trukcijos pusiausvyros lygci4 transponuotoji matrica. 

Jvertinus Lagranio funkcijos stacionarumo S<!ly

gas (9), gaunamas toks dualus uzdavinys: 

Rasti 

max - 0,5.1S~[D]L1Srv- £\lt~(So-

- [<I> Jsev)- L\8~[ D ]L1Srr 
esant apribojimams 

[D ]L\Srv +(<I> f £\ltv - [ A(ur) r L\urv = 0, 
£\ltv~ 0. 

(11) 

Sio uzdavinio tikslo funkcija yra sudaryta is 

kvadratini4 form4 sumas ir tiesines lygties. Kaip jau 
mineta, matrica [D] yra teigiamai apibrezta. Taigi 

(11) uidavinio tikslo funkcija yra iskila ir uzdavinys 

turi vieninteli sprendifli. Ji suradus, nustatomi 

pagrindiniai nezinomieji, t.y. £\S ~, £\u ~, ~. Po 

to tikrosios ir<!Zos ir tikrieji poslinkiai baigiant v - '!ji 
etap'! skaiciuojami pagal (1) ir (2) formules. Sio etapo 
pabaigoje plastiniq deformacij4 vektorius Qpv ir 

kinematiskai darni4 liekamlJ.iq deformacijq vektorius 
qrv yra skaiciuojami taip: 

v 

Aptarsime (11) uzdavinio fizinl( prasml(. Jo 

apribojim4 pirmoji S<!lyga yra geometrines lygtys. Jos 
drauge su apribojimais £\ltv ~ 0 apibiidina kinema-

tiskai leistin4 liekamlJ.iq poslinkiq prieaugiq vektori4. 

Tikslo funkcija reiskia papildomo darbo prieaugi 

v - ojo plastinio deformavimo etapo pabaigoje. Taigi 

(11) uzdavinio matematinis modelis atitinka toki 

ekstreminj energetini princip'!: 

IS visll ldnematiskai leistinll liekamL{jli poslinkili 

prieaugili vektorill tam tikru nenusikraunancios konst

rukcijos etapu tikrasis yra tas, kuriam esant papildomo 

darbo prieaugis minima/us. 

Pakeitl( ( 11) uzdavinio tikslo funkcijos zenkl'! i 

priesing'!, gausime ekstremini princip'! apie pilnutines 

potencines energijos minimum'!: 

IS visll ldnematiskai leistinlf liekamL{jlf poslinkili 

prieaugili vektorill tam tikru konstrukcijos defonnavimo 

proceso etapu tikrasis yra tas, kuriam esant pilnutines 

potencines energijos prieaugis minima/us. 

4. Skaiciavimo algoritmas 

Aptarsime duali4 ekstreminiq uzdaviniq poros 

(8) ir (11) sprendim'!. Vis4 pirma is (11) uzdavinio 

apribojim4 pirmosios S<!lygos (geometrini4 lygCiq) 

isreiskiame liekam4.i4 ir'li4 prieaugi4 vektori4: 

Antra, is (8) uzdavinio apribojimlJ pirmosios 

S<!lygos - pusiausvyros Iygci4, naudojant (13) israisk'!, 

galima gauti liekam4j4 poslinkiq prieaugiq vektoriq: 

L\urv = [fi(ur)][A(ur)}Dr1[<I>f Mv- (14) 

- [13( ur) ][A( ur) }srr, 

kur [f3(u1)] = {[A(u1)Jvr1[A(u1)T]}-
1 

yra poslinki4 

infliuentine matrica v- a jam deformavimo etapui. Si<! 

priklausomybl( irasl( i (13) lygti, turime: 
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ASrv = {[a(ur)J A(ur)]rvt1-[Dt1 }[q,]T A\

-[a(ur)}A(ur}~rr = 

=[H(ur))[q,]T AAv-[a(ur)}A(ur*rr· (1S) 

Cia panaudoti sie Zymejimai: 

Tai atitinkamai yra ir~ infliuentine matrica ir 

konstrukcijos diskretinio madelia standumo matrica 

v - ajam deformavimo etapui. 

IS (14) ir(1S) lygties akivaizdu, jog konstrukcijos 

liekamqjq poslinkiq ir liekamqjq ir~ prieaugiai yra 

geometriskai tiesineje ir netiesineje formuluotese iki 
jo galutinio plastinio suirimo. Remas projektuojamas 

is B20 klases betono, armavimas - is A-III klases 

armatiiros. Betono ir armatiiros fiziniai parametrai yra 
sie: Rb = 0,9·11,S=10,3S Mpa, Eb = 27·103 Mpa, R. = 

Rsc = 36S Mpa, Es = 2·105 Mpa. Remo kolonos yra 
kvadratinio skerspjiivio 0,3x0,3 m, armavimas 

simetrinis, As = As. = 36,44 em2
, a = a' =4,8 em. 

Remo cygeliai yra staciakampio skerspjiivio 0,3x 0,6 m 

su dvipuse armatiira, kurios As = 49,2S em2
, 

As. =26,63 cm2
, a = 9,2 em, a' = S,8 em. 

SF SF 

F 

4 ~
1

15 16 17 18 19 20 8 

tiesines plastiniq daugikliq prieaugiq Allv funkcijos. 4m 

Sias funkcijas irasius i (11) matematini modeli, 
tamprios plastines geometriskai netiesines stcypines 

konstrukcijos JOB analiz(( galima atlikti pagal toki 

modifikuot~ matematini modeli: 

Rasti 

max O,SAA~[fP)[H(ur)][fPf AAv-

- AA.~(So-[fPJsev -[fPJsrr)- (16) 

- AA.~[ fP J[ a( ur) ][A(ur) Jsrr + c1 

esant apribojimams 

Cia Cj = o,ss;r[ A(urW[J3(ur)l A(ur)]srr pastovusis 

dydis, kuris optimizacijos procese gali nedalyvauti. 

Taigi gautos modifikacijos tikslo funkcija yra 

poslinkiq daugikliq kvadratine forma, kurios matrica 

[ fP ][ H( ur ) ][ fP] T yra teigiamai apibrezta. Taigi iskilojo 

kvadratinio programavimo uzdavinio sprendinys bus 

vienintelis plastiniq daugikliq prieaugiq v- uoju 

etapu vektorius AA.~. Ji surad((, pagal (13) ir (14) 

formules skaiCiuojami JOB prieaugiai v - uoju etapu. 

Tikrasis JOB bus gautas pagal (1) ir (2) formules. 
Sprendimo eigoje keisdami apkrovos prieaugio AFv 

dydi, galime pastebeti konstrukcijos pjiiviq nusikro

vimo reiskini ir ji ivertinti. 

5. Pavyzdys' 

Atliksime gelzbetoninio remo, parodyto 1 pa

veiksle, itempimq ir deformacijq biisenos analiz(( 

SF SF 

F 3 

2 9 10 11 12 13 

4m 

1 

.,.; ~ 

1 pav. Remo geometrija ir diskretinis modelis 

Fig 1. Geometry and discrete model 

7 

14 6 

5 
m~ 

Apkrovoms didejant nuo nulio iki ribiniq 

reikSmiq gelzbetonines konstrukcijos elemento 

pavojingoje vietoje itempimai tempiamoje armatiiroje 

pasiekia takumo rib~, o plysiai betono tempiamoje 

zonoje auga iki tokiq dydziq, prie kuriq betonas is 

elemento darbo issijungia. Siuo atveju priimame, kad 

elementas plastiskai suyra, o jo skerspjiivio laikomoji 

galia yra panaudota tuo paCiu metu ir tempiamos 

zonas armatiiroje ir gniuzdomos zonas betone. Arma

tiira teka, o gniuzdomos zonas betonas plastiskai de

formuojasi esant pastoviai ribinio lenkimo momenta 

reikSmei 

(17) 

0 ribine asine jega lygi 

N0 = N u = cp( Rb~ + R5cA~- R5 A5 ); (18) 
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Cia At,- betono gniuzdomos zonas plotas; ~ - vidiniq 

jegq poros petys, kuris pagal gelzbetoniniq 

konstrukcijq teorijos taisykles ([12]) skerspjiiviui su 

dvipuse arrnatiira yra ~ = ho- a'; koeficientas q> = 0,9. 

Realaus staCiakampio skerspjiivio j-oji takumo S£!lyga 

bendru atveju yra netiesine: 

(19) 

Ji yra linearizuojama 1r aprasoma tokia matricine 

tiesine nelygybe: 

[<I> j ~ j ~ So,j• 

cia S j = { M j , N j r, 
(20) 

- 1 - 1 2/3 2/3 - 2/3 - 2/3] 

c - c 2c - 2c 2c - 2c 

c= Mo,j/No,j =1;. 

Skaitinis eksperimentas atliktas esant apkrovos 
prieaugiui 11F = O,Ql kN. Eksperimento metu gauti 

rezultatai pateikti 2 ir 3 paveiksluose. 2 pav. istisine 

linija pavaizduotas remo mazgo 4-15 horizontaliojo 

poslinkio ir apkrovos priklausomybes grafikas ir 

plastiniq sarnyrq susidarymo seka geometriskai 

netiesinio sprendinio metu. Ten pat yra pavaizduoti 

geometriskai tiesinio sprendinio rezultatai: punktyrine 

linija - kai remo diskretinio madelia pjiivyje j 

jvertiname lenkimo momentus ir asines jegas; plana 

istisine linija - kai jvertiname tik lenkimo momentus. 

IS pateiktq grafikq matome, kad geometriskai 

netiesiniame sistemas sprendinyje remo tamprusis 

darbas pasibaigia esant mazesnei apkrovos parametro 

F reiksmei. Kartu akivaizdu, kad ir plastiniq sarnyrq 

susidarymas bei remo perejimas i plastinio suirimo 

mechanizm£! jvyksta esant mazesnei apkrovai. 

3 pav. pavaizduotas lenkimo momentq pasi

skirstymas sesto plastinio sarnyro susidarymo metu, 

kai apkrovos parametro reiksme F =91,36 kN. Ten 

pat kursyvu surasytos gautos asiniq jegq reikSmes. IS 

geometriskai tiesinio sprendinio matome, kad esant 

siai apkrovos parametro reiksmei reme susidaro tik 4 

plastiniai sarnyrai, tuo tarpu pagal geometriskai 

netiesinj sprendinj remas esant siai apkrovai pereina i 
plastinio suirimo fazt;. 

F(kN) 

S=M 
1-v ~ •······ : ..... 5 

... ·· 6 ...,_, 
90 p 3 .••· 

.. ......... 5 6 

.~ ~ 80 

v, 3 

Geometri~kai tiesinis j 2 
.I 70 

II I' Geometri~kai netiesinis 

I I 60 

v -
h 6 

4 
2 50 

II 3 40 

jv - 4 

5 4 
I 30 

I 4 20 

I -- .,!_ 
Plastiniq sarnyrq susidarymas 

10 

l7 I l 1 
u (em) 

2 pav. Apkrovos ir poslinkio priklausomybe plastinio defor
mavimo proceso metu 
Fig 2. Distribution of displacement and the sequence of 
formation of plastic hinges 

Geometriskai tiesinis Geometriskai netiesinis 

3 pav.{rqzq pasiskirstymas prieF=91,36 kN 

Fig 3.Distribution of total stresses under F = 91,36 kN 

Skaitinio eksperimento metu nustatytos apkrovos 

parametrq reikSmes ir jas atitinkancios remo mazgo 

4-15 horizontaliojo poslinkio bei antra aukSto rygelio 

mazgo 16-17 vertikaliojo poslinkio reikSmes plastinio 

deformavimo proceso metu, esant jvairioms formuluo

tems, palyginimui pateiktos lenteleje. 
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Geomet- Geometriskai tiesinis sP, Dydis riskai ne-
Nr tiesinis M,N ~% M ~ 

F 72,16 74,57 3,3 81,70 13,2 
1 u4-IS 4,09 4,01 4,35 

UJ6-17 1,41 1,44 1,39 

F 75,30 76,45 1,5 85,68 13,8 
2 U4-1s 4,42 4,18 4,72 

UJ6-17 1,47 1,48 1,48 

' F 80,76 82,34 2,0 89,68 11,0 
I 

3 U4-15 5,31 5,01 5,24 

UJ6-17 1,63 1,64 1,57 

F 81,74 85,99 5,2 95,60 17,0 

4 u4-IS 5,53 5,72 6,31 

UJ6-17 1,66 1,75 1,74 

F 91,34 92,50 1,3 97,18 6,4 

5 u4-IS 8,16 7,20 8,01 

UJ6-17 2,01 1,97 3,09 

F 91,36 93,38 2,2 97,44 6,7 

6 u4-IS 8,31 8,49 2,2 9,01 8,4 

UJ6-17 2,06 2,83 37,4 3,57 73,3 

F 91,38 94,31 3,2 99,78 9,2 
Rib in is 

8,65 13,99 61,7 23,27 186 biivis u4-IS 

UJ6-17 2,20 5,12 133 9,53 333 

6. ISvados 

1. Geometriskai netiesiniq konstrukcijq JDB 
analizei pasilllytas papildomos apkrovos metodas 

leidZia fiksuoti pjiiviq nusikrovim~, konstrukcijos 

deformuotosios biisenos kitim~ ir ivertinti ivairius 

plastinio tekejimo rezimus. 

2. Analizes uzdavinio matematiniq modeliq 

pagrindas kvazistatines apkrovos atveju yra ekstre

minis energetinis principas apie papildomos energijos 

minimum~. Jis uzrasomas statiskai leistiniems Iieka

mqjq ir~zq prieaugiams. Uzdavinio tiesiogine formu

luate yra isreiskiama (12) madeliu, a duali - (15). 

Skaiciavimo algaritmas (20) sudarytas naudojant 

apibendrint~ Lagranzo uzdavini. 

3_ Atliktas skaitinis eksperimentas patvirtina 

teariniq tyriml) pagrindines isvadas. Visl) pirma mate

matinis modelis (20) gerai tinka realil) konstrukcij'4 

lDB analizei, taikant geometriskai netiesines sistemas 

ir tampriai plastines medziagas fizinio madelia sam

pratas. Antra, yra pakankamai aiskus, infarmatyvus ir 

gali biiti taikomas inzinerineje praktikaje. 
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ANALYSIS OF GEOMETRICALLY NON-LINEAR 
ELASTIC-PLASTIC FRAMED STRUCI'URES 

R. Karkauskas 

Summary 

A stress-strain field (SSF) evaluation of elastic-plastic 
structures under the action of a completely specified 
external loading that doesn't exceed its limiting value, but 
produces plastic deformation, is under consideration. An 
assumption of the discrete structure, possesing the small bar 
strains and large displacements assumptions, is applied. 

It is known that for disipative structures SSF depends 
on the loading history. When solving the analysis extremum 
problems on the basis of extreme energetical principles [ 1 ]-
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[8] for global external loads (final load magnitudes) one 
cannot fix directly the unloading phenomenon in cross
sections. Therefore, the possibilities to evaluate the SSF 
change of the structure, as well as the possibility to take into 
account various plastic deformation stages, finishing prior to 
the stage when the final magnitudes of loads are achieved, 
are lost. Therefore, the residual displacement magnitudes, 
obtained by solving the problem for global loads only, can 
be determined only very approximately. 

The proposed in the manuscript complementary load 
method to investigate the SSF for geometrically non-linear 
structure enables to avoid the above-mentioned negative 
aspects. Applying the method, design process of a structure 
is iterative step-by-step procedure. A load step !1F is 
introduced. Monotonically increasing the load by step !1F , 
increments of SSF are obtained. The analysis problem in 
static and kinematic formulations is stated for this purpose. 
Formulations are based on the dual extreme energetic 
principles formulated for residual strains and residual 
displacements increments for any structure deformation 
stage. 

The actual field of residual forces proceeding the 
plastic failure is obtained by using the extreme principle of 
the minimum of complementary energy increment - the 
ststic formulation (8). Applying the Lagrange function of 
this formulation, the dual problem is formulated to 
determine the displacements of the structure. Thus the 
mathematical model (11) corresponds to the extremum 
principle of a maximum of complementary work increment. 

Changing the sign of the objective function the problem (11) 
corresponds to the extremum principle of a minimum of 
total complementary energy increment. Finally, we conclude 
that increments of residual forces ( 15) and displacements 
(14) are the linear functions only one of plastic multipliers 
!1\.. By substituting that functions into problem (11) the 

elastic-plastic geometrically non-linear framed structures 
SSF analysis problem can be transformed to modified 
problem (16). Then applying formulae (14) and (15) the 
SSF increments for the V - th step are determined. The 
actual SSF is obtained applying the relationships ( 1) and 
(2). 

The SSF analysis problem for a two-storey frame made 
of reinforcement concrete at the stage prior to plastic 
collapse is presented for the numerical example. Numerical 
experiments show that proposed mathematical model (16) 
allows to determine the actual forces and displacements for 
real structures and to achieve sufficient results for practical 
design needs. 
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