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MULTISURFACE-PLASTIZITATS- MODELLE MIT ZUSAMMENGESETZTEN

FLIESSBEDINGUNGEN

D. Hintze und J. Will

1. Einleitung

In der Geotechnik werden zunehmend rdumliche
Strukturberechnungen zur Ermittlung der Standsicherheit
z.B. von Tunnelbauwerken, Baugruben oder Talsperren
eingesetzt. Das erfordert neben einem verstirkten
Aufwand bei der Ermittlung der felsmechanischen
Kennwerte auch die Erarbeitung leistungsfihiger nume-
rischer Werkzeuge, die das Verformungs- und Festig-
keitsverhalten wirklichkeitsnah erfassen konnen. Gesucht
sind realititsnahe Materialmodelle, zur Beriicksichtigung
der wesentlichen Eigenschaften wie Plastifizierungen
Nach

Wittke [1] ist ,,Fels innerhalb eines bestimmten Homo-

und/oder anderer Schidigungs-erscheinungen.
genbereiches ein durch eine oder mehrere Scharen
anndhernd ebener, zueinander paralleler Trennflichen
zerteilter homogener Festkorper, der ein richtungsloses,
flachiges oder lineares Gefiige haben kann. Storungen
treten in der Regel als Einzelelemente auf.” (Abb. 1). In
seinem Spannungs-Verformungs-verhalten zeigt gekliifte-
ter Fels sowohl Phianomene eines Kontinuums als auch
eines Diskontinuums. Nachfolgend wird die numerische
Verarbeitung eines verschmierten elasto-plastischen
Kontinuummodells fiir das gekliiftete Gebirge mit

impliziten Berechnungsstrategien vorgestellt.

Abb 1. Trennflichengefiige

Fig 1. Jointed rock mass

2. Numerische Verarbeitung der zusammengesetzten
FlieBbedingungen

Mit Hilfe eines multilaminaren

Ersatzkontinuum wird der intakte Fels und ein Trenn-

verschmierten,

flaichengefiige mit bis zu vier unterschiedlich im Raum
orientierten Trennflichenscharen beschrieben. Wir bes-
chrinkten uns zunidchst auf die Abbildung elastisch-
idealplastischen Verformungsverhaltens ohne Ver- und
Entfestigungsfunktionen. Als FlieBbedingung wird das
als Grundmodell der Geotechnik bezeichnete MOHR-
COULOMB-Schubspannungskriterium mit einer Zugs-
pannungsbegrenzung sowoh! fiir den intakten Fels als
auch fiir jede Trennfliche verwendet. Fiir Zugbruch
werden assoziierte, fiir Schubbruch assoziierte oder nicht-
assoziierte FlieBregeln verwendet. Nach Uberschreiten
der Anfangsfestigkeiten konnen Restfestigkeiten zuge-
wiesen werden. Damit wird es moglich, das nichtlineare
Spannungs-Verformungs-verhalten mit sehr wenigen,
praxisbekannten Parametern, wie Zugfestigkeit, Rei-
bungswinkel und Kohision, zu beschreiben. Zusitzlich
ist die Beriicksichtigung weiterer Effekte wie Dilatanz
oder Restfestigkeiten moglich. Damit wird die mehrfli-
chige Fliefigur aus 10 Fliefbedingungen, zwei isotropen
fiir den intakten Fels und jeweils zwei anisotropen fiir die
vier Trennfldchenscharen zusammengesetzt.

In der Literatur unterscheidet man bei der nume-
rischen Umsetzung mehrflachiger FlieBfiguren grunds-
dtzlich zwischen unabhingiger und abhingiger Bearbei-
tung. Bei unabhingiger Bearbeitung werden alle FlieSbe-
dingungen entweder getrennt voneinander bearbeitet
[1,2], dominante FlieBbedingungen definiert oder eine
Bearbeitungsreihenfolge festgelegt. In jedem Fall beriick-
sichtigt man keine Interaktionen von FlieB-kriterien bei
der Ermittlung der plastischen Multiplikatoren, wie das
bei der abhidngigen Bearbeitung [3,4] mehrflichiger
Plastizitdt der Fall ist. Dort betrachtet man nicht die
FlieBkriterien einzeln, sondern die mehrflichige FlieB-
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figur insgesamt. Die abhingigen plastischen Multipli-
katoren A; missen dann aus einem Gleichungssystem
ermittelt werden Gl.(1), (2). Im Gegensatz zur Bearbei-
tung einzelner Fliefbedingungen ist bei der Verletzung
mehrerer FlieBbedingungen durch den Versuchsspan-
nungszustand die FlieBflachen-iiberschreitung keine
hinreichende Bedingung fiir die Aktivitit der FlieBbedin-
gung mehr. Dieses Phdnomen soll an einem Kreuzungs-
bereich von zwei anisotropen FlieSbedingungen einer
Trennfliche, einem Mohr-Coulombschen Schubbruch-
kriterium mit einer Zugspannungsbegrenzung (Abb. 2),
naher erldutert werden. Verletzt der Versuchsspannungs-
sich die

zustand beide FlieBbedingungen, ergeben

abhingigen plastischen Multiplikatoren aus GI. (1).

A
TRES
= Tpe —Op tang—C
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Abb. 2. Aktivitit FlieBbedingungen moglich
Fig 2. Activities of both yield functions are possible

Die Erfiillung beider Konsistenzbedingungen erz-
wingt eine Spannungsriickfithrung in den Kreuzungs-
punkt der FlieBkriterien. Die plastischen Dehnungen
ergeben sich aus der Linearkombination der plastischen
Dehnungs-vektoren beider FlieBbedingungen.

Die Richtung der plastischen Dehnungsvektoren
wird durch die Gradienten der p lastischen Potentiale, die
Linge durch die Multiplikatoren A; beschrieben. Sind
dabei die plastischen Multiplikatoren positiv, bleiben die
Richtungen der plastischen Dehnungen erhalten (Abb. 2).

9F, |1 30,
]Jr( 80] Dkz[ Jc )

Ergibt die Losung des Gleichungssystems (1) negative
plastische Multiplikatoren, kehrt sich die Richtung der
plastischen Dehnungsinkremente um (Abb. 3). Es mul
Energie aufgewendet werden, um zulidssige Spannungs-
zustinde in den Kreuzungspunkt von zwei FlieBbedin-
gungen zu zwingen. Eine Aktivitit beider FlieBbedin-
gungen ist dann nicht sinnvoll. Simo [5] fiihrt deshalb
neben der FlieBflicheniiberschreitung als weitere Bedin-
gung, die Aktivitit von FlieBbedingungen ein. Fir
beliebig mehrflachige Plastizitit miissen die plastischen
Multiplikatoren dann aus dem Gleichungssystem (2) mit
Einschrinkung des Wertebereiches bestimmt werden.
Verletzt der Versuchsspannungszustand j-Flieflbedin-

gungen, ergibt sich ein Gleichungssystem von n = j
Gleichungen, mit A;>0.

T Set aktiver F. T 2Q;
o, Dde= Y 9y DAj—>|. @
J0 =1 Jo do

Die Annahme der Aktivitit mufl fir alle verletzten
FlieBbedingungen iiberpriift werden. Negative plastischen
Multiplikatoren sind zu eliminieren. Die Bestimmung der
plastischen Multiplikatoren wird zum iterativen Prozel.
Sind alle FlieBkriterien im Inkrement aktiv, wird der

Spannungszustand in die gemeinsame Schnittmenge

B, =Tpes —On tan@—

F =+0y —zulo;

[l]<0 und A, >0

Abb. 3. Aktivitit beider FlieBbedingungen nicht moglich

Fig 3. Activities of both yield functions are not possible
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gefiihrt. Der plastische Dehnungsvektor setzt sich dann
aus einer Kombination von j-Dehnungsvektoren mit
J-Multiplikatoren zusammen.

Fiir eine konsistente und robuste numerische
Verarbeitung in impliziten Berechnungsstrategien mit
moglichst groBen Dehnungsinkrementen miissen fol-
gende Bedingungen erfiillt werden:

» Konsistenzbedingungen aller aktiven FlieBflachen
sind erfiillt

> abhingige Ermittlung der plastischen Multiplikatoren

» Priifen der Eindeutigkeit der Aktivititen bei der

Spannungsriickfithrung

In der Literatur kénnen nur wenige mathematische
Umsetzungen mit abhidngigen plastischen Multiplikatoren
gefunden werden. Simo [4] schligt fiir den lokalen
IterationsprozeB einen Return Mapping Algorithmus mit
abhiingigen plastischen Multiplikatoren aus einem
Gleichungssystem und fir die globale Iteration eine
Newton-Raphson-Iteration mit konsistenter elasto-
plastischer Tangente vor. Alle in der ersten globalen
Iteration vom Versuchsspannungszustand iiberschrittenen
einem Set aktiver

FlieBbedingungen werden zu

FlieBbedingungen gezdhlt. Im Verlauf des lokalen
Iterationsprozesses wird die Annahme der Aktivitdt von
FlieBbedingungen stindig iiberpriift. Wird ein plastischer
Multiplikator im Lastinkrement negativ, war die
Annahme falsch und muB korrigiert werden.

Bei der Herleitung der plastischen Multiplikatoren
wird in den Konsistenzbedingungen von Spannungs-

zustinden (0;, (')';H) auf der FlieBfliche ausgegangen.
Dann gilt:
trial |__ dF
F(Gi+1 )—deE . 3
War der letzte zuldssige Spannungszustand im

elastischen Bereich, muf nur ein Teil des Spannungs-
inkrementes umgelagert werden

F(cfff;” )¢ %—z- Dde. (@)

Die FlieBflicheniiberschreitung F(Gitffl) gibt dabei
den Abstand

Versuchsspannungszustand an. In den Bestimmungsglei-

zwischen DurchstoBpunkt und dem
chungen der plastischen Multiplikatoren werden deshalb
in der Folge die FlieBflichen-iiberschreitungen aus Gl.
(5) verwendet.
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Riickfithrung konstant, konnen die konsistenten plas-

. (5

Set aktiver F/ g T
St

i=1

tischen Multiplikatoren explizit ermittelt werden. Schon
bei der Bearbeitung einzelner FlieBbedingungen kommt
es beim Wechsel der Hauptspannungsrichtungen des
isotropen Mohr-Coulombschen Schubbruch-kriteriums
oder bei einem Vorzeichenwechsel der resultierenden
Schubspannung des anisotropen Schubbruchkriterium in
den Trennflichen zu Anderungen der Gradienten. Sind
mehrere FlieBflichen aktiv, idndern sich zudem bei
gleichzeitigem Bearbeiten isotroper und anisotroper
FlieBbedingungen die Hauptspannungs-richtungen und
damit die Gradienten der isotropen FlieBbedingungen.
Aus diesen Griinden ist fiir das gewihlte Materialmodell

das Return Mapping Verfahren ein iterativer Vorgang.

trial
G+l

*

Gl \
Elastischer
Spannungsraum

FlieBfigur

Abb. 4. Relaxation der elastischen Pridiktorspannung auf
die FlieBflache mit dem Return-Mapping Verfahren

Fig 4. Return mapping method — stepwise correction of the
predictor stress to the yield function

Das fithrt zu einer lokalen Iteration im Diskretisie-
rungspunkt fiir das Auffinden des konsistenten Span-
nungszustandes. Bei der Umsetzung der von Simo [4]
vorgeschlagenen Verarbeitung mehrflichiger Plastizitit
im multilaminaren Materialmodell traten bei der
abhingigen Bestimmung der Multiplikatoren folgende

Probleme auf:



> Das Gleichungssystem (6) hat keine Losung, wenn
keine Schnittmenge der untersuchten FlieBbedin-
gungen vorhanden ist. Die eindeutige Bestimmung
der Aktivitdt durch Elimiﬁierung von Fliefkriterien
ist dann nicht méglich.

» Im Laufe des lokalen Iterationsprozesses eines
Lastinkrementes kdnnen FlieBbedingungen aktiviert
oder deaktiviert werden. Die Annahme der Aktivitit
iiber das gesamte Inkrement ist nicht gesichert.
Insgesamt ist festzustellen:

Wurde das Dehnungsinkrement zu groB, konnte die
Aktivitat der FlieBbedingungen nicht mehr eindeutig
bestimmt werden. Zur Ermittlung der Zulidssigkeit des
Dehnungsinkrementes zur eindeutigen Bestimmung der
Aktivititen wurde deshalb festgelegt:

Das Inkrement ist zuldssig, wenn verglichen mit
dem letzten Gleichgewichtszustand die Aktivititen der
FlieBbedingungen sich nicht indern oder wenn eine
weitere Fliefbedingung aktiv wird.

Dieses Kriterium sichert die eindeutige Bestimmung
der Aktivititen und das richtige Abschreiten des
Spannungspfades auf der mehrflaichigen FlieBfigur.
Restfestigkeiten werden nur mit gesicherten Aktivitits-
annahmen in Gleichgewichtspunkten der Newton-
Raphson-Iteration eingefiihrt. Ist das Dehnungsinkrement
zur sicheren Bestimmung der Aktivititen zu grof3, muf
entweder das Lastinkrement der Newton-Raphson-
Iteration verkleinert (globale Inkrementierung) oder das
Dehnungsinkrement im betreffenden Diskretisierungs-
punkt unterteilt werden (lokale Inkrementierung). Es
sollte eine moglichst gute Kombination von globaler und
lokaler Inkrementierung angestrebt werden. Fiir die
Konvergenzbeschleunigung der Newton-Raphson-Itera-
tion ist die Bestimmung der konsistenten elastoplas-

tischen Tangente wichtig.
Dgp =D-Dpr. (7
Dy ist hier die Anderung der elastischen Deforma-

tionsmatrix D.

In Kreuzungsbereichen mehrerer FlieBbedingungen
setzt sich die plastische Steifigkeitsmatrix Dgp aus
Anteilen aller aktiver FlieBkriterien zusammen. Da die
Tangenten-dnderung von Betrag und Richtung der
plastischen Dehnungen und damit von den plastischen
Multiplikatoren aller aktiven FlieBkriterien j abhingt,
wird eine Wichtung der Tangenteninderungen jeder
aktiven FlieSbedingung notwendig (8).

A j_abheng (Gl6)

DPL=_§1‘4 Dpr€; mitg;=
J=Ln

- (®)

Jj—unanhdngig(Gl.5)

Eingesetzt ergibt sich

3Q; YoF, \T A
Dpp = 3 D(—JI—’J pT Zibh

=Ln dc | do F;

Es sei darauf hingewiesen, daB die Verwendung der
elasto-plastischen Tangente keinen EinfluB auf das
Ergebnis der Gleichgewichtsiteration hat, sondern nur fiir
die Konvergenzgeschwindigkeit der Newton-Raphson-
Iteration von Bedeutung ist.

Bei der Verwendung von nichtassoziierter Plastizitit
werden die elastoplastischen Deformationsmatrizen

unsymmetrisch.

3. Erweiterungen

Alle bisher vorgestellten numerischen Algorithmen
haben bis
FlieBfigur keinerlei Einschrinkungen. Deshalb kann unter

auf die Konvexitit der mehrflichigen

beliebiger Kombination weiterer Fliesskriterien der

Anwendungsbereich des Materialmedells  erweitert

werden. Zur Beschreibung von Beton wurde z.B. eine

zusammengesetzte  Flielfliche = von  DRUCKER-
PRAGER implementiert:
t+PB og—H=0. (10)

Reibungsparameter ° und der Kohisionswert H
werden im Zug und Druckbereich jeweils durch drei
einfach zu ermittelnde Festigkeitswerte bestimmt. Mit
dieser Kombination von zwei FlieBkegeln kann im
Bereich geringen hydrostatischen Druckes eine gute
Ubereinstimmung mit Versuchswerten erreicht werden
[2]. Die fir Metalle verwendete von-Mises-FlieSbedin-
gung ergibt sich bei Gleichheit aller drei Festigkeitskenn-
groBen als Sonderfall. Wie das oben beschriebene Modell
von Mohr/Coulomb kann auch das Drucker/Prager-
Modell mit bis zu vier Trennflichenscharen kombiniert

werden.

4. Anwendungsbeispiel

Das Multisurface-Plastizititsmodell wurde in ein
Finite-Elemente-Modell implementiert und zur nicht-
linearen Berechnung einer Staumauer aus Naturstein-
mauerwerk auf gekliiftetem Fels eingesetzt. Im Fels
wurden vier verschiedene Trennflichenscharen mit
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Abb. 5. Modell einer Staumauer im gekliifteten Fels

Fig 5. Model of a dam on jointed rock mass

unterschiedlicher Raumlage und verschiedenen Festig-
keitskennwerten beriicksichtigt. Die Ergebnisse zeigen
die Anwendbarkeit dieses Modells und neue Moglich-

keiten bei der Berechnung anisotroper Materials.

5. Zusammenfassung

Bei der Verwendung von zusammengesetzten Fliefi-
bedingungen ist besonderes Augenmerk auf die Siche-
rung einer konsistenten und robusten numerischen For-
mulierung zu legen. Es konnte ein Integrationsalgorith-
mus zur eindeutigen Bestimmung der Aktivititen von
FlieBbedingungen hergeleitet werden. Die Bestimmung
der konsistenten elastoplastischen Tangente wurde auf
Spannungszustinde in Kreuzungsbereichen erweitert. Die
Algorithmen wurden fiir die Berechnung von gekliifteten
Gestein mit bis zu vier Trennflichenscharen entwickelt,
getestet und an praktischen Problemstellungen verifiziert
[5]. Der Anwendungsbereich 14t sich durch beliebige
Kombinationen weiterer FlieBkriterien leicht erweitern.
Im multilaminaren Materialmodell kann das Material-
verhalten von gekliifteten Fels, Beton sowie Mauerwerk
mit oder ohne Anisotropieebenen numerisch robust und

realitdtsnah beschrieben werden.
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DAUGIAPAVIRSIAI PLASTISKUMO MODELIAI
TAKUMO SALYGOMIS

D. Hintze, J. Will

Santrauka

Pateikiamas algoritmas pasirinktiems daugiapavir§iams
plasti$kumo modeliams. Visisko plastiSkumo modelyje taikomi
izotropinis ir anizotropinis Mohr-Coulomb kriterijai tempimo-
iStiesintais ir asocijuoto arba neasocijuoto tekéjimo salygomis.
Pagal toki modelj gali buti apradytos medZiagos, kurioms
budinga anizotropiné deformacija ir stiprumo poky¢iai, taip kaip
ir nejudinta uoliena su jungéiy tinklu. Taikant i3pléstini
Drucker-Prager kriterijy izotropinés medZiagos matricai 3is
modelis taip pat gali biati taikomas ir kitoms medZiagoms
modeliuoti, pvz., mirui ar betonui. Aptariami uzdaviniai gauti i§
pasirinkty daugiapavir3iy takumo kriterijy.

Daugiapavirdis plastidkumo modelis buvo {vestas |
baigtiniy elementy programg. UZtvankos i§ uolienos su margais
skai¢iavimas iliustruoja tinkamuma ir naujas galimybes apraSyti
anizotropines medZiagas.
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MULTISURFACE PLASTICITY MODELS UNDER
YIELDING CONDITIONS

D. Hintze and J. Will

Summary

An implicit integration algorithm for arbitrary multi-
surface plasticity is presented. This perfectly-plastic model uses
isotrop and anisotrop Mohr-Coulomb criteria with tension-cut-
off and associated or non-associated flow rules. So materials
with anisotropic deformation and strength behaviour like intact
rock with sets of joints can be described. With an extended
Drucker-Prager-criterion for the isotrop material matrix this
model can be used as well for modelling other materials such as
masonry or concrete. Problems resulting from arbitrary
multisurface yield criteria are discussed. Consistent numerical
algorithms for robust numerical solutions are presented.

The Multisurface plasticity model was implemented in a
finite-element-program. The example of calculation of a dam on

jointed rock mass shows the applicability and new possibilities
for the description of anisotropic materials.

Dagmar HINTZE. Doctor, scientific researcher. Institute of
Structural Mechanics. Bauhaus-University Weimar,
Marienstralle 15, D-99421 Weimar, Germany.

From 1976 at HAB Weimar, Dept of Building Mechanics.
Doctor (1987). From 1995 at Institute of Structural Mechanics.
Research interests: physical non-linear behaviour of materials
(concrete, masonry, soils, rock), plasticity theory, damage
(fracturing) theory, cracks (smeared, discrete), non-linear
computational mechanics.

Johannes WILL. Doctor. Department manager at CAD-FEM
GmbH, Marktplatz 2, D-85567 Grafing, Germany.

1994-98 scientific researcher at Institute of Structural
Mechanics. Doctor (1999). From 1998 development engineer.
Research interests: linear and non-linear computional
mechanics, design, coding, documentation and testing.

334





