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ELEMENTAS DKT CST SLUOKSNIUOTU ANIZOTROPINIU PLOKSTELIY

ANALIZEI

E. Michnevi¢, R. Belevicius

Vilniaus Gedimino technikos universitetas

1. Jvadas

Siuolaikinés gamybos technologijos leidZia gaminti
ivairiausias sluoksniuotas ir sluoksniuotai armuotas, jvai-
riomis skaidulomis sutvirtintas medZziagas. Dél puikiy
§iy medziagy savybiy beveik visos i§ jy gaminamos kon-
strukcijos yra lengvos ir plonasienés.

Nors sluoksniuotos struktiiros pla¢iai naudojamos,
Siuolaikiniy kompozity netiesinio deformavimo ir irimo
teorijos bei matematinio modeliavimo metodai iki $iol
néra baigti net labiausiai paplitusiai kompozity su po-
limerine matrica klasei. Dél sluoksniuotoms struktiiroms
badingy anizotropijos savybiy nagrinétini visi tempimo-
-gniuzdymo ir lenkimo efektai, lenkimo-membraniniy bei
membraniniy-§lyties efektu saveikavimo reiskiniai.

Konstrukcijy, pagaminty i§ tradiciniy medZiagu,
baigtiniy elementy spektras analizei yra pakankamai pla-
tus. Taciau sluoksniuoty plonasieniy lenkiamy plokste-
liy uzdaviniams, kur galima taikyti tik kelias deforma-
cijy-itempimu buvi supaprastinanéias prielaidas, reika-
lingi specialiis sluoksniuoti baigtiniai elementai. Zino-
mas trikampis elementas TRIPLT [1] atitinka visus rei-
kalavimus. Jis turi 50 laisvés laipsniy: trikampio vir§a-
nése nagrinéjami trys poslinkiai ir du posukiai apie ko-
ordina¢iy asis bei visu jy pirmosios i§vestinés asiy kryp-
timis, 0 centrinis mazgas turi pirmuosius penkis laisvés
laipsnius. Tokio sudétingo elemento jtraukimas | esa-
mas baigtiniy elementy programas keltu daugybe jvai-
raus pobidzio keblumy. Todél islieka pakankamai tiks-
Hy, efektyviu, praktiskos formos baigtiniy elementy
sluoksniuotoms lenkiamoms ploksteléms, kurioms nebiity
keliami jokie skerspjiivio simetrijos reikalavimai, porei-
kis.

Siame darbe pateiktos sluoksniuoto anizotropinio
trikampio baigtinio elemento DKT _CST [2], kuriame
jvertinti visi minéti membraniniai bei lenkimo poveikiy

efektai, taciau atsisakyta §lyties efekty, struktiiriniy mat-
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ricu idrai¥kos. Toks baigtinis elementas gali bti pa-
naudotas sluoksniuotoms ortotropinéms lenkiamoms
ploksteléms, ploksteliy atskiroms zonoms arba sijoms

modeliuoti, kai Slyties deformacijos néra itin svarbios.

2, Matematiniai modeliai

Dél membraniniy jtempimuy jtakos tikrieji plokste-
lés poslinkiai yra zymiai maZesni uZ nustatytus pagal
tiesine teorija. Diskretyji tokio uzdavinio modelj [3] ga-
lima uZzraSyti kaip netiesiniy algebriniy lyg€iu sistema:

k@) 6-F=0, (1)
ansamblio standumo matrica priklauso nuo poslinkiy &
dydzio; F - iSoriniy apkrovy vektorius.

Netiesiniy lyg€iu sistemoms spresti dazniausiai tai-
komas iteracinis Niutono ir Rafsono metodas. Kiekvie-
name iteracinio proceso Zingsnyje apytikslis sprendinys
8, , kuriam i$oriniy ir vidiniy jégu nesarySis y, =0,

patikslinamas sprendziant tiesiniy lygciy sistema:

A8n+1 =_[KT];—71Wn’ (2)

[kr]=[Ko ]+ (Ko ]+ [k, ] - €)
[KT] — tangentiniy standumy matrica; [K()] — tiesiné
standumo matrica; [KG] — pradiniy jtempimy matrica;
[K,] - dideliy poslinkiy matrica. Nesarysis v, skai-
Ciuojamas pagal jtempimus O, :

w(s):j[E]rch-ho, (4)

[B] — netiesiné matrica, deformacijas susiejanti su
poslinkiais.

Atskiras geometriskai netiesinio uzdavinio atvejis
yra pradinio pastovumo uzdavinys [3], kai matrica
[KL]:O-

Dinamikos uzdaviniai apraSomi lygtimi:



2
326+F=0, ()

(ko B +fcla+

[c] ir [M] - slopinimo ir masiy matricos.

Atskiras dinamikos uzdavinio atvejis yra tikriniy

reiksmiy uzdavinys [3, 4], kai matrica [C]=0 ir F=0.

3. Elemento DKT_CST formulavimas

Baigtinis elementas suformuluotas kaip lenkiamojo
(DKT) ir membraninio (CST) elementy derinys [2, 5].
CST elementas turi tris mazgus, pirmosios eilés inter-
poliacing funkcija ir po du laisvés laipsnius — poslin-
kius kiekviename mazge. DKT elementas [6] turi tris
mazgus ir tris laisvés laipsnius — {link{ ir du posiikius
kiekviename mazge, elemento interpoliaciné funkcija turi
atitikti C° suderinamumo reikalavimus. Kompozitinei

plokstelei ry$ys tarp jtempimu ir deformaciju uzraSo-

mas taip:
No [Dp/] e()+[Dp1b] K
6
M:[Dplb]e()+[l)b]k (6)
NirM - membraniniai bei lenkimo jtempimai;

[Dpl] [Dplb}, [Dh]- akumuliacinés tamprumo mat-
ricos, kurios gaunamos sudedant sluoksniuy tamprumo
matricas [5, 7]; ¥ — vidurinio pavir§iaus membraninés
deformacijos; k — kreiviy vektorius.

Lenkimo deformacijos sukelia deformacijas ploks-

tumoje ir atvirkgiai (6). Sis efektas jvertinamas pagal

jungiamyjy standumy matrica [K(I)U[b].

Elemento struktiirinés matricos sudaromos i§ memb-
raninio ir lenkiamojo elementy matricy, kurios sujun-
giamos | globaliaja elemento matrica taip, kaip to rei-
kia elemento laisvés laipsniy i§déstymui.

Elemento kiekvieno mazgo laisvés laipsniy vekto-

rius:
8; :{"i’vi’wi’exi’e_\'i’ezi , (7

u;,v;,00; — mazgo poslinkiai; 0,;,0,,,8_; — mazgo po-

Vi
stikiai aplink atitinkamas asis.

Elemento standumo matrica:

- k'] [k .

kel ksl )

/ .
kur [K(‘)D ], [Kg] ir [K(')U[b] — membraning, lenkimo

ir jungiamujy standumy matricos.

AR L LI

[B(f } — tiesiné membraniné geometriné matrica [2].

. / . e e
Matricos [K(f} elementai skaitiuojami taip:

pl pl pl pl
[Kp/]_i diybibjtdszeic;  diybictdszeb;
0if 17
u 24 dlpzlfibj+d3p3lbic./' dél):/C,C/+d§):Slblbj >
i=1, 2,3,

Jj=1223 (10)

/ T .
A — elemento plotas; d,f — akumuliacinés membrani-

. . / . .
nés tamprumo matricos [Dp J elementai; b; ir ¢; —

geometriniai koeficientai. Globalioji matrica yra suda-

roma 1§ 9 tokiu bloku.

][] [ o

%

(1

[30] — tiesineé lenkimo geometring matrica [2].

Po pertvarkymy [5] atskiro matricos [Ké’ } ele-

mento iSraiSka uzraoma taip:

3 3 3 3
b1 V (
Ko :az > Z["'llXi,ii/\jJibiffbjf’+
ii=l jj=liii=l jjj=1

i XY b i
JaiCiii€ X ii¥ jiCaiib i Yo X jybine i+

ON ;;.ON
)] IViiz T iz

b b ,
+d5Y Y ciic +d12(Yi.ff/\

X

Lii

i JiiiCii®

+al§’3 (X

Jiiz

+Y,.Y
Yy aLl”aLJ]l

L j,j/’b' b

iy

3

ji=1.2 .09, (12)

dé’» — akumuliacinés lenkimo tamprumo matricos
[D } elementai; N, — interpoliacinés funkcijos; X ;;
ir Y;; — interpoliaciniu funkciju koeficientai;, b;; ir
¢;;; — geometriniai koeficientai; integraly skaitiavimas

apraSytas toliau.

) o [

J

(13)

Atlikus minétus pertvarkymus gautos tokios matri-

b e ey
cos [Kop } elementy israiskos:

352



3 3

plb
KO "1 l / 24 Z

plby 5~
- 1[(dll biX; +d33 ClY/// ]bj[/'+
Bi= jjj=

(14)

oN ..

plb plb —

[d biY;tdiy e X JCJ.'/J' ]J. oL ... dA.
A

Ib b\
K(fz: = Z Z l:(dll; X

P/b
7 | d b’ Y/ i Jb.lll +
ll =

plb pib Jjz
(d ci¥jrds; biXJ//J ///]J aA

j=1,2, .09, (15)

plb e . . .
d,-/- — akumuliacinés jungiamosios tamprumo matri-

/b R
cos [Dp ] elementai.

Elemento pradiniy jtempimy matrica:

koo fee]
(&8]=JloT lrllch .

matrica [G] priklauso tik nuo koordinaciy [4]; [T] -

(16)

(17)

membraniniy jtempimy matrica.

Atlikus pertvarkymus [5] gauta atskiro matricos

b ee ey
[Kg] elemento israiska:

3 3
|: CU:IZZZ[ i ]j]T +Y1nY1/1T +
=1 jj=1

(18)
+(X1 iy ji +Y,,,X”,) T ]jN""NJJ”dA
y
i=1,2.,9 j=12 .,09,

T., T, T, — membraniniai jtempimai.

Elemento dideliy poslinkiy standumo matrica:

Nl et

b . b .. . . . .
[KL] ir [Kf ] - netiesinés lenkimo ir jungiamujy

(19)

standumuy matricos.

- e Tfo ot

l/

(20)

[BL] — netiesiné lenkimo geometriné matrica [3].

Atlikus pertvarkymus [5] gautos tokios matricos

b e ey
{Kf :I elementy iSraiskos:

9 3 3
Ib 1 ) b
K[lj i,f =54 z [8[\ X(X/J/X/\',/\’I\ X
J
!
(b[dlpl +C/d;1 ) 7. //Y/\ l\/\(b[dl‘? +C[d32 J

(Y/ ”X/\ ek +X] ”Y/\/\/\Xb[dl:; +(,/d )JX (21)

xJ'N
A

//'Nk/\':dA ’

KPPy = 2 Z Z5A x (o) X x

A/\ =1 jj=lkk=l

! / !
X(b[d‘;’pl +C]d2pl J+ Y/’”Y/\’/\/\[bld}pz +C1d§2 )4"

(Y/ ”X/\ ik +X/ ]/Y/\ Kk Ib[d:;:; +C[d jjx (22)

X [N Ny-dA,
4
i=135 [1=12,3 ;=12,..09,
82 — lenkiamojo elemento mazgo poslinkis arba
posiikis:

(23)
= {@1 :051560,1,02,6,7,6,5,03,0,3, e_rs}T )

et ][] o] [+ [o2] [0 [
+ [32 ]T{Dp/][Bf HdV.

Akumuliaciné tamprumo matrica [Dp lb] yra sime-

triné, todél (23) galima uZraSyti taip:

kel=letsf +lktslelcsel e
]l o .
[kt )= ot [or thor. o

Po pertvarkymu [5] matricy [Ké’g] ir [KEC}

atskiry elementy iSraiSkos uzraSomos taip:
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b 1 9 3 3
KLBI,_/=§ZZZ

(. , b,
/an'XAAAdﬁ +Y; Yy e d 2

plb //I JI/
(Ylllekk +X111YAIJ\){

Xlukakdlz +YIIIY/\/\/\d72 +
+ ){ Gt
+ (Yi,iiXk,kk + XY Hio

X:,,XAkkd3 +quYI\kl\d73 +

+ (Yi,iiXk,kk + X i Vi ik }"33

( 2 aN”“
XWX eyt Yibi _’-Nmel\_ dA)
i=1,2 .,9 j=12 ..9 (27
b 9 9 3 3 3 3 beb
Kley=X3 33 3 3(8(8)x
k=1/=lii=1 jj=1 kk=1/I=1
XIII jj/d]]+Xlll ///dl3+
X\ XewXin| o y 4
+ 111 Ji 31+ i /j/ 33
Ylll _/j/d27+ Lii j/]d23+
el Ty X, X 1 nd
111 ¥aii 2T Ji%33
/‘111 /J/dl7+ iii jyd"]+
. +X1u 1]1d3l+ iii ///d3"+
XY ot XY d
111 jj] 23+ Xy /// 3t
luX///dl3+ i U/d33
XJ.NU'N/]'Nkk;NszA)’
A

i=1,2,..,9 j=12 ..,9  (28)

ISoriniy ir vidiniy jégy nesarysis (4) skai¢iuojamas

taip:
l[Kpleab
2008 7
T
[Kf’b]sfu%[m} 80+, (9

[KLB]Sb [KLC]S”

V; =

. . . . . [b b .
i — 1teracijos numeris; matricos [Kf )}, [KLB} 1r
b . R . .. ey
[K Lc] formuojamos pagal (/-1) iteracijoje suskaiciuo-

tus poslinkius SIP/ ir §2.

Elemento vieno mazgo masiy matrica:

m
m

12 . (30)

L0E-15)

m=éi(A~H,» -p;), H — bendras plokstelés storis; A —
elemer;t:) plotas; H; — i-tojo sluoksnio storis; p; —
i-tojo sluoksnio tankis; k& — stuoksniy skai¢ius; 1,0E-15
— atitinka fiktyvy posiiki apie statmeng elemento ploks-
tumai a§j. Tokia reik§mé priskiriama, kad biity i§vengta
skai¢iavimo sunkumuy, atsirandanciy, kai visi viename

mazge sueinantys elementai yra komplanariis.

ON ji: ON,. ON
Integraly J.—idA J iiz. 772 —d4
1 L 1 L Ly
oN ;
.[Nii:Nkkz 3 7 g .[NmNU'Nkklelsz reikSmés
A

g
suskaiciuotos pagal paketa Mathematica ir saugomos ma-

L Lo . i-3
syvuose. Atrinkimui naudojami indeksai iiz=T3+ii )

skai¢iuojami pagal sveikaskaicio skai¢iavimo taisykles.
Toliau standumo matricos elementai sintezuojami skai-
tiskai. Toks matricos formavimo metodas pranaSesnis
uz tradicinj skaitinj integravimg, nes skai¢iavimams rei-
kia maziau laiko, be to, tai leidzia iSvengti visy su
skaitiniu integravimu susijusiy paklaidy. Geometriskai
netiesinio uzdavinio sprendimui parasyta programa, ku-

rioje realizuotas iteracinis Niutono ir Rafsono metodas.

4. Skaitiniai pavyzdZiai

Suformuoto baigtinio elemento kokybé tikriniy
reik§miy, geometris$kai netiesiniam ir pradinio pastovu-
mo uzdaviniams iliustruojama keliais testais:

1. Tikriniy reik$miy uzdavinys

Skai¢iavimams parinkta nejtvirtinta trijy sluoksniy
kvadratiné plokstelé (la pav.). Kad nebiity prarastos kai
kurios svyravimy formos, nagrinéjama visa plokstelé be
simetrijos salygu ivertinimo. PlokStelés sluoksniy sto-
riai: by =01, hy =015, h3=025; a= b = 4,0; tam-
prumo moduliai Ejj=E»n= 2><106; Puasono koeficien-
tai Vi =Vy; =0,3; Slyties moduliai G, =0,77x10%;
tankiai p=1000.
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1 pav. Skaic¢iuojamosios schemos

Fig 1. Computational schemes

Skai¢iavimo rezultaty palyginimas su analitiniais [8]
sprendiniais pateiktas 2 pav. ir 1 lentelé¢je. Nagrinéja-
mos plokstelés pirmosios $eSios nulinés formos atitinka
kietojo kiino judesius. Nenulinés formos pateiktos 3 pav.

1 lentelé. Pirmieji $esi nenuliniai dazniai

Table 1. The first six non-zero eigenfrequencies

Elementy DKT_CST skai¢ius Analitiniai
8 | 32 | 72 | 128 | 200 | TeRvltatai
1| 1547 | 26,19 | 29,10 | 30,17 | 30,34 31,0
2 24,31 | 45,31 | 54,29 | 58,31 | 60,36 61,8
3| 42,41 | 74,66 | 86,56 | 91,70 | 94,27 95,0
4| 48,44 | 121,5 | 158,0 | 1750 | 183,9 -
518354 | 1604 | 181,8 | 190,1 | 194,1 -
61 128,5 | 359,2 | 4533 | 502,0 | 528,8 -
100 —| —w—mioKT_cst : ,

1| ANALITINIS REZ
—e— 2] DKT_CST
—@— (2] ANALITINIS RE2
80 | —@— (3] DKT_CST
——e—[3| ANALITINIS REZ

Daznis

20

8 32 72 128 200
Elementy skaic¢ius

2 pav. Pirmyjy trijy nenuliniy dazniy konvergavimas

Fig 2. Convergence of first three eigenfrequencies

i
S
e
100

i
W
W
)
A

"
G
4
\(

3 pav. Pirmosios $esios nenulinés formos

Fig 3. The first six eigenvectors

2. Pradinio pastovumo uZdavinys

Skai¢iavimams parinktas triju sluoksniy strypas
(1b pav.). Jo ilgis L =10; plotis a = 1,6; sluoksniy sto-
riai: A =03, hh =05, h3; =08; tamprumo moduliai
E; = E» =2x10®; Puasono koeficientai V{5 =V,; =03;
Slyties moduliai G, =0,77x10%; apkrova P=15.

Rastos kritinés jégos ir atitinkamos pusiausvyros
formos. Skai¢iavimo rezultatai pateikti 2 lenteléje ir

4 pav.

2 lentelé. Pirmoji kritiné jéga, skai¢iavimy rezultatai

Table 2. The first critical force. Results of calculation

Elementy P, P, Paklaida,
skai¢ius | (DKT_CST) | (analitiné) [%]
20 18 305,42 1,39
80 18 305.16 1,38
180 18 291.22 18 054,76 1,31
320 18 287.16 1,29
500 18 284.32 1,27

3. Geometriskai netiesinis uzdavinys

Skai¢iavimams parinkta standziai itvirtinta triju
sluoksniu kvadratiné plokstelé (la pav.), koncentruota
apkrova P pridéta centre. Plokstelés sluoksniy storiai:
h =02, hh =03, h3=05; a = b = 5,0; tamprumo
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moduliai E); =E5 = 2x10%; Puasono koeficientai

Vi2 =Vo1=0,3; slyties moduliai G, = 0,77x10°.

a) P, =1828432 b) P, =165163.7

c) P, =461801,62 d) P, =912610,14

4 pav. Pirmosios keturios pusiausvyros formos

Fig 4. The first four eigenshapes

0.8 T T

" —e— Ticsiné teorija o]
o L —a— Ncticsiniai sprendiniai ) ./ )
. - ./- ]
: : /'
ITIEEE e Co B TR -/- -
v e ﬁ

"

10

[®)
=
®

Px10°
5 pav. Centrinio mazgo ilinkis

Fig 5. Deflection of central point

Skai¢iavimai rodo, kad lenkiamy ploksteliy uzda-
viniams membraniniy deformacijy efektas pasireiskia, kai

poslinkiai vir§ija 0,25 plokstelés storio (5 pav.).
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ELEMENT DKT_CST FOR ANALYSIS OF
LAMINATED ANISOTROPIC PLATES

E. Michnevi¢, R. Belevi¢ius

Summary

The new finite element of multilayered built up with an
arbitrary series of layers plate for plate bending problem is
formulated on the ground of widely used, effective finite ele-
ment Discrete Kirchhof Theory (DKT). The material of each
layer is supposed to be different and orthotropic. Triangular
element has 6 d.o.f.’s at each of 3 nodal points: 3 displace-
ments and 2 rotations about co-ordinate axes. The 6th ficti-
tious rotation about axis perpendicular to the element is also
introduced due to numerical requirements. The element takes
into account all the in-plane/out-of-plane effects except the
shear. The element could find an application in the slab ben-
ding problems or in the plate, where the shear influence could
be neglected, bending problems. The numerical examples are
presented. Present solutions are compared with available ana-
lytical and numerical solutions.
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