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ELEMENTAS DKT_CST SLUOKSNIUOTTJ ANIZOTROPINITJ PLOKSTELil) 
ANALIZEI 

E. Michnevic, R. Belevicius 

Vilniaus Gedimino technikos universitetas 

1. Jvadas 

Siuolaikines gamybos technologijos leidzia gaminti 

ivairiausias sluoksniuotas ir sluoksniuotai armuotas, ivai­

riomis skaidulomis sutvirtintas medziagas. Del puikil! 

sil! medziagl! savybil! beveik visos is j4 gaminamos kon­

strukcijos yra lengvos ir plonasienes. 

Nors sluoksniuotos struktiiros plaCiai naudojamos, 

siuolaikinitt kompozitl.! netiesinio deformavimo ir irimo 

teorijos bei matematinio modeliavimo metodai iki siol 

nera baigti net labiausiai paplitusiai kompozittt su po­

limerine matrica klasei. Del sluoksniuotoms struktiiroms 

biiding4 anizotropijos savybi4 nagrinetini visi tempimo­

-gniuzdymo ir lenkimo efektai, lenkimo-membranini4 bei 

membraninil!-slyties efekt4 S£lveikavimo reiskiniai. 

Konstrukcij4, pagamint4 is tradicini4 medziag4, 

baigtini4 element4 spektras analizei yra pakankamai pla­

tus. TaCiau sluoksniuot4 plonasieni4 lenkiam4 plokste­

litt uzdaviniams, kur galima taikyti tik kelias deforma­

cijtt-itempimtt biivi supaprastinanCias prielaidas, reika­

lingi specialiis sluoksniuoti baigtiniai elementai. Zino­

mas trikampis elementas TRIPL T [ 1] atitinka vis us rei­

kalavimus. Jis turi 50 laisves laipsni4: trikampio virsii­

nese nagrinejami trys poslinkiai ir du posiikiai apie ko­

ordinacitt asis bei vistt j4 pirmosios isvestines asitt kryp­

timis, o centrinis mazgas turi pirmuosius penkis laisves 

laipsnius. Tokio sudetingo elemento itraukimas i esa­

mas baigtini4 element4 programas kelt4 daugyb~ ivai­

raus pobiidzio keblum4. Todel islieka pakankamai tiks­

litt, efektyvi4, praktiskos formos baigtini4 element4 

sluoksniuotoms lenkiamoms plokstelems, kurioms nebiitl.! 

keliami jokie skerspjiivio simetrijos reikalavimai, porei­

kis. 

Siame darbe pateiktos sluoksniuoto anizotropinio 

trikampio baigtinio elemento DKT_CST [2], kuriame 

ivertinti visi mineti membraniniai bei lenkimo poveiki4 

efektai, taCiau atsisakyta slyties efekt4, struktiirini4 mat-
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ric4 israiskos. Toks baigtinis elementas gali biiti pa­

naudotas sluoksniuotoms ortotropinems lenkiamoms 

plokstelems, ploksteli4 atskiroms zonoms arba sijoms 

modeliuoti, kai slyties deformacijos nera itin svarbios. 

2. Matematiniai modeliai 

Del membranini4 itempimtt itakos tikrieji plokste­

les poslinkiai yra zymiai mazesni uz nustatytus pagal 

tiesin~ teorij£l. Diskret~i tokio uzdavinio modeli [3] ga­

lima uzrasyti kaip netiesinitt algebrinitt lygcitt sistem£l: 

[K(o)] o-F=O, (1) 

ansamblio standumo matrica priklauso nuo poslinkil! o 
dydzio; F - isorini4 apkrov4 vektorius. 

Netiesini4 lygci4 sistemoms spr~sti dazniausiai tai­

komas iteracinis Niutono ir Rafsono metodas. Kiekvie­

name iteracinio proceso zingsnyje apytikslis sprendinys 

0 11 , kuriam isorini4 ir vidini4 jeg4 nes£lrysis 'I' 11 ::F 0, 

patikslinamas sprendziant tiesini4 lygci4 sistem£l: 

(2) 

(3) 

[Kr] - tangentinil! standum4 matrica; [K0 ] - tiesine 

standumo matrica; [Kcr] - pradini4 itempiml! matrica; 

[K L] - didelil! poslinki4 matrica. Nes£lrysis 'If 11 skai­

ciuojamas pagal itempimus a 11 : 

w(o)= J~f adV-F=O, (4) 
v 

[s] - netiesine matrica, deformacijas susiejanti su 

poslinkiais. 

Atskiras geometriskai netiesinio uzdavinio atvej is 

yra pradinio pastovumo uzdavinys [3], kai matrica 

[KL]=O. 

Dinamikos uzdaviniai aprasomi lygtimi: 



a a2 
[K0 }s+[C]-o+[M]-

7 
o+F=O, a r a r (5) 

[c] ir [M] - slopinimo ir masil! matricos. 

Atskiras dinamikos uzdavinio atvejis yra tikrini4 

reiksmiq uzdavinys [3, 4], kai matrica [c ]= 0 ir F = 0. 

3. Elemento DKT CST formulavimas 

Baigtinis elementas suformuluotas kaip lenkiamojo 

(DKT) ir membraninio (CST) element\.! derinys [2, 5]. 

CST elementas turi tris mazgus, pirmosios eiles inter­

poliacin~ funkcij<t ir po du laisves laipsnius - poslin­

kius kiekviename mazge. DKT elementas [6] turi tris 

mazgus ir tris laisves laipsnius - ilinki ir du posiikius 

kiekviename mazge, elemento interpoliacine funkcija turi 

atitikti Co suderinamumo reikalavimus. Kompozitinei 

plokstelei rysys tarp itempimq ir defomlacijq uzraso­

mas taip: 

N = [DP1] e0+[Dplb] k, 

M = [Dplh] eo+[Db] k, 
(6) 

N ir M - membraniniai bei lenkimo itempimai; 

[ DP
1 J. [ Dplb J, [ Dh J- akumuliacines tamprumo mat­

ricos, kurios gaunamos sudedant sluoksniq tamprumo 

matricas [5, 7]; e0 - vidurinio pavirsiaus membranines 

deformacijos; k - kreivil! vektorius. 

Lenkimo deformacijos sukelia deformacijas ploks­

tumoje ir atvirksciai (6). Sis efektas ivertinamas pagal 

. . . d . [KpMJ JUngtam4Jl! stan umq matnq o . 

Elemento struktiirines matricos sudaromos is memb­

raninio ir lenkiamojo elementq matricq, kurios sujun­

giamos i globali<U<t elemento matriq taip, kaip to rei­

kia elemento laisves laipsniq isdestymui. 

Elemento kiekvieno mazgo laisves laipsniq vekto-

rius: 

(7) 

u1,v1,w1 - mazgo poslinkiai; 8,.1,8vi·e=i - mazgo po­

siikiai aplink atitinkamas asis. 

Elemento standumo matrica: 

(8) 

kur [ K/;' J, [Kg J ir [ K61
b J - membranine, lenkimo 

ir jungiam4.iq standuml! matricos. 

[ Kt']=A[st'r[DP1][st'], (9) 
[ sg' J - tiesine membranine geometrine matrica [2]. 

Matricos [ K 6' J elementai skaiciuojami taip: 

i = I, 2, 3, j = I, 2, 3, (10) 

A - elemento plotas; d f/1 
- akumuliacines membrani-

nes tamprumo matricos [ Dpl J elementai; bi ir ci -

geometriniai koeficientai. Globalioji matrica yra suda­

roma is 9 tokiq blokl!. 

[ K8 ]= f[s8 f[Dh J[ss Jdv, 
v 

[ s8 J - tiesine lenkimo geometrine matrica [2]. 

Po pertvarkym4 [5] atskiro matricos [ K8 J 
mento israiska uzrasoma taip: 

( 11) 

ele-

i = I, 2, ... , 9, j = L 2, ... , 9, (12) 

di - akumuliacines lenkimo tamprumo matricos 

[Db J elementai; Ni - interpoliacines funkcijos; Xi.ii 

ir Yi.ii - interpoliaciniq funkcijl! koeficientai; biii ir 

ciii - geometriniai koeficientai; integralq skaiciavimas 

aprasytas toliau. 

(13) 

Atlikus minetus pertvarkymus gautos tokios matri-

[K p/h] I .•.• k cos o e ementl! JsraJs os: 
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i = I, 2, 3, j = I, 2, ... , 9, (15) 

d(1
b - akumuliacines jungiamosios tamprumo matri-

1 

cos [ D plb J elementai. 

Elemento pradini4 itempim4 matrica: 

(16) 

[Kg]= f[Gf[r][G}tv, 
v 

(17) 

matrica [G] priklauso tik nuo koordinaci4 [4]; [T] -
membranini4 itempim4 matrica. 

Atlikus pertvarkymus [5] gauta atskiro matricos 

[Kg J elemento israiska: 

3 3 r 
[ Kgu J =I, I.lxi.iixi.JiT~ + Yi,iiYi,JiTr + 

ii=ljj=l 

+ (xi,iiYi,Ji + Yi,iiXi,Ji k:r ]f Nii::.NJJzdA , 
A 

I = I, 2, ... , 9, j = 1, 2, ... , 9, 

Ty , Tr, Tn- - membraniniai itempimai. 

(18) 

Elemento dideli4 poslinki4 standumo matrica: 

[K tJ= ![~ ;, r ~;]~dV, (19) 
[ Kf J ir [ K f'b J - netiesines lenkimo ir jungiam~4 
standum4 matricos. 

(20) 

[ Bf J - netiesine lenkimo geometrine matrica [3]. 

Atlikus pertvarkymus [5] gautos tokios matricos 

[ K f'b J element4 israiskos: 

K£
1
\i =-

1-f ± ± [oZx(xi.fixk,kkx 
· 2A k=IJi=l kk=l 

x( b1d!J
1 

+c1df/)+ Yj.JiYk,kk( b,df} +c,dfi)+ 

+ (Yi,JiX k,kk + Xi,JiYk,kk \ b,diJ
1 
+ c,d{j) Jx (21) 

X f Nii= N kkzdA , 
A 

plb - I 
9 3 3 

b ( T 

K L (i+IL-- L L I,ok X Xi.Ji)( k,kk x 
· 2A k=lii=l kk=l 

x( b1d{[ +c1d{[ )+ Yi,JiYk,kk( b,d{i +c,d{i )+ 

+ (Yi,JiX k.kk + Xi,JiYk.kk { b,d{j + c,d{j) )x (22) 

X f Njj::N kk::dA' 
A 

i = 1, 3, 5, I = I, 2, 3, j = I, 2, ... , 9, 

oZ - lenkiamojo elemento mazgo poslinkis arba 

posiikis: 

ob ={o,,ex,,ey,,w~,ex2•ey2•w3,ex3•edf. (
23

) 

[ Kf l = t[[s8 nD"" n Bi H sf ]'[vplh ][s8]+ 

+[si ]'[v"'][ sf J]dv 

Akumuliacine tamprumo matrica [ Dplb J yra sime­

trine, todel (23) galima uzrasyti taip: 

[ Kfs J = f[ Bf f[ Dplb ][ sg Jdv, (25) 
v 

[Kfc ]= f[szf[nP'][sf]dv. 
v 

(26) 

Po pertvarkym4 [5] matric4 [ Kfs J 1r [ Kfc J 
atskir4 element4 israiskos uzrasomos taip: 
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taip: 

Kfs iJ =-
1 f± I I I(oZx 

2A k=iii=lii=l kk=i Jii=l 

[[ X;,;;Xk.kkd~lb +Y;,;;}k.kkd~~lb +}· 
X ···b ... + 

( 
\ 'plb .W 111 

+ Y;,;;X k.kk + X;,;;Yk,kk P31 

[ 

d plh dplb } X;,;;Xk.kk 12 +Y;,;;Yk.kk 22 + 
+ . .. c ... + 

( 
\ .plb .W .Ill 

+ Y;,;; X k,kk + X i.ii Yk.kk P 32 

[ 

d plb y dplh l + X;,;;Xk.kk 13 +Y;,;; k,kk 23 +X 

( \ .plb 
+ Y;,;; X k,kk +X;,;; Yk,kk P 33 

( )~ f oNff:: 
x Xwciii + Yiiibiii 1p< N;;:zNkk:: ~dA), 

A W 

i = 1, 2, ... , 9, j = 1, 2, ... , 9. 

9 9 3 3 3 3 

KZc i.i = LL L. L. L. L.(oZo7 x 
k=ll=l ii=ljj=i kk=ill=i 

[ (

X. ·X· .. JII +X. .. y . .. J13+] 
X X 

1,11 j,JJ 1,11 .Jd! 
X kkk Ill + 

· · +Yi.iiXiJid31 +Y;,;;YiJid33 

X;,iiYiJidi2 + Y;,;;XiJid21 + 

+X;,;;XiJid31 +Yi.iiYi,iid32 + 
+X k.kkyl.ll X 

+Y;,;;YJJid23 +X;,;;Yuid33 + 

X;,;;Xuid13 + Y;,;;XiJid33 

x J N;;::Njj::N kk::NuzdA ), 
A 

i = 1, 2, ... , 9, j = 1, 2, ... , 9. 

(27) 

(28) 

ISoriniq ir vidiniq jegq nesqrysis (4) skaiciuojamas 

'If;= (29) 

iteracijos numeris; matricos [KLplb J ' [KLhB J If 

[ Kfc J fommojamos pagal (i-1) iteracijoje suskaiciuo­

tus poslinkius of' ir of. 
Elemento v1eno mazgo masiq matrica: 

m 

m 
111 

m.i = 

(30) 

1,0E -15 

I k 
m =-L (A· H; · p;), H - bendras ploksteles storis; A -

3 i=i 

elemento plotas; H; - i-tojo sluoksnio storis; P; -

i-tojo sluoksnio tank is; k - sluoksniq skaicius; 1 ,OE-15 

- atitinka fiktyvq posiiki apie statmenq elemento ploks­

tumai asi. Tokia reiksme priskiriama, kad biitq isvengta 

skaiciavimo sunkumq, atsirandanciq, kai visi viename 

mazge sueinantys elementai yra komplanariis. 

I 
oN 11:: I oN .. _ oN 11:: 
~A --11

-" --· -dA 
L··· ' r .. L··· ' 

A 111 A Ill .Ill 

Integralq 

oN._ I I N;;::Nkk:: _l!_=_dA, N;;::Nii=Nkk::Nu::dA reiksmes 
A oL iii A 

suskaiciuotos pagal paketq Mathematica ir saugomos rna-

syvuose. Atrinkimui naudojami indeksai iiz = i- 3 3 + ii, 
3 

skaiciuojami pagal sveikaskaiCio skaiCiavimo taisykles. 

Toliau standumo matricos elementai sintezuojami skai­

tiskai. Toks matricos formavimo metodas pranasesnis 

uz tradicini skaitini integravimq, nes skaiciavimams rei­

kia maziau laiko, be to, tai leidzia isvengti visq su 

skaitiniu integravimu susijusiq paklaidq. Geometriskai 

netiesinio uzdavinio sprendimui parasyta programa, ku­

rioje realizuotas iteracinis Niutono ir Rafsono metodas. 

4. Skaitiniai pavyzdziai 

Suformuoto baigtinio elemento kokybe tikriniq 

reiksmiq, geometriskai netiesiniam ir pradinio pastovu­

mo uzdaviniams iliustruojama keliais testais: 

1. Tikrinil{ reikSmil{ uZdavinys 

Skaiciavimams parinkta neitvirtinta trijq sluoksniq 

kvadratine plokstele (la pav.). Kad nebiitq prarastos kai 

kurios svyravim4 formos, nagrinejama visa plokstele be 

simetrijos sqlyg4 ivertinimo. Ploksteles sluoksni4 sto­

riai: h1 = 0,1, h2 = 0,15, h3 = 0,25; a = b = 4,0; tam­

promo moduliai E11 = E22 = 2x106 ; Puasono koeficien­

tai v 12 =v 21 =0,3; slyties moduliai G12 =0.77xl06 ; 

tankiai p = 1000. 
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1 pav. Skaiciuojamosios schemos 

Fig 1. Computational schemes 

Skaiciavimo rezultatq palyginimas su analitiniais [8] 

sprendiniais pateiktas 2 pav. ir I lenteleje. Nagrineja­

mos ploksteles pirmosios sesios nulines formos atitinka 

kietojo kiino judesius. Nenulines formos pateiktos 3 pav. 

1 lentele. Pirmieji sesi nenuliniai dazniai 

Table 1. The first six non-zero eigenfrequencies 

Elementq DKT _CST skaiCius 

8 32 72 128 200 

1 15,47 26,19 29,10 30,17 30,34 

2 24,31 45,31 54,29 58,31 60,36 

3 42,41 74,66 86,56 91,70 94,27 

4 48,44 121,5 158,0 175,0 183,9 

5 83,54 160,4 181,8 190,1 194,1 

6 128,5 359,2 453,3 502,0 528,8 

1QQ r- ..........,._[I]DKT_(_'ST 

Daznis 
---[l[Ait,".H/TI!I//S REZ 

~[2]DKT_cST 

--+---[~]A ,\".<!UTIN/5 Rf.'Z 

80 ---+--[3[ DKT_<"ST 

........,._PI A \'.4LITI.\'IS REZ 

/ 

::,·······~ 7---~-~ 20 t- . 
8 32 72 128 

Analitiniai 
rezultatai 

31,0 

61,8 

95,0 

-

-

-

• 

200 
Element4 skaicius 

2 pav. Pirmqjq trijq nenuliniq dazniq konvergavimas 

Fig 2. Convergence of first three eigenfrequencies 

a) b) 

c) d) 

3 pav. Pirmosios sesios nenulines formos 

Fig 3. The first six eigenvectors 

2. Pradinio pastovumo uzdavinys 

Skaiciavimams parinktas trijq sluoksniq strypas 

(lb pav.). Jo ilgis L = 10; plotis a= 1,6; sluoksni4 sto­

nm: h1 = 0,3, h'2 = 0,5, h3 = 0,8; tamprumo moduliai 

E11 =E22 =2xl06 ; Puasono koeficientai V12 =v 21 =0,3; 

slyties moduliai G12 = 0,77x!06 ; apkrova P=i,5. 

Rastos kritines jegos ir atitinkamos pusiausvyros 

formos. Skaiciavimo rezultatai pateikti 2 lenteleje ir 

4 pav. 

2 lentele. Pirmoji kritine jega, skaiciavimq rezultatai 

Table 2. The first critical force. Results of calculation 

Elementq p ,, P,, Paklaida, 
skaiCius (DKT_CST) ( analitine) [o/c) 

20 18 305,..12 1,39 

80 18 305.lo 1,38 

180 18 21}1.22 11-1 054,76 1,31 

320 IS 21-17,16 1,29 

500 IH 2t->-U2 1,27 

3. Geometriskai netiesinis uzdavinys 

Skaiciavimams parinkta standziai itvirtinta trijq 

sluoksniq kvadratine plokstele (I a pav.), koncentruota 

apkrova P prideta centre. Ploksteles sluoksniq storiai: 

h1 = 0,2 , h2 = 0,3, h3 = 0.5; a = b = 5,0; tamprumo 
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moduliai £ 11 = £ 22 = 2x106 ; Puasono koeficientai 

V12 =V21 =0,3; slyties moduliai G12 =0,77xl06
. 

a) Pkr = 18 284,32 b) Pkr = 165 163,71 

c) Pkr =461 801,62 d) Pkr =912 610,14 

4 pav. Pirmosios keturios pusiausvyros formos 

Fig 4. The first four eigenshapes 

0.~ 

)() 

5 pav. Centrinio mazgo ilinkis 

Fig 5. Deflection of central point 

Skaiciavimai rodo, kad 1enkiam4 ploksteli4 uzda­

viniams membranini4 deformacij4 efektas pasireiskia, kai 

poslinkiai virsija 0,25 ploksteles storio (5 pav.). 
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ELEMEl\'T DKT_CST FOR ANALYSIS OF 
LAMIJ\'ATED ANISOTROPIC PLATES 

E. Michnevic, R. Belevicius 

Summary 

The new finite element of multilayered built up with an 

arbitrary series of layers plate for plate bending problem is 

formulated on the ground of widely used, effective finite ele­

ment Discrete Kirchhof Theory (DKT). The material of each 

layer is supposed to be different and orthotropic. Triangular 

element has 6 d.o.f. 's at each of 3 nodal points: 3 displace­

ments and 2 rotations about co-ordinate axes. The 6th ficti­

tious rotation about axis perpendicular to the element is also 

introduced due to numerical requirements. The element takes 

into account all the in-plane/out-of-plane effects except the 

shear. The element could find an application in the slab ben­

ding problems or in the plate, where the shear influence could 

be neglected, bending problems. The numerical examples are 

presented. Present solutions are compared with available ana­

lytical and numerical solutions. 
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