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LENKIAMT)Jl) GELZBETONINIT) ELEMENTT) DEFORMA TYVUMO VERTINIMO 
METODAI IR FIZIKINIAI MODELIAI 

G. Kaklauskas 

Vilniaus Gedimino technikos universitetas 

I. fvadas 

Tiikstantmeciq sandiiroje statybos inzinieriai gelz­

betoniniq konstrukcijtt apskaiciavimams gali taikyti em­

pirinius normtt arba skaitinius metodus. {vairiq saliq nor­

mas taiko skirtingas prielaidas bei metodus stiprumui, 

pleisetumui bei standumui apskaiciuoti. Sudetingi sios 

kompozitines med:liagos darbo aspektai (netiesines sa­

vybes, betono pleisejimas, susitraukimas bei valksnu­

mas, annatiiros ir betono sukibimo pazeidimai ir kt.), 

dazniausiai atspindimi gausybe empiriniq formuliq bei 

koeficienttt, Ierne tai, kad gelzbetonio teorija tarsi lai­

koma savarankiska statybinitt konstrukcijq mokslo saka. 

Universaliis skaitiniai metodai, kurie sparciai tobu­

lejo pastaruosius trisde5imt mettt, teoriskai gali ivertinti 

visus galimus fizikinius efektus. Deja, sis tobulejimas 

daugiau susij~s su matematiniq metodq tobulinimu, o 

ne su fizikiniq modeliq kiirimu. Iki siol nera sukurtas 

universalus fizikinis modelis, tinkantis vistt tipq kon­

strukcijoms bei visiems apkrovq poveikiams. Maza to, 

net ir konkretiems uzdaviniams taikomos fizikines pri­

klausomybes daznai yra supaprastintos ir neatspindi su­

detingos daugiabriaunes sios kompozitines medziagos 

darbo prigimties. 

Bendriausias principas, kuriuo remiantis visi gelz­

betoninitt konstrukcijq skaitinio modeliavimo darbai gali 

biiti suskirstyti i dvi dideles grupes, yra pasirinktas be­

tono pleisejimo model is. Jie yra tokie: I) disf..Tecil{ p~v­

sit( mode/is, kuriuo modeliuojamas kiekvienas konstruk­

cijoje atsirad~s plysys; 2) vidutiniL( plysil( mode/is, kuri 

taikant skaiCiuojami vidutiniai itempiai bei deformaci­

jos ir neatsizvelgiama i diskrecius plysius. Vertinant len­

kiamqjq gelzbetoniniq elementq deformatyvum'l, biitina 

aprasyti ar111atiiros, gniuzdo111ojo betono ir supleiseju­

sio te111piamojo betono fizikines priklausomybes. Arma­

tiiros ite111pitt-defonnacijq diagramos 111odeliavimas yra 

nesudetingas. Yra pasiiilyta daug gniuzdomojo betono 

ite111piq-defor111acijtt diagramtt, taciau tampru111o 111odu­

liui skirtingos priklauso111ybes duoda panasius deforma­

tyvul11o vertini111o rezultatus. Adekvatus supleisejusio 

te111pia111ojo betono darbo ivertini111as yra bene svarbiau­

sia ir sudetingiausia problema, nustatant tru111palaike ap­

krova paveiktq gelzbetoninitt ele111entq deformatyvu111~. 

Kai kurie tyrinetojai gelzbetoniniq konstrukcijtt de­

for111atyvu111o 111odeliavi111ui siiile taikyti vis~ (iskaitant 

ir krintanci~~ dali) betono ite111pitt-deformacijq diagra-

111'!, eksperi111entiskai nustatyt~ is centriskai tempiamqjq 

nearmuottt betoninitt bandinitt. Taciau yra netikslu to­

kias diagra111as taikyti supleisejusiq gelzbetoninitt kon­

strukcijtt te111pia111aja111 betonui modeliuoti, nes betono 

tarp plysitt tempi111o itempiai turi kit~ fizikin~ prasm~ -

jie priklauso nuo bendro armatiiros ir betono darbo. 

Te111pia111ojo betono darbas tarp plysiq dazniausiai 111o­

deliuoja111as vidutinitt ite111pitt-deforl11acijq diagra111a, 

gauta is te111pia111qj4 gelzbetoniniq elementq bandymtt. 

Deja, tokitt diagramq taikymas lenkia111qjq gelzbetoni­

niq ele111entq defor111atyvumo apskaiciavi111ui nera pa­

gristas. Siuo 111etu tera zino111as vienas supleisejusio tem­

piamojo betono fizikinis modelis [1], gautas is lenkia-

111qjq gelzbetoniniq ele111enttt eksperi111entiniq tyri1114, ta­

ciau ir siam 1110deliui isvesti buvo taikOI110S labai su­

paprastintos prielaidos. 

Straipsnyje ap:lvelgia111i analitiniai ir skaitiniai len­

kia111qj4 gelzbetoninitt ele111enttt, paveikttt trumpalaike ap­

krova, deformatyvu111o analizes 111etodai. Pateikia111i ivai­

riis betono ir armatiiros fizikiniai 111odeliai, daugiausia de-

111esio skiriant te111pia111ojo betono pleiseji111o ir darbo tarp 

plysiq 111odeliavi111ui taikant vidutiniq plysiq koncepcij~. 

2. Empiriniai metodai 

Ankstyvojoje gelzbetonio teorijos raidos stadijoje 

deformatyvumo proble111os nebuvo nagrinejamos. Pirmie­

j i bandy111ai apskaiciuojant gelzbetoninitt konstrukcijq 
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deformacijas buvo paremti klasikiniais medziagq atspa­

rumo teorijos principais. Suprantama, taip apskaiciuoti 

supleisejusiq gelzbetoniniq konstrukcijq iJinkiai yra zy­

miai mazesni uz tikruosius. Velesnese teorijose, remian­

tis stiprumo teorija, buvo laikoma, kad skerspjiivyje ze­

miau neutraliosios asies betonas neatlaiko tempimo item­

pitt. Taip apskaiciuoti gelzbetoniniq sijq, ypac silpnai 

armuotq, ilinkiai labai virsijo eksperimentinius iJinkius. 

Taip yra todel, kad net ir supleisej((s tempiamasis be­

tonas ruozuose tarp plysiq del bendro darbo su am1a­

tiira atlaiko nemazus tempimo itempius. Sio efekto (angl. 

tension st[{{ening) ivertinimas skaiciuojant lemia zymq 

konstrukcijos sustandejim(!. Pasiiilyta nemaza empiriniq 

metodq ir fizikiniq priklausomybitt tempiamojo betono 

tarp plysit.t darbui ivertinti. Kaip vienas svarbiausit.t len­

kiamt.tjq gelzbetoniniq elementq standumo tyrimo aspektt.t 

sis klausimas skaitinio modeliavimo uzdaviniams pla­

ciau aptariamas 3.2.5 skirsnyje. 

Toliau standumo metodai, kuriais jau buvo ivertin­

tas tempiamojo betono tarp plysit.t darbas, buvo tobu­

linami tiek Ryt4 (V. I. Murasev [2], A. A. Gvozdev, 

S. A. Dmitrijev, V. P. Artiomjev, J. M. Nemirovskij, 

V. S. Rokac, V. V. Figarovskij, W. Kuzcynski ir kt.), tiek 

Vakartt (pvz., D. Branson, W. Y. Wei, G. Winter, P. S. Rao, 

B. V. Subrahmanyan, L. A. Clark ir D. M. Speirs [3]) moks­

lininkq. Geras tradicijas gelzbetoniniq konstrukcij4 stan­

dumo tyrimo srityje turi Lietuva. Originali<! gelzbetoni­

nit.t elementtt deformatyvumo teorijq pasiiile A. Rozem­

bliumas [4], kuris sukiire savo mokykl(!. Jo pasekejai 

buvo V. N. Nemen, V. Jokiibaitis, A. Nakas, P. Gerdziii­

nas, I. Zidonis. Gelzbetoniniq konstrukcijq deformaty­

vumq Lietuvoje taip pat tyrinejo G. Marciukaitis, 

R. Simkus ir kt. 

1950 m. rust.t mokslininkas V.I. Murasev [2] su­

kiire kokybiskai nauj(! supleisejusiq gelzbetoniniq ele­

mentq deformatyvumo apskaiciavimo teorij(!. Si teorija 

buvo paremta ploksciqjq pjiiviq prielaida bei gausiq eks­

perimentiniq tyrimq rezultatais. Joje buvo ivertinamos 

netampriosios gniuzdomojo betono deformacijos bei tem­

piamojo betono tarp plysiq darbas. Sis metodas, kuri 

toliau tobulino A. A. Gvozdev ir jo mokiniai, buvo pri­

taikytas sovietinese projektavimo normose (SNiP) [5], 

kurios dar tebegalioja Lietuvoje. 

AmerikieCit.t mokslininkas D. Branson [6] pasiiile 

bene placiausiai Vakaruose taikomq standumo apskai­

Ciavimo metodq, pagrist(! ,efektyvaus" inercijos momen­

to taikymu. Sis metodas dabar taikomas ne tik JA V 

normose (ACI) [7], bet ir Kanados, Australijos, Naujo­

sios Zelandijos bei Piett.t Amerikos salitt normose. Eu­

ronormq (EC2) [8] metodas (tas pats kaip ir Europos 

betono komiteto (CEB-FIP) metodas) pateikia kit(! em­

pirini standumo apskaiciavimo biidq, kuriame, skirtin­

gai nuo JA V normq (ACI) metodo, ivertinamas arma­

tiiros strypq pavirsiaus faktorius. Reikia pazymeti, kad 

JA V nom14 ir euronormt.t metodai yra palyginti papras­

ti, tuo tarpu SNiP metode yra daug empirinit.t priklau­

somybit.t. Pateikiamos sit.t trij4 normt.t metodt.t pagrindi­

nes priklausomybes trumpalaikio apkrovimo atvejui. 

SNiP [5J_meiodas. Supleisejusio gelzbetoninio ele­

mento kreivis isreiskiamas per vidutines tempiamosios 

armatiiros E sm ir krastinio gniuzdomojo betono sluoks­

nio E sm deformacijas: 

(I) 

kur 

(2) 

(3) 

M - isores momentas; :o: - skerspjiivio vidaus jegq 

petys; d - naudingasis skerspjiivio aukstis; \jl s - vi­

dutiniq armatiiros deformacijq £ 5111 bei am1atiiros de­

formacijq plysio pjiivyje £ 5 santykis; \jlc - analogis­

kas koeficientas krastiniam gniuzdomojo betono sluoks­

niui; A5 - tempiamosios armatiiros skerspjiivio plotas; 

Es, Ec - atitinkamai armatiiros ir betono tamprumo 

moduliai; ~ - santykinis gniuzdomosios zonos aukstis; 

v - koeficientas, kuriuo ivertinamos gniuzdomojo be­

tono plastines deformacijos; <rr - koeficientas, kuriuo 

ivertinama gniuzdomosios armatiiros bei gniuzdomosios 

tejinio skerspjiivio lentynos itaka. 

Tobulinant si metodq, daugiausia demesio buvo ski­

riama empiriniam koeficientui \jl s , kuriuo ivertinamas 

tempiamojo betono darbas virs plysio bei tarp plysit.t, 

nustatyti: 

"' = £ sm = I 25- <n M cr < I 't's • 't'/s - ' 
f~ M 

(4) 

Mer - pleisejimo momentas; <rts - koeficientas, pn­

klausantis nuo strypt.t pavirsiaus: I, I - rumbuotiems, 

I - lygiems strypams. Koeficientas \jl 5 paprastai kinta 

nuo 0,3 iki I. 
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JA V noOlll.! (ACI [7]) metodas. Gelzbetonini4 ele­

mentl! kreivis isreiskiamas klasikine israiska -

K = M I El, kur El - standumas lenkiant. D. Branson 

[6] pasiiile skirtingoms apkrovimo stadijoms taikyti pa­

stOV4 betono deformacij4 moduli (lyg4 tamprumo mo­

duliui Ec ), bet kintaml! inercijos momentl! I . Tam­

priajai darbo stadijai inercijos momentas I a nustato-
" 

mas visam betoniniam skerspjuviui, ne[vertinant arma­

tiiros. Armaturos takumil atitinkanCiai apkrovai inerci­

jos momentas fer nustatomas kaip supleisejusiam skers­

pjiiviui, ne[vertinant tempiamojo betono dalies. D. Bran­

son [6] pasiiile tokil! empirin(( inercijos momenta pri­

klausomyb(( apkrovai, kuri yra didesne uz plysius suke­

lusil! apkrov'l, bet mazesne uz armaturos takumil atitin­

kanCil! apkrovil: 

kur Mer= .f,.J g I Y1 pleisejimo momentas; 

j,. = 0.643Jf: [MPa] - is lenkimo bandym4 nustaty­

tas tempiamojo betono stipris, ne[vertinant jo plastini4 

savybi4 (angl. modulus of rupture); y 1 - atstumas nuo 

skerspjuvio svorio centro iki tempiamojo krasto. 

A. Ghali teige, kad kai kuriems praktinio taikymo 

atvejams, kai armavimo koeficientas yra mazas arba len­

kimo momentas yra nezymiai didesnis uz pleisejimo mo­

mentl!, ACI metodu apskaiciuoti ilinkiai gali biiti ne­

tiksliis. 

Euronorm4 (EC2 [8]) metodas. Analogiskai JA V 

norm4 metodui gelzbetoniniame elemente isskiriami ne­

supleisej((s (I) ir visiskai supleisej((s (II) ruozai. Pimm­

jame ruoze betonas ir armatura dirba tampriai, o antra­

jame ruoze visit tempimo jegl! atlaiko annatiira. Kreiviui 

nustatyti taikoma tokia interpoliacine priklausomybe: 

(6) 

kur interpoliacijos koeficientas: 

(7) 

K1, K2 - atitinkamai I ir II ruoz4 kreiviai; ~ 1 - ko­

eficientas, lygus I (rumbuotiems strypams) ir 0,5 (ly­

giems strypams); P2 - koeficientas, kuriuo ivertinama 

apkrovos trukme bei pobiidis: I - trumpalaikei apkro­

vai, 0,5 - ilgalaikei arba ciklinei apkrovai; cr 5 ,. - [tem­

piai armatiiroje, sukelti supleisejimo momenta; cr 
5 

-

nagrinejamos apkrovos sukelti [tempiai armatiiroje, lai­

kant, kad visl! tempimo jegl! atlaiko armatiira. 
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3. Skaitiniai metodai ir fizikiniai modeliai 

D. Ngo ir A. C. Scordelis [9] paskelbe pirm'l.ii 

straipsn[, skirtl! gelzbetonini4 konstrukcij4 (sij4) anali­

zei baigtini4 element4 metodu. Per daugiau nei 30 me­

t4 laikotarpi sis skaitinis metodas tapa universaliu gelz­

betoninil! konstrukcij4 apskaiciavimo budu. Taikant stan­

dartines baigtini4 element4 programas (Diana, S-Beta 

ir kt), [tempi4-deformacij4 buvis visoms apkrovimo sta­

dijoms gali biiti nustatytas bet kokios formos konstruk­

cijoms, [vertinant [vairius geometrinius bei fizikinius 

efektus ( netiesines medziag4 savybes, pleisej iml!, tem­

piamojo betono darbit tarp plysi4, susitraukiml!, valks­

numl!, armatiiros praslydiml! betone, kaiscio efekt1t ir 

kt.). Deja, kaip mineta, si skaitini4 metod4 raida dau­

giau buvo susijusi su matematines puses tobulinimu, o 

ne su fizikini4 modeli4 kiirimu. Biitina pazymeti, kad 

kol kas nera sukurtas universalus fizikinis modelis, tin­

kamas visiems konstrukcij4 bei apkrovimo atvejams. Pa­

siiilyta daug fizikini4 modeli4 konkretiems uzdaviniams 

spr((sti, taciau ir sie modeliai dazniausiai yra pemelyg 

supaprastinti ir netiksliis. Kitaip tariant, esami medzia­

gos modeliai nera adekvatiis sudetingam baigtini4 ele­

ment4 metoda matematiniam aparatui. Todel empiriniais 

metodais gelzbetonini4 konstrukcij4 darbas daznai [ver­

tinamas tiksliau nei skaitiniais metodais. 

Toliau aptariami svarbiausi skaitinio gelzbetonini4 

element4, paveikt4 trumpalaike apkrova, deformatyvu­

mo modeliavimo aspektai. 

3.1. Pleisejimo modeliai 

Dviej4 kertini4 darb4. pradejusi4 nauH eril gelz­

betonio analizcs teorijoje, autoriai - D. Ngo ir 

A. C. Scordelis [9] bei Y. R. Rashid [I 0] pasiiile siuos 

betono pleisejimo modelius: 

1. Diskreeil{ p(r.~ilt mode/is [9]. Sis modelis at­

spindi reali4 konstrukcij4 darbit. kai [vertinami visi dis­

kretiis plysiai, atsirandantys konstrukcijoje didejant ap­

krovai. Jis leidzia [vertinti tai. kad konstrukcijose mak­

simaliis [tempiai armatiiroje bei gniuzdomajame betone 

yra diskreci4 plysitt pjiiviuose, o, tolstant nuo plysi4, 

[tempiai armatiiroje bei gniuzdomajame betone mazeja, 

o tempiamajame betone dideja. Sio modeliu pagrindi­

niu triikumu laikoma tai, kad, atsiradus kiekvienam nau­

jam plysiui, biitina keisti baigtini4 element4 tinkll!. 

2. Vidutinil{ plysilt mode/is [I 0]. Siame modelyje 

laikomasi vidutinio plysio koncepcijos, t. y. [sivaizduo-



jama, jog diskretus plysys baigtiniame elemente pakei­

ciamas begale smulkil! Jygiagrecil! plyselil!, turinCil! jam 

adekvaciq_ itakq_. Vidutini4 plysi4 modelyje imami tam 

tikri vidutiniai itempiai bei deformacijos, o supleisejt(s 

betonas traktuojamas kaip kontinuali medziaga su paki­

tusiomis savybemis. 

Yra zinomi keli vidutini4 plysi4 modeliai, is kuri4 

isskirtini sie: (a) Fiksuoto plysio modelis, kuriame ply­

sio kryptis nusakoma svarbiausil[j4 itempi4 kryptimi ply­

sio atsiradimo momentu. Didejant apkrovai, plysio kryp­

tis nekinta ir yra medziagos ortotropijos asis. Bendruo­

ju atveju deformacijos asys gali nesutapti su ortotropi­

jos asimis. (b) Besisukancio plysio modelis, kuriame 

svarbiausil[j4 itempi4 kryptys sutampa su svarbiausil[j4 

deformacijl[ kryptimis, 0 kartu ir su ortotropijos asimis. 

Uzdavinio tikslas lemia konkretaus plysi4 (diskre­

cil! arba vidutini4) madelia taikymo tikslingumq_. Jei rei­

kia istirti bendrq_ konstrukcijos apkrovos-ilinki4 ( defor­

macijl[) darbq_, nesigilinant i pleisejimo ypatumus, tiks­

lingiau taikyti vidutini4 plysi4 modeli. Kita vertus, jei 

svarbu detaliai ivertinti itempi4-deformacij4 biivi ply­

siuose bei tarp plysil! (pvz., istrizojo pjiivio stiprumo 

uzdaviniuose), prasminga naudoti diskrecil[ plysil! mo­

deli, kartu taikant irimo mechanikos principus. Daugu­

mai inzinerinil! uzdavinil!, kaip paprastesnis ir daznai 

tikslesnis. taikomas vidutini4 plysi4 modelis. 

3.2. Betono bei armatiiros fizikiniai modeliai 

3.2.1. Gniuzdomasis betonas 

Pirmuose baigtini4 element4 modeliuose gniuzdo­

majam betonui buvo taikoma tamprios ir idealiai plas­

tines medziagos diagrama ( 1 pav. kreive 1 ). Buvo ma­

nama, jog plastinems plokstes deformacijoms daugiausia 

itakos turi tempiamojo betono pleisejimas bei netam­

priosios armatiiros deformacijos, bet ne gniuzdomojo 

betono plastines deformacijos. v elesniuose modeliuose 

buvo naudotos itempi4-deformacij4 kreives, paremtos 

eksperimentiniais vienaasio gniuzdymo rezultatais. Vi­

dutinio stiprio betonams pirmosios plastines deformaci­

jos pasireiskia, esant itempiams crc = 0,3f: apkrovos 

( .t: - betoninio cilindro arba prizmes stipris gniuz­

dant). o esant maksimaliems itempiams ( crc = .r;,) plas­

tines deformacijos apytikriai yra lygios tampriosioms. 

Gniuzdomojo betono cr- E diagram4 priklausomybes 

pasiiile S. P. Shah ir S. H. Ahmad, E. Hognestad ir kt. 

[11], W. H. Dilger ir kt., P. T. Wang, G. M. Smith 1r 

L. E. Young, P. R. Barnard, R. Park ir T. Paulay, 

T. Szulczynski ir M.A. Sozen, H. E. H. Roy, 

A. C. A. Liebenberg, D. C. Kent, S. A. Popovics, M. Ros 

[12], L. P. Saenz, M. A. Mansur ir kt.). Pateikiamos 

kelios dazniau taikomos priklausomybes: 

[ , l - ., "~- ~ 
(jc-fc ~ [ ) [II] 

Eo Eo , (8) 

[8], (9) 

cr c , Ec - gniuzdomojo betono itempiai bei deformaci­

ja; .!;_~, Eo - standartinio gniuzdomojo bandinio mak­

simaliis itempiai bei atitinkanti deformacija. 

(8) bei (9) priklausomybes apibiidina kylanciqjq_ 

cr- E kreives dali, tuo tarpu krintancioji dalis daznai 

imama tieses formos, kurios pavyzdziai pateikti I pav. 

(2, 3 kreives). Nors lenkiaml[j4 element4 tyrimuose nu­

statytos ribines gniuzdomojo betono deformacijos E
11 

kitimo ribos yra (0,0025-0,006), dazniausiai E
11 

imama 

tarp 0,003 ir 0,004. 

0,3( 

pav. Gniuzdomojo betono itempi4-defonnacij4 diagra­

mos: I - idealiai tampri ir plastin<\ 2 - tampri ir plas­

tine sustiprejanti. 3 - tampri ir plastine stiprejanti su 

krintanci~a dalimi 

Fig 1. Constitutive relationships for compressive concre­
te: I - ideal elastic-plastic. 2 - elastic-plastic with work­
hardening, 3 - elastic-plastic with workhardening and 

strain softening 

D. J. Carreira ir K.-H. Chu [13] pasiiile tokiq_ visq_ 

(iskaitant ir krintanciqjq_ da!D cr- E priklausomybt(: 

(I 0) 

kur Pc 1r k2 yra empiriniai faktoriai. 

332 



E. Thorenfeldt ir kt. pasiiile (I 0) priklausomyb~ 

taikyti stipriesiems betonams imant: 

(11) 

o M.A. Mansur ir kt. pasilile toki'! k2 koeficiento is­

raisk'!: 

(12) 

Pateikta daug ivairi4. priklausomybi4. Eo deforma­

cijai nustatyti, is kuri4. pazymetinos sios: 

Eo= (1,6+0,0037It;}xl0-2 [12], (13) 

Eo= 0,7lxl0-5 t;: +0,00168 [13], (14) 

kur .r,: isreikstas MPa. 

Apibendrin~s ivairi4. autori4. eksperimentinius tyri­

mus (betono stipris kito nuo 10 iki I 0 MPa), B. Nico­

lo ir kt. [ 14] pasiiile toki'! empirin~ priklausomyb~: 

Eo =0,00076+[(0,626/;>4,33)xl0-7
]
0

•
5

. (15) 

3.2.2. Tempiamasis betonas 

Kaip zinoma, betono stipris tempiant yra a pie I 0 -

20 kart4. mazesnis nei stipris gniuzdant. Savo ruoztu 

betono stipris gniuzdant yra vidutiniskai I 0 - 20 kart4. 

mazesnis nei armatiiros stipris tempiant ir gniuzdant. 

Atrodyt4., kad tempiamojo betono itaka yra nedidele 

gelzbetonini4. konstrukcij4. darbui. IS tieslJ., skaiCiuojant 

lenkiamuj4. elementlJ. stiprum'!, tempiamojo betono item­

pill. galima nevertinti. Taciau, kai skaiciuojami ilinkiai 

eksploatacinei apkrovai, neivertinus tempiamojo betono 

darbo net ir supleisejusiuose elementuose, gali biiti da­

roma net didesne nei I 00% paklaida. 

Tempiamojo betono darb'!, iskaitant ir krintanci<U'! 

cr-E diagramos dali, tyre B. P. Hughes, G. P. Chap­

man, R. H. Evans, M. S. Marathe, A. Notkus, A. Ku­

dzys, R. Kupliauskas. Viena asimi tempiamasis betonas 

praktiskai dirba tampriai, kol itempiai nevirsija 60% 

stiprumo tempiant fer. Sie itempiai gali biiti laikomi 

tamprumo riba. Prasidej~s mikropleisejimas tampa ypac 

pastebimas, kai itempiai pasiekia 75% fer. Pasiekus 

maksimalius f~r ir juos atitinkancias deformacijas Ecr, 

tampriosios ir plastines deformacijos apytikriai yra ly­

gios. Virsijus deformacijas Ecr, betonas dar ilgai atlai­

ko itempius. NearmuotlJ.j4. betonini4. bandini4. cr- E 

diagramos krintanCiosios dalies tyrimai parode, kad mak­

simalios deformacijos gali virsyti Ecr net 30 kart4.. 

3.2.3. Armatiira 

Armatiiros fizikinis modelis gali biiti idealizuoja­

mas dviej4., trij4. linij4. (2 pav.) priklausomybe arba bet 

kokia lauzyta linija, atitinkancia faktin~ am1atiiros tern­

pima (gniuzdymo) cr- E diagram'!. Jei armatiiros stry­

pai modeliuojami atskiru sluoksniu, to sluoksnio stan­

dumas statmena stryp4. asiai kryptimi bei Puasono ko­

eficientas v lygiis nuliui. 

2 pav. Armatiios cr- E diagrama 

Fig 2. Stress-strain relationship for steel reinforcement 

3.2.4. Bendras armatiiros ir tempiamojo betono darbas 

Bendr'! armatiiros ir betono darb'! uztikrina si4. me­

dziagl!. sukibimas. Del labai skirting4 armatiiros ir tem­

piamojo betono deformacini4 bei stiprumo savybi4. ben­

dras darbas yra labai sudetingas ir sunkiai ivertinamas. 

Pries atsirandant plysiams armatiiros ir betono sukibi­

ID<! galima laikyti idealiu, taciau, didejant apkrovai ir 

vystantis plysiams, atsiranda sukibimo defektai, lemian­

tys armatiiros praslydim'! betone. Sukibimo kokybe pri­

klauso nuo armatiiros pavirsiaus, betono stiprumo, ap­

krovimo eigos, apkrovos krypties, itempi4 biivio ir kit4 

faktori4.. Pavyzdziui, veikiant gniuzdymo itempiams sker­

sine kryptimi, maksimaliis tangentiniai itempiai armatii­

ros ir betono kontakto pavirsiuje gali padideti kelet'! 

kart4.. 

Betono pleisejimo ir sukibimo efektai is esmes yra 

modeliuojami dvejopai: 

1) Tempiamojo betono vidutinil{ itempil{-deforma­

ciftl diagrama, kuria ivertinamas betono pleisejimas, dar­

bas tarp plysi4. bei armatiiros praslydimas. Trumpumo 

delei si4. reiskini4. visum'! toliau vadinsime tempiamojo 

betono darbu tarp plysi4.. Tokia tempiamojo betono 

diagrama taikoma vidutini4. plysi4. modelyje. Kadangi 

sis annatiiros ir betono sukibimo efekt4. ivertinimo bii­

das ir taikomas siame darbe, placiau jis aptariamas ki­

tame skirsnyje. 
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2) Armahiros ir tempiamojo betono sukibimo-pra­

sZvdimo priklausomybe. Remdamiesi R. J. Wilkins, 

R. M. Mains, K. R. Peattie ir J. A. Pope, E. S. Perry 

ir J. N. Thompson, A. H. Nilson, J. Houde ir M. S. Mir­

za eksperimentiniais tyrimais, armatiiros ir tempiamojo 

betono sukibimo-praslydimo priklausomybes pasiiile 

A. H. Nil-rm, K. Dorr, A. D. Edwards ir P. J. Yanno­

poulos, Pochanart, T. Harmon, J. G. Nammur ir 

A. E. Naaman [15]. Pastarieji autoriai bei R. J. Allwood 

ir A. A. Bajarwan [ 16] siuo klausimu pateike literatii­

ros apzvalgq. 

3.2.5. Tempiamojo betono darbo tarp plysiq 

modeliavimas 

Dar XIX simtmecio pabaigoje atlikti tempiamll.itt 

armuottt betono prizmitt bandymai [ 17] parade, kad sitt 

bandinitt vidutines deformacijos buvo zymiai mazesnes 

nei vi en armatiiros stryptt (nevertinant betono) defor­

macijos. E. Morsch [ 18] si reiskini paaiskino supleise­

jusio betono gebejimu atlaikyti tempimo ftempius tarp 

plysitt, kas ir Ierne bendrq elemento standumo padide­

jimq. Kai kurie tyrinetojai gelzbetoninitt konstrukcijtt de­

formatyvumo modeliavimui siiile taikyti visq nearmuo­

tojo centriskai tempiamojo betono cr- E diagramq, nu­

statytq is eksperimentinitt tyrimtt. Taciau, kaip pastebe­

jo W. C. Schnobrick [19], tokitt diagramtt negalima tai­

kyti gelzbetoninems konstrukcijoms, nes betono tarp ply­

sitt tempimo itempiai turi skirtingq fizikin~ priezasti -

juos lemia bendras arnmtiiros ir betono darbas. 

Sie autoriai gelzbetoninitt konstrukcijtt darbo ana­

lizei pasiiile ivairiomis prielaidomis pagristus supleise­

jusio tempiamojo betono fizikinius modelius: P. S. Rao 

ir B. V. Subrahmanyan [20], L. A. Clark ir D. M. Speirs 

[3], R. I. R. I. Gilbert ir R. F. Warner [21], A. K. Gupta 

ir S. R. Maestrini, H. C. Chan ir kt., F. J. Vecchio ir 

M. P. Collins [22], B. Massicote ir kt., J. lzumo ir kt., 

H. Floegl ir H. A. Mang, G. Gajer ir P. F. Dux, 

W. H. Gerstle ir kt., S. Balakrishnan ir D. W. Murray, 

T. C. T. Hsu [23], A. Ramaswamy, M.A. Polak ir 

K. G. Blackwell [24]. 

Dazniausiai supleisejusio tempiamojo betono vidu­

tinitt itempitt-deformacijtt diagramos yra sukuriamos, re­

miantis gelzbetoninitt elementtt eksperimentiniais tyri­

mais (tempimo, slyties), is kuritt minetini B. B. Broms, 

A. W. Beeby, Y. Goto, G. D. Base ir kt., A. H. Nilson, 

J. Houde ir M.S. Mirza, F. J. Vecchio ir M.P. Collins 

[25], T. C. T. Hsu [23] bandymai. Yra pasiiilyta nema­

za supleisejusio tempiamojo betono diagramtt [26-28], 

is kuritt dazniausiai taikoma parodyta 3 pav. Jos kylan­

Cioji dalis apibudina nesupleisejusio betono darbq, o 

krintancioji dalis akumuliuoja pleisejimo, betono darbo 

tarp plysitt bei armatiiros praslydimo efektus. Priklau­

somybe charakterizuojama koeficientais a ir ~, kurie 

susieti su pleisejimo itempiais O'er bei juos atitinkan­

cia deformacija Ec,. =O'er I Ec. Pasiekus vidutin~ de­

formacijq ~Ecr, tempiamasis betonas nebeatlaiko jokitt 

vidutinitt itempitt. 

Kai kurie autoriai siiile taikyti ivairias fiksuotas ko­

eficiento ~ , charakterizuojancio tempiamojo betono tarp 

plysitt darbq, reiksmes. R. I. Gilbert ir R. F. Warner 

[21], A. Scanlon ir D. W. Murray [26], S. C. Lin ir 

A. C. Scordel [27] laike, kad ~ lygus 10. F. Damjanic 

ir D. R. J. Owen [29] siiile slyties uzdaviniuose ~ 

imti tarp 5 ir I 0 bei lenkimo uzdaviniuose tarp 20 ir 

25. G. A. Mehlhorn ir R. J. Cope taike ~ reiksmes, 

kurios pateko i minettt reiksmitt diapazonq. 

cr, 

0' cr 

E cr 

3 pav. Tempiamojo betono vidutinil! itempitj-deformacijlj 

diagrama gelzbctoninil! elementlj deformatyvumui 

apskaiciuoti 

Fig 3. Average stress-strain relationship for concrete in 

tension for deformational analysis of reinforced concrete 

members 

Toliau pateikiamos kelios Jabiausiai zinomos tem­

piamojo betono vidutiniL! cr- E diagramos gelzbetoni­

nems konstrukcijoms modeliuoti. 

F. J. Vecchio ir M. P. Collins. remdamiesi gelzbe­

toninitt disktt, paveiktl! grynaja slytimi. bandymais [25], 

mod(fikuoto gniu::dymo lauko (angl. modified compres­

sion field) teorijoje [22] pasil!le tokiq priklausomyb~: 

(16) 
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cr1 ir £ 1 - atitinkamai tempiamojo betono itempiai bei 

deformacija; cr cr - tempiamojo betono stipris. Siai pri­

klausomybei, kuri gauta is stipriai annuotq elementq eks­

perimentl! rezultat4. apytikriai ivertinta reiksme lygi 20. 

T. S. T. Hsu [23] vientisoje gelf.betonio teorijoje 

(angl. un(fied theory ol reinforced concrete) pasiiile to­

ki<t priklausomyb~: 

(17) 

D. 1. Carreira ir K.-H. Chu [30] pasiiile priklau­

somyb~, analogiskq gniuzdomojo betono cr-£ diagra­

mai (10): 

(18) 

~1 - empirinis koeficientas. 

Tiksliai atlikti tempiam~4 [31, 32] ir lenkiamuj4 

[3, 33, 34] gelzbetonini4 element4 eksperimentiniai ty­

rimai parode, kad tempiamojo betono vidutini4 item­

pi4-deformacij4 diagrama priklauso ne tik nuo stipru­

mo tempiant, bet ir nuo armavimo koeficiento, armatii­

ros stryp4 pavirsiaus ir skersmens bei kit4 faktori4. 

G. K. V. Prakhya ir C. T. Morley [!], taikydami 

skaiciavim<t supaprastinancias prielaidas bei remdamiesi 

L. A. Clark ir D. M. Speirs [3] bei L. A. Clark ir 

W. B. Cranston [33] sij4 eksperimentiniais tyrimais, pa­

siiile daugiaparametri supleisejusio tempiamojo betono 

fizikini modeli lenkiamiesiems gelzbetoniniams elemen­

tams. Jie, pasinaudoj~ D. 1. Carreira ir K.-H. Chu [30] 

tempiamojo betono cr- £ priklausomybe ( 18). pasiiile 

tokiq empirinio koeficiento ~1 israisk11: 

[ 1
0.366 [ 10.344 () 146 ~~= 100A1. b(h-x111 ) (:_)· ' 

b( IJ- X 111 ) n1Ccdb S 
(19) 

A5 - tempiamosios armatiiros skerspjiivio plotas; b, 

h- atitinkamai skerspjiivio plotis bei aukstis; c - ar­

matiiros apsauginio sluoksnio storis; db, s, n - ati­

tinkamai tempiamosios armatiiros stryp4 skersmuo, 

zingsnis bei skaicius; x111 - gniuzdomosios zonos auks-

tis, neivertinant tempiamojo betono darbo. 

Kadangi siai priklausomybei isvesti buvo panaudo­

ta palyginti nedaug eksperimentini4 duomen4 (minima­

Ius sij4 armavimo procentas p = 0,45% ), toks didelis 

priklausom~4 parametr4 skaicius nebuvo statistiskai 

pagristas. Be to, kaip teige patys autoriai [ 1], taikant si 

fizikini modeli sluoksniuotam skerspjiiviui, del grubok4 

prielaid4 apskaiciuoti ilinkiai gaunami per dideli. 

Kai kuri4 autori4 (A. Hilleborg, G. C. Sih ir 

A. DiTommaso, P. E. Petersson ir P. J. Gustavasson, 

Z. P. Bazant ir B. Oh [35], Nallathambi ir kt.) pasiii­

lyti fizikiniai modeliai yra pagristi irimo mechanikos 

principais. Z. P. Bazant ir B. Oh [35] pasiiile taikyti 

dviej4 linij4 tempiamojo betono a- E priklausomyb~ 

bei tokiq ~ koeficiento israisk<t: 

(20) 

krintanciosios dalies nuolydis nustatomas is sqlygos: 

[MPa]. (21) 

Taikant praktines tempiamojo betono stiprio acr reiks­

mes, is (20) sqlygos apskaiciuota ~ reiksme lygi 5-8. 

H. H. Abrishami ir D. Mitchell [36] eksperimen­

tiskai tyre isilgini4 plysi4 itakq tempiamojo betono tarp 

plysi4 darbui. Jie nustate, kad isilginiai plysiai gali zy­

miai sumazinti sij4 standumq, kai apsauginio sluoksnio 

bei armatiiros stryp4 skersmens santykis ( c I db ) yra ma­

zesnis negu 2,5. Jie pasiiile vidutinius tempiamojo be­

tono itempius, apskaiciuotus pagal (9) formul~, padau­

ginti is isilgini4 plysi4 koeficiento a 3 : 

a 3 = 0,8c I db -1, kai 1,25-::;; c I dh -::;; 2,5, 

(22) 

4. lntegralinis gelzbetoniniq elementq deformatyvumo 

fizikinis modelis 

Autorius sukiire integralini supleisejusi4 lenkiam4-

j4 gelzbetonini4 element4, apkraut4 trumpalaike apkro­

va, deformatyvumo fizikini modeli [36]. lntegralinis 

modelis, skirtingai nuo daugelio kit4 modeli4, buvo is­

vestas ne is tempiam~4 arba grynqja slytimi paveikt4 

eksperimentini4 bandini4, o is lenkiam~4 gelzbetoni­

nil! sij4 eksperimentini4 duomen4. Modelis pagristas vi­

dutinil! plysi4 koncepcija, kai neatsizvelgiama i diskre­

cius plysius ir supleisejusiuose ruozuose taikomi vidu­

tiniai itempiai bei defom1acijos. Pasiiilytasis modelis ap­

ima tradicines armatiiros ir gniuzdomojo betono item­

pi4-defonnacij4 diagramas bei integralin~ tempiamojo 

betono fizikin~ priklausomyb~, kuria ivertinami betono 

pleisejimo, darbo tarp plysi4, am1atiiros praslydimo bei 

betono susitraukimo efektai. Pasiiilytoji supleisejusio 
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tempiamojo betono fizikine priklausomybe buvo gauta 

taikant autoriaus sukurt<Ui metod(! [3 7], kuriuo tempia­

mojo (ir gniuzdomojo) betono vidutini4 itempiJ.!-defor­

macijl! kreives apskaiCiuojamos is lenkiamojo gelzbeto­

ninio elemento eksperimentini4 moment4-deformac(i4 

(kreivi4) diagram4. Metodas pagristas originalia ideja, 

kai tempiamojo ir gniuzdomojo betono itempi4-defor­

macij4 kreives nustatomos krastiniams elemento sluoks­

niams, o gautosios itempi4-deformacij4 diagramos tai­

komos kitiems (maziau deformuotiems) sluoksniams. In­

tegraliniu modeliu, kuris tinkamas taikyti tiek analiti­

niuose, tiek skaitiniuose metoduose, tiksliau nei kitais 

zinomais modeJiais ar ivairi4 pasauJio saii4 nOID1l[ me­

todais apskaiciuojamos silpnai armuot4 gelzbetonini4 

element4 defonnacijos [36]. Autorius taip pat sukiire 

altematyvl! neuronini4 tinkl4 fizikini defom1atyvumo mo­

deli. Neuronini4 tinkl4 metodas, pagristas zmogaus sme­

gen4 darbo modeliavimo principais, tik pries desimt­

meti pradetas taikyti ivairiose mokslo srityse. 

5. ISvados 

Straipsnyje pateikta lenkiam4.i4 gelzbetonini4 ele­

ment\.!, apkraut4 trumpalaike apkrova, deformatyvumo 

skaiciavimo metod4 (empirini4 ir skaitini4) apzvalga ir 

analize. Kritiskai ivertinti tradiciniai empiriniai norm4 

skaiciavimo metodai, taikomi ivairiose salyse, kurie gelz­

betonini4 konstrukcij4 pleisetum<t, standum(l ir stipru­

m(l vertina pagal skirtingas prielaidas ir metodikas. Si4 

metod4 empirines formules daznai yra griozdiskos ir 

neturi fizikines prasmes. 

Turint visas medziag4 itempi4-defom1acij4 diagra­

mas, gelzbetonines konstrukcijos, panasiai kaip metali­

nes ar medines konstrukcijos, gali biiti skaiciuojamos 

universaliais medziag4 atsparumo arba siuolaikiniais 

skaitiniais metodais. Toki skaiciavim<t rekomenduoja ir 

euronom1os. Atlikta skaitini4 metod4 taikymo gelzbeto­

nini4 konstrukcij4 skaiciavimui analize. Pateikti dazniau­

siai naudojami armatiiros, gniuzdomojo ir tempiamojo 

betono fizikiniai modeliai. Armatiiros ir gniuzdomojo 

betono diagramos yra zinomos, taciau pasaulyje dar nera 

pasiiilytas tikslus ir statistiskai patikrintas supleisejusio 

tempiamojo betono fizikinis modelis. 

Autorius, remdamasis eksperimentiniais lenkiam4.i4 

gelzbetonini4 element4 duomenimis, sukiire integralini 

supleisejusi4 lenkiam4.i4 gelzbetonini4 element4, apkrau­

t4 trumpalaike apkrova, deformatyvumo fizikini mode-

li. lntegraliniu modeliu, kuris tinkamas taikyti tiek ana­

litiniams, tiek skaitiniams metodams, tiksliau nei kitais 

zinomais modeJiais ar ivairi4 pasauJio saJi4 norm4 me­

todais apskaiCiuojamos silpnai armuot4 gelzbetonini4 

element4 deformacijos. 
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METHODS AND CONSTITUTIVE MODELS FOR 
DEFORMATIONAL ANALYSIS OF FLEXURAL 
REINFORCED CONCRETE MEMBERS 

G. Kaklauskas 

Summary 

The paper reviews both analytical and finite element 

methods for deformational analysis of flexural reinforced conc­

rete members subjected to short-term loading. In a state-of­

the-art summary of various proposed stress-strain relations­
hips for concrete and reinforcement, a special emphasis is 

made on critical survey of modelling post-cracking behaviour 

of tensile concrete in smeared crack approach. 

Empirical code methods of different countries (Ameri­

can Code (ACI Committee 318 [7]), the Eurocode EC2 [8]. 

and the Russian (old Soviet) Code (SNiP 2.03.01-84 [5]) 

for deflection calculation of flexural reinforced concrete mem­
bers are briefly described in section 2. Although these met­

hods are based on different analytical approaches, all of them 

proved to be accurate tools for deflection assessment of mem­

bers with high and average reinforcement ratios. It should be 



noted that these methods have quite a different level of com­

plexity since the Russian Code method employs a great num­
ber of parameters and expressions whereas the ACI and EC2 

methods are simple and include only basic parameters. 
Approaches of numerical simulation and constitutive re­

lationships are discussed in Chapter 3. All numerical simula­

tion research can be classified into two large groups accor­
ding to two different approaches for crack modelling (subsec­

tion 3.1 ): I) Discrete cracking model. In this approach, cracks 
are traced individually as they progressively alter the topolo­

gy of the structure. 2) Smeared cracking model. The cracked 
concrete is assumed to remain a continuum, ie the cracks are 

smeared out in the continuous fashion. After cracking, the 

concrete becomes orthotropic with one of the material axes 

being oriented along the direction of cracking. Constitutive 

relationships for steel and plain concrete are presented in 

subsection 3.2. A special emphasis is made on critical survey 
of modelling post-cracking behaviour of tensile concrete in 

smeared crack approach. 
It has been concluded that although empirical design 

codes of different countries ensure safe design, they do not 

reveal the actual stress-strain state of cracked structures and 
often lack physical interpretation. Numerical methods which 

were rapidly progressing within last three decades are based 

on universal principles and can include all possible effects 
such as material nonlinearities, concrete cracking, creep and 

shrinkage, reinforcement slip, etc. However, the progress is 

mostly related to the development of mathematical apparatus, 

but not material models or, in other words, the development 

was rather qualitative than quantitative. Constitutive relations­

hips often are too simplified and do not reflect complex 

multi-factor nature of the material. Existing constitutive rela­

tionships for concrete in tension do not assure higher statis­

tical accuracy of deflection estimates for flexural reinforced 
concrete members in comparison to those obtained by empi­

rical code methods. 

The author has developed integral constitutive model for 

deformational analysis of flexural reinforced concrete mem­
bers [36]. The integral constitutive model consists of traditio­

nal constitutive relationships for reinforcement and compres­
sive concrete and the integral constitutive relationship for crac­

ked tensile concrete which accumulates cracking, tension stif­

fening, reinforcement slippage and shrinkage effects. This cons­

titutive model can be applied not only in a finite element 

analysis, but also in a simple iterative technique based on 

classical principles of strength of materials extended to lay­

ered approach. 
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