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Statybine mechanika 

PRISITAIKANCIV TAMPRIAI PLASTISKV REMV APKROVOS OPTIMIZACIJA 

V. Skadauskas, D. Merkeviciiite, J. Atkociiinas 

Vi/niaus Gedimino technikos universitetas 

1. Jvadas 

Disipacinese sistemose (tokia yra konstrukcija, pa­

tirianti plastini deformavimll) ir!lZOS ir poslinkiai pri­

klauso nuo apkrovimo istorijos [1]. Ypac sudetingas pri­

sitaikiusil! prie kintamos-kartotines apkrovos tampriqjl! 

plastinil! konstrukcijl! determinuotas skaiciavimas, kai 

apkrova apibreziama tik jos kitimo ribomis. Naujausios 

mokslines literatiiros apie prisitaikiusil! konstrukcijl! op­

timizacijos uzdavinius gausa patvirtina tyriml! sioje sri­

tyje aktualumll_, kita vertus - dar nepakankam!l proble­

mas issprendim!l praktiniu lygiu [2]. 

Matematika ir mechanika visada turejo itakos vie­

na kitos raidai, keliant mokslines idejas bei ieskant ben­

df\! jl! igyvendinimo biidl! ir metod\!. Siekiant konstruk­

cijl! mechanikoje efektyviai taikyti kompiuterines tech­

nologijas, svarbu remtis ir matematinio programavimo 

teorija, taikyti jos metodus sudetingl! sisteml! optima­

Hems sprendiniams rasti, ypac pasinaudoti mechanine 

sill metod\! interpretacija. Ekstreminil! energinil! mecha­

nikos principl!, matematinio programavimo teorijos tai­

kymas formuluojant ir sprendziant tampri~l! plastiskl! 

konstrukcijl!, taip pat ir reml!, prisitaikomumo uzdavi­

nius tampa logiskas, zvelgiant is abiejl! - mechanikos 

ir matematikos - pozicijl! [3, 4]. 

Straipsnyje matematinio programavimo teorija tai­

koma, sudarant patobulintus prisitaikiusio remo apkro­

vos optimizacijos netiesinil! uzdavinil! matematinius mo­

delius ir atliekant skaitini jl! eksperimenut. Pasiiilytas 

naujas optimizacijos u:Zdavinio sprendimo algoritmas, su­

darytas remiantis Rozeno optimalumo kriterijaus mecha­

nines prasmes interpretacija [5-7], kuris is esmes ski­

riasi nuo sio straipsnio autoril! ir kit\! tyrejl! siiilyt\l 

algoritm\!. Taip gaunamas uzdavinio matematines for­

muluotes ir skaitinio sprendimo metoda loginis rysys. 

2. Apkrovos optimizacijos uzdavinio formuluote 

Nagrinejamas prisitaikiusio tampriai plastisko re­

mo biivis. Lenkiamo remo geometrija, idealios skersp­

jiivio formos matmenys ir medziaga, t. y. ribinil! ir!lZ\! 

vektorius M
0 

zinomi. Kvazistatine apkrova F (t) cha­

rakterizuojama nepriklausanciomis nuo laiko t virsuti­

nemis ir apatinemis kitimo ribomis Fsup ' Finf Gegl! 

pridejimo vieta zinoma). Konkreti apkrovimo istorija ne­

zinoma, jos ribos Fill/ :::; F(t):::; Fsup . Tuomet apkrovos 

optimizacijos uzdavinys formuluojamas taip: ieskomos 

remo prisitaikomumo btlvio apkrovos kitimo ribos Fsup, 

Finf, tenkinancios pasirinktq optimalumo kriterijl{ 

max { T[,w Fsup + T/if Finf} bei konstrukcijos stiprumo 

ir standumo sqlygas. Cia Tsup, Till/ yra optimalumo 

kriterijaus svorio koeficientl! vektoriai. Prisitaikl(s re­

mas yra saugus plastinio suirimo atzvilgiu, taciau jis 

gali neatitikti eksploatacinil! (pavyzdziui, standumo) rei­

kalavim\!. Stai kodel apkrovos kitimo ribl! optimizaci­

jos uzdavinio matematiniame modelyje turi bUti ne tik 

stiprumo, bet ir standumo S!liygos - apribojimai. Stan­

dumo apribojimai yra susijl( su liekamqjl! deformacijl! 

9r (t) ir poslinkil! Ur (t), priklausancil! nuo konkre­

Cios apkrovimo istorijos, skaiCiavimu. Jei konkreti ap­

krovimo istorija nenagrinejama, galima apskaiCiuoti tik 

prisitaikymo biivio liekamqjl! poslinkil! kitimo ribas 

Ur,inf:::; Ur(t):::; Ur,sup. Taigi prisitaikiusio remo ap­

krovos optimizacija jungia du uzdavinius. Pirmasis uz­

davinys nagrineja prisitaikymo biivio statiskai leistin!l 

moment\! pasiskirstym!l (tai - liekamqjl! moment\! Mr 

analizes uzdavinys). Sprendziant antr~i uZdavini tikri­

nama, ar nepazeisti remo standumo apribojimai (is es­

mes tai liekamqj\! poslinkil! kitimo rib\! Dr, inf, Dr, sup 

tikrinamasis uzdavinys). Padeti sunkina tai, kad abiejl! 
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minetq uzdaviniq sprendimas konstrukcijq prisitaikomu­

mo analizeje susipynC(s, t. y. turi biiti atliekamas toje 

pacioje apkrovos optimizacijos uzdavinio sprendimo ite­

racijoje. Visa tai turi biiti tinkamai ivertinta, sudarant 

apkrovos optimizacijos uzdaviniq matematinius mode­

lius. 

3. Optimizacijos uzdavini"q matematiniai modeliai 

Remo apkrovos optimizacijos uzdavinio matemati­

nio modelio formuluotC( lemia liekamqjq momentq M,. 

analizes uZdavinio pateikimo forma. Pirmojoje formu­

luoteje momentq analizes uzdavinys pateikiamas kaip 

kvadratinio programavimo problema. Apkrovos optimi­

zacijos u:ldavinio tikslo funkcija tuomet yra tiesine. Ant­

rojoje formuluoteje analizes uzdavinio lygtys ir priklau­

somybes uzrasomos pagal pilnutinC( plastiskumo teori­

jos lygciq sistem~t. Siam atvejui optimizacijos u:ldavi­

nio tikslo funkcija tampa netiesine. 

Pirmoji matematinio modelio formuluote. Analizes 

uzdavinys uzrasomas, naudojant kvadratini programavi­

m~t. Reikia rasti 

max {TJup Fsup +TZif Fin/}= W, (1) 

esant s~tlygoms 

min 0,5M~[D]M,. (2) 

(3) 

'Pmin=Mo+M,. +Me,min+Mq :2!0, (4) 

(5) 

(6) 

A.;::: 0' (7) 

0 r,min ~ [H]A. ~ 0 r.max 0 (8) 

Analizes uzdavinys (2)-(5) sudarytas pagal papil­

domos deformavimo energijos minimumo princiP!l. ([D) 
- pasiduodamumo matrica). Matematinio modelio (l)­

(8) analizes uzdavinyje (2)-(5) tiesines takumo s~tlygos 

( 4) [<I>] M ~ M 0 uzrasomos, naudojant vienetint< mat-

riq [I] tr igauna pavidal~t [I) M ~M0 , 

-[I] M ~Mo. Prisitaikymo biivio plastines deformaci-

jos skaiCiuojamos pagal formulC(: E> p =[<l> fA.' cia 

A.= (A. max , A min) T - plastiniq daugikliq vektorius. Uz­

davinyje (1)-(8) remo elementq ribiniq momentq M 0 

ir tampriq ekstreminiq momentq Me,max, Me,min vek­

toriai zinomi. Momentq Me,max, Me,min reiksmes ap­

skaiciuotos, esant zinomai apkrovai (apkrovos kitimo 

ribq reiksmems). Mq - momentai nuo pastovios ap­

krovos ar distorsijos [8]. Analizes uZdavinio nezino­

mieji yra statiskai Ieistini (atitinkantys pusiausvyros lyg­

tis [A] M,. = 0 ir takumo s~tlygas M ~M0 , 

-M ~M0 ) liekamieji momentai M,. (optimalus uz­

davinio sprendinys :lymimas M; ). 
Nelygybes (8) ur,min ~ u,. =[H] A.~ Ur,max yra pri­

sitaikiusio remo standumo S~tlygos; cia Iiekamqjq po­

slinkiq infliuentine matrica 

[ff]= ([A][D] -I [A] T t [A][D] -I leidzia uzrasyti: 

Tikrinant standumo S~tiygas (8), naudojamas nezi­

nomas plastiniq daugik1iq vektorius A. . Jis gaunamas 

kaip analizes uzdavinio (2)-(5) sprendimo Rozeno pro­

jektuojamqjq gradientq metodu rezultatas [5]: 

Cia V'q>, T- takumo s~tlygq (4) q>=('Pmax ,q>min l ir 

tikslo funkcijos (1) max {T[up Fsup + Ti~f Fin/} = 

max TTF gradientai. Vektorius A. matematiniame mo­

delyje (l)-(8) uzrasytas (7) pozicijoje kaip ir analizes 

uZdavinio (2)-(6) sprendimo rezultatas. 

Apkrovimo proceso metu gali ivykti pjiiviq ,nusi­

krovimas", t. y. j-ojo pjiivio takumo s~tlyga - lygybe 

veliau tampa nelygybe. Kitaip tariant, 1.1 > 0 turetq is­

likti iki plastinio deformavimo proceso pabaigos (tik 

tam tikrais plastinio deformavimo atvejais A. 1 = 0 ). 

Tampa akivaizdu, kad matematinio programavimo griez­

tumo s~tlyga q>TA.= 0 neleidzia ivertinti ,nusikrovimo". 

Atsizvelgiant i galim~t ,nusikrovim~t", nelygybe (8) turi 

biiti pertvarkyta: 

u,.i,min ~ min[Hd ~. } 

max [Hi)~~ Uri.max• i = 1, 2, ... , m. 
(10) 
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Liekrum.Ul! poslinkil! kitimo ribl! vektoriai Dr,irif, Dr, sup 

gaunami kiekvienam poslinkio komponentui u;, 

i = 1, 2, ... , m sprendZiant toki tiesinio programavimo ui­

davini., kai reikia rasti 

max. [Hz·]~= [Uri,sup]' 
mm u,.i,inf 

i = 1, 2, ... , m, (11) 

esant s~tlygoms 

(12) 

Cia Mo - fiktyvios konstrukcijos (remo) ribinil! mo­

mentl! vektorius [4]. Mo yra toks, kad visuose remo 

pjiiviuose takumo s~tlygos formaliai atitiktl! lygybes. Tai­

gi vektoriaus ~ :2: 0 komponentai nesiejami su matema­

tinio programavimo grieztumo s~tlygl! tenkinimu ir fizi­

nes plastinil! daugiklil! prasmes gali netureti. Remo pri­

sitaikymo metu disipuojama energija D . Fiktyvaus re­

mo analizes uzdavinio sprendimu gaunama virsutine 

energijos disipacijos riba Dmax. Uzdavinyje (11H12) 

esantis i5max yra zinomas dydis. I uzdavinio (11H12) 

s~tlygas ieinanCios lygtys [BA.]~=[B,.]M; yra remo lie­

kamqjl! deformacijl! damos lygtys. Jei takumo s~tlygos 

yra tiesines, tai matrica [BA.]= [B][<I>f nustatoma nau-

dojant matriq [B]=[[A'f([A'ft. -[I]l Cia mat­

ricos [A1 ir [A .. ] yra gautos isskaidzius matric~t [A] 

i kvadratin~ ir staciakamp~ matricas. Kita i deformaci­

jl! darnos lygtis ieinanti matrica yra tokia: 

[B,.]=-[A'f([A'ft[D']+[D .. ]. Liekamqjl! momentl! 

vektorius M; yra optima1us analizes uzdavinio (2)-(5) 

sprendinys. Jis yra vienintelis bet kuriai progrrunai F (t), 

vykstanciai, kai apkrovimo ribos Finf $; F(t)$; Fsup. Jei­

gu s~tlygoje (12) naudojamas pradinis liekamqjl! mo­

mentl! vektorius M 0 , ribos Dr,irif• Dr, sup gaunrunos 

kiek sumazintos. 

ISsprendus apkrovos optimizacijos uzdavini (1H8) 

gaunamos optimalios jem kitimo ribos F;up , F;~J , mo­

mentai M;, plastiniai daugikliai A.* ir poslinkiai u;. 
Antroji matematinio modelio formuluote. Apkrovos 

optimizacijos uzdavinio matematinis modelis sudaromas 

pagal pilnutin~ plastiskumo teorijos lygCil! sistem~t: 

-[A]M,. =0, [Af u,. =[D]M,.+[<l>]A., 

q>min = Mo +[G] A.+ Me,min + Mq ;;:: 0 • 

0 r,min ~ [H]A. ~ 0 r,max · 

Tuomet remo apkrovos optimizacijos uzdavinio 
matematinis modelis, kai reikia rasti 

(13) 

esant s~tlygoms 

q>max = Mo- [G]A. - Me,max- Mq :2: 0, 

(14) 

( 15) 

(16) 

0 r,min ~ [H]A. ~ 0 r,max · (17) 

Uzdavinyje (13)-(17) zinomi ribinil! momentl! M 0 

ir momentl! Mq vektoriai. Ekstreminiai momentai 

M M "b F P. fu k . . L. e,max , e,min yra n 1.! sup, znf n ClJOS. Ie-

krunieji momentai M,. skaiciuojami naudojant liekamqjl! 

momentl! infliuentin~ matric~t [G*]: 

[G* ]= [Dr1 [AF ([A] [Dr1 [AFt [A] [Dr1-[Dr1
, 

M,.=[G*]ep=[G]A.. (18) 

Uzdavinio (13)-(17) ieskomieji dydZiai yra opti­

malios ribos F;up , F;~J ir vektorius A.* . S~tlyga (17) 

leidzia gauti optimalias ribas F;up , F;~if , esant ne to-
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kiems grieztiems standumo apribojimams. Bendruoju 

atveju i apribojimus (17) turi ieiti uzdavinio (11)-(12) 

sprendimo rezultatai: 

uri,min $:min[Hd~, max[Hd~$;uri,max• i=1,2, ... ,m. 

4. Apie uidaviniq sprendimo algoritmus 

Pradzioje apie naujliji uzdavinio (1}--{8) sprendi­

mo algoritml!. Uzdavinys (1)-(8) nera klasikinis mate­

matinio programavimo uzdavinys, kadangi jo Sl!lygose­

-apribojimuose savo ruoztu figiiruoja atskiras kvadrati­

nio programavimo (liekam4.iq momentq Mr analizes) uz­

davinys (2)-(5). Siiilomas apkrovos optimizacijos uzda­

vinio (l )-(8) etapinio sprendimo algoritmas. Etapl! v, 

kurio metu atliekama keletas Rozeno algoritmo [5] ite­

racijq, lemia tikslo funkcijos ( 1) galimq skaitiniq reiks­

miq suskirstymas i demenis 11 wv. Tai aptariama de­

taliau. Pirmojo etapo v =1 vykdymo pradzioje spren­

dziamas toks uzdavinys, kai reikia rasti 

max {T{uPFiup+T;~jFi~f }, (19) 

esant Sl!lygoms 

[A] M~ = 0, (20) 

Mo+M~ +M~.min+Mq ;?:0, (21) 

M~.min =-[a.sup]F;~( -[a.inf ]FJup' (22) 

(23) 

T{up Fiup +T;~ F;~f $: 2,11 Wv. (24) 
v 

Uzdavinio (19}--{23) vienkartiniu sprendimu biitq 

randamos optimalios jegq kitimo ribos F;up , F;:if , esant 

cikliniam-plastiniam remo suirimui [9]. Nelygybe (24) 

vercia uzdavini (19}--{24) sprC(sti etapais, cia L1 wv -
is anksto pasirinktas tikslo funkcijos prieaugis. ISspren­

dus uzdavini (19)-(24), randamos v -ajam etapui opti-

malios jegq kitimo ribos Fiu~, F;';J bei liekam4.iq mo-

mentq vektorius M~. Vektoriaus M~ komponentai vie-

nareiksmiskai nustatyti pjiiviams, kuriuose takumo Sl!ly­

gos (21) atitinka lygybes. Kitaip tariant, ga1i egzistuoti 

kitas liekam4.iq momentq vektorius M~*, kuriam papil­

domos energijos reiksme (2) yra mazesne. 

Tikrajam v -ojo etapo momentq vektoriui M~* ras­

ti ir sprendziamas analizes uzdavinys (2)-(5), esant zi-

. kr . FV* FV* R 'k' . noma1 ap ovm sup , inf . e1 1a rastl 

min (25) 

esant Sl!iygoms 

[A]M~ = 0, (26) 

(27) 

(28) 

ISsprendus analizes u:Zdavini (25}--{28), gaunamas 

tikrasis vektorius M~*. Pasinaudojus Rozeno algoritmo 

optimalumo kriterijaus matematine-mechanine interpre­

tacija [6], gaunamas plastiniq daugikliq vektorius A v*. 

Toliau tikrinama, ar v -ajame etape nera pa:Zeistos re­

mo standumo Sl!lygos: 

0 r,min $; [H] A V* :$; 0 r,max · (29) 

Net ir jq nepazeidus, prisitaikiusiam remui biitina 

patikrinti nelygybes ( 1 0): 

v -v* 
Uri,sup = max [H; ]A. $: Uri,max, i = 1, 2, ... , m. (30) 

Liekam4.iq poslinkiq kitimo ribq vektoriai u~. inf, 

u~ sup gaunami sprendZiant uzdavini (11)-(12). Jeigu 

Sl!1ygos (30) pazeistos, griztama i v -ojo etapo prad:Zil!, 

pries tai sumazinus L1 Wv. Mazinimo procediira karto­

jama tol, ko1 bus ivykdytos Sl!lygos (30). 

Apie apkrovos optimizacijos uzdavinio pagal ma­

tematinio modelio antr!\.il! formuluotC( (13)-(17) spren­

diml!. Tai iskilojo matematinio programavimo uzdavi­

nys, kurio skaitinC( realizacijl! apsunkina grie:Ztumo Sl!-

1yga Ar q>=O. U:Zdavinio sprendimui Rozeno projektuo-

436 



jamqjq gradientq metodu atliekamas matematinio mode-

1io ( 13 )-( 17) a1goritminis pertvarkymas, kai reikia rasti 

max {T.{up Fsup + Ti~f Finf 

esant s~t1ygoms 

cpmax = Mo -[G] A- Me,max -Mq ~ 0, 

cpmin = Mo +[G] A+ Me,min +Mq ~ 0' 

0 r,min :5: [H]A. :5: 0 r,max · 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Matematinio programavimo grieztumo s~t1yga 

A.T <p=O Cia ieina ir i tiks1o funkcij~t (31) paga1 darb~t 

[10]. Taciau, skirtingai nuo darbo [10], matematinio pro­

gramavimo grieztumo s~t1yga (33) A.T cp=O uzdavinio 

(31 )--{35) s~t1ygose-apribojimuose is1ieka. Taigi skaiti­

nemis reiksmemis tiks1o funkcijos (13) ir (31) is1ieka 

,1ygios" visame Rozeno a1goritmo vykdymo procese, nes 

A. T <p=O . Siuo atveju Rozeno a1goritmas ir tiesiniq ta­

kumo s~t1ygq atveju dirba stabi1iai. 

Uzdavinys (31)--{35) sprendZiamas vienu etapu. To-

1iau tikrinamos grieztesnes standumo s~t1ygos ( 1 0), nau­

dojant u:Zdavinio (11)--{12) sprendinius. Taigi ir u:Zdavi­

nys (31 )-35) sprend:Ziamas etapais, dirbtinai siaurinant 

1iekamqjq pos1inkiq kitimo sriti ur,min :5: [H]A. :5: Ur,max. 

5. Skaitiniai pavyzdiiai 

Pavyzdys l. Nagrinejamas porta1inis remas (zr. pa­

veiks1lt), kurio 1enkiamqjq e1ementq skerspjiivio forma 

idea1i (artima dvitejui). Ribiniai 1enkimo momentai M 0 

ir standumai 1enkimui EI yra pastoviis. Nagrinejamas 

atvej is, kai apkrovos Fl.inf :5: Fi :5: Ft,sup , 

F2,inf :5: F2 :5: F2,sup ribos Fi.inf = F2,inf = 0 ir ga1uti­

nai apkrovos vektorius F = (Fl,sup , F2,sup) T . 

2 3 4 

L 

5 

1 
.o,5L .o,sL. 

1 

Sprendziamas apkrovos maksima1aus kitimo inter­

va1o, esant cik1iniam-p1astiniam suirimui, radimo uzda­

vinys. Reikia rasti 

maxTT F = max(Ft,sup + F2,sup ), 

esant salygoms 

[A]Mr =0, 

Mr +Me, max :5: Mo, 

-Mr -Me,min :5:Mo, 

Ft,sup ;;::: 0, F2,sup ~ 0. 

(36) 

Pseudotampriis 1enkimo momentai Me,max, Me,min 

skaiciuojami, naudojant tampraus skaiciavimo momentq 

infliuentin(( matric~t [a]: 

F1 = 1 F2 =1 

-0,2857 0,0417 

[a]=L -0,2143 0,0833 

0 0,1667 
-0,2143 -0,0833 

-0 2857 -00417 

Tuomet Me,max =[a sup ]F, Me,mux = [asup]F, 
[a]= [a sup]+ [ainf]. Uzdavinio (36) s~t1ygos, tiks1o 

funkcija ir skaiciavimo rezultatai pateikti tradicine sim­

plex metodui forma (1 1ente1e). Pirmosios dvi 1ente1es 

ei1utes skirtos pusiausvyros 1ygtims [A] M r = 0, kitos 

desimt eiluciq - takumo s~t1ygoms Mr +Me :5: Mo, 

-M r -Me :5: M 0 . Tiks1o funkcija uzrasyta priespasku­

tineje ei1uteje, optimalus uzdavinio (36) sprendinys -

paskutineje ei1uteje, taigi liekamqjq momentq vektorius 

yra M,= (- 0,3798 0,4109 -0,1783 0,0543 - 0,0853f. 

I tiks1o funkcij~t max(Ft.sup + F;,sup) ieinanciq jegq su­

ma yra 9,2403M0C 1• 
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I lentele. Uzdavinio (36) s!!_lygos ir sprendimo rezultatai 

Table I. Conditions and calculation results of the problem 
(36) 

M,J Mr2 Mr3 Mr4 M,5 Fl.sup F2.sup 

1 1 1 1 =0 
-2 -4 2 =0 

1 0,0417 ~0 
1 0,0833 ~0 

1 0,1667 ~0 
1 ~0 

1 ~0 

-1 0,2857 ~0 

-1 0,2143 ~0 

-1 ~0 

-1 0,2143 0,0833 ~0 
-1 0,2857 0,0417 ~0 

1 1 
-0,3798 0,4109 -0,1783 0,0543 -0,0853 2,1706 7,0697 

Uzdaviniui (36) dua1aus uzdavinio sprendinys TO­

do, kad vienpusiai p1astiniai samyrai atsivere visuose 

penkiuose paveiks1e pazyrnetuose pjiiviuose. Tai pro­

gresyvinis tarnpraus p1astinio rerno suirirnas. Siek tiek 

surnazinus jegq kitirno ribas iki F1,sup = 2,1700M0C 1
, 

F2,sup = 7,0688M or1 (siekiant gauti 1iekamqjq momen­

tq biivi pries pat cik1ini p1astini suirimll), sprendziarnas 

rerno ana1izes uzdavinys, kai reikia rasti 

esant S!llygoms 

[A]Mr =0, 

Mr ::::;; Mo- Me, max' 

Mr::::;; Mo -Me,mill' 

Cia remo pasiduodamumo matrica 

0,3333 -0,1667 

[D]= _£_ 
EI 

-0,1667 0,5000 -0,0833 

-0,0833 0,3333 0,0833 
0,0833 0,5000 

-0,1667 

(37) 

-0,1667 
0,3333 

o vektoriai M = (0,2945 0,5890 1,1782 0 Ol, e,max 

M . = (-0,6200 -0,4650 0 -1,0541 -0,9145)T yra e,mm 

gauti, kai F 1 = 2,1700M r-1, F? P=7,0688M T-1. ,sup cr-' .... ,su cr--' 

UZdavinys (32) rea1izuotas autoriq sukurta netiesi-

niq uZdaviniq sprendimo programa RUT AMINI (pagrin­

das - Rozeno projektuojarnqjq gradientq metodas [5]). 

Taip is karto gaunami uzdavinio (32) pagrindiniai nezi-

nornieji M~. = (-0,3793 0,4106 -0,1783 0,0540 -0,0853l, 

o paga1 (9) formu1t( apskaiciuojarni nenuliniai p1astiniai dau­

gikliai It\ max = 1,0457, A.\ min= 0,6995, A.\ min= 0,1574. 

Likusieji uzdaviniui (32) dua1aus uzdavinio kintamieji 

u; skaiCiuojami paga1 formu1t( u;. = [H] A.*. Vektorius 

A* jungia A.* max ir A.* min ir jo komponentai yra pri­

derinti prie <p=(<i'max, <!'min). Cia 1iekamqjq pos1inkiq 

infliuentines matricos [H] struktiira [H] = [H, -H], kur 

Taip apskaiCiuoti rerno biivio pries pat cik1ini p1as­

tini suirirnlt 1iekarnieji pos1inkiai u; = (0,1949 0,2391)T 

(Cia ir to1iau pos1inkiq daugik1is MJ/!El). Nesunku isi­

tikinti, kad tiesioginio uzdavinio (32) sprendimu gauti 

1iekarnieji momentai M~ = (-0,3793 0,4106 -0,1783 

0,0540 -0,0853)T ga1etq biiti patikrinti paga1 formu1t( 

M; = [G] A. Cia 1iekarnqjq rnornentq infliuentines mat­

ricos [G] struktiira tokia: [G]= [G,-G], kur 

[G]= EI 
L 

-2,0952 
0,0952 
0,3333 
0,7619 
1,2381 

0,0952 

-1,0952 
0,6667 
0,2381 
0,7619 

0,3333 0,7619 1,2381 
0,6667 0,2381 0,7619 

-0,6667 -0,6667 -0,3333 
-0,6667 -1,0952 0,0952 

-0,3333 0,0952 -2,0952 

Pavyzdys 2. Ieskornas max(FI.sup + F2.sup), kai 

duotos normines ( eksp1oatacines) pos1inkiq reiksrnes 

ur,max = (0,14 0,16{ ir ur,min = (0 0{. Pos1inkiai 

u; pries pat cik1ini suirimlt yra gerokai didesni (zr. 

1 pavyzdi). Uzdavinys sprendZiarnas paga1 rnaternatini 

rnode1i (31 )-{35), kurio Slt1ygq - apribojimq kornpozi-

2 lentele. Uzdavinio (31 )-(35) kompozicija 

Table 2. Composition of the problem (31 )-(35) 

Mo - [G]A - [asup]F 2:0 

Mo [G] A [a;nf]F 2:0 

A 2:0 

F 2:0 
Ur,max - [H] A 2:0 

- Ur,min [H] A 2:0 
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cija yra pateikta 2 lenteleje. Netiesines matematinio pro­

gramavimo grieztumo Sl!lygos t.f <p=O 2 lenteleje ne­

pavaizduotos. Uzdavinys issprC(stas straipsnio autoriq su­

kurta programa MERKI (Rozeno algoritmas). Gautieji 

rezultatai papildomai patikrinti pagal atsitiktines paies­

kos algoritml! [ 11 ]. Taigi gauta: 

* -1 * -1 F1.sup=2,4652M0L, Fz.sup=6,5257M0L , 

')..,* =(0 0 0,6829 0 0 0 0 0 0,4919 0,]]97)T. 

Liekamqjq momentq bei liekamqjq poslinkiq reiksmes 

gaunamos naudojant matricas [G] ir [H]: 

M,- = (-0,2956 0,2473 -0,0876 0,0721 -0,0237)T. 

u; = (0, 1396 0, 1600). Kintamos kartotines apkrovos 

atveju Sl!lygos (35), kaip aptarta ankstesniuose posky­

riuose, gali biiti pa:leistos del galimo ,nusikrovimo". 

Tai patikrinama sprend:Ziant tiesinio programavimo uzda­

vini ( 11 )-(12). Sprend:Ziant Uri .sup skaiCiavimo u:Zdavi­

ni, pateiktl! 3 lenteleje, naudojama energijos disipacijos 

3 lentele. Uzdavinio (11)-(12) apribojimai 

Table 3. Restraints of the problem (II)-{ 12) 

XI, mill X2,max x3 mar x4,min f5,min 

2 2 -I 
-2 -I I 
-I I 

I 

I 

I 

I 

I 

0,9999 0,7911 I I I 

0,2857 -0,2143 0 0,2143 0,2857 

-0,6838 
0,4925 
0,1198 
$0 

$0 

$0 

$0 

$0 

~ 1,2961 

Url max 

maksimali reiksme Dmax = 1,2945M 6 L I EJ. Si disipaci­

ja gauta, siekiant remo prisitaikymo biivio, kai jegq vir-

sutines kitimo ribos yra Ft.sup = 2,4659M oC1
, 

F;.sup = 6,5243M 0C 1
• 3 lenteles pirmosios trys eilutes 

skirtos deformacijq damos lygtims [EA.]~= [Br ]M;, o 

matrica [Br] yra tokia: 

1 -1,4167 0,5 0,0833 0 

[B,.] = -0,8333 0,8333 0 0,5 -0,1667 
-0,3333 0,1667 0 -0,1667 0,3333 

Gautos tos pacws poslinkiq u *,. = (0, 1398 ,sup 
0, 1600)T reiksmes, kaip ir sprendziant uzdavini (31 )-

(35). Kadangi sprendziant uzdavini (11)-(12) buvo gau­

tas neissigimC(S sprendinys ~ 3,max = 0,6838, 

~4.min =0,4925, ~ s,min =0,1198, galima teigti, jog 

,nusikrovimo" nera. 

6. ISvados 

Dvejopai formuluojamuose prisitaikiusios konstruk­

cijos apkrovos optimizacijos uZdaviniq matematiniuose 

modeliuose lemiancios Sl!lygos yra standumo apriboji­

mai. Rozeno algoritmo optimalumo kriterijaus matema­

tine-mechanine interpretacija leidzia sukurti nauj~ opti­

mizacijos uzdavinio sprendimo algoritml!. Matematinio 

programavimo grie:Ztumo sl!lyga neleidzia atsizvelgti i 

konstrukcijos kai kuriq pjiiviq ,nusikrovimo" reiSkini. 

Liekamqjq deformacijq damos lygCiq analize, naudo­

jant tiesini matematini programaviml!, leidzia tiksliau ap­

skaiciuoti liekamqjq poslinkiq kitimo ribas. ISryskintas 

rysys tarp matematinio programavimo teorijos ir prisi­

taikanciq konstrukcijq uZdaviniq formuluociq. 
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LOAD OPTIMIZATION OF ELASTIC-PLASTIC 
FRAMES AT SHAKEDOWN 

V. Skariauskas, D. Merkeviciiite, J. Atkociiinas 

Summary 

In this article the theory of mathematical programming 
is used, composing improved mathematical models of non­
-linear problems of frame loading optimization at shakedown 
and performing its numerical experiment. 

An elastic perfectly-plastic frame is considered. Frame 
geometry, material, load application places are considered 
known. Time independent load variation bounds are variable 
(history of loading is unknown). Mathematical model of load 
variation bounds optimization problem includes strength and 
stiffness constrains. 

The mentioned optimization load combines two pro­
blems. First problem is connected with the distribution of 
statically admissible moments at shakedown. This is a pro­
blem of residual bending moments analysis which is presen­
ted in two ways. In the first case it is formulated as a 
quadratic programming problem, where the objective func­
tion is non-linear, but the objective function of load optimi­
zation problem remains linear. The problem is solved by 
iterations, influential matrixes of residual displacements, and 
stresses are used. In next case, the equations of problem 
analysis and dependences are presented according to comple-

te equation system of plasticity theory. Then the objective 
function of optimization problem becomes non-linear and it 
is solved in single stage. 

Solving the second problem, we check if it is possible 
to satisfy frame rigidity constrains, which are inferior or su­
perior limits of residual displacement. This is considered as 
a linear programming problem. 

Mathematical model of frame load optimization problem 
at shakedown was made with the help of non-linear mathe­
matical programming theory. Numerical experiment was rea­
lized with Rozen's gradients projecting method and using the 
penalty function techniques. 

Mathematical programming complementarity conditions 
prohibit taking into account the dechargable phenomena in 
some cross-sections, therefore analysis of residual deforma­
tion compatibility equations are performed, using linear mat­
hematical programming. 
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