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KONSTRUKCIJTJ ANT TAMPRAUS PAGRINDO SKAICIAVIMAS JVERTINANT 
VISOS SISTEMOS SA V 1\JJ SVORJ 

A. Grigusevicius, S. Kalanta, A. Krutinis 

Vilniaus Gedimino technikos universitetas 

1. Jvadas 

Konstrukcijq ant tampraus pagrindo skaiCiavimas 

iki siol formuluojamas kaip kontaktinis uzdavinys [1, 

2]. Esant takiam farmulavimui itempimq ir defarmacijq 

buvis nagrinejamas kantaka tarp kanstrukcijos ir pag­

rinda pavirsiuje. Taciau negalima ivertinti defarmuoja­

mo pagrinda savaja svoria itakos ir itempimq bei de­

formacij4 pasiskirstyma pagrinde. Sio straipsnia tiks-

las- isspr((sti sill aktualil! kanstrukcijq ant tampraus pa-

grindo skaiciavima probleml!, leidzianCil! patikslinti item-

pimq ir defarmacijq buvi sistemoje, ivertinant ne tik 

konstrukcijas, bet ir defarmuojamo pagrinda savoja sva-

ria itakl!. Sistema ,siena-pamatas-pagrindas" nagrineja-

pagrinda itempimq ir deformacijq buvi aprasysime item­

pim4 vektorine funkcija a p (x) E VP, deformacijq vek­

tariumi funkcija t p (x) E Vp ir nuasedziq vektarine 

funkcija s(x)E VP. Sistemas ,kanstrukcija-pagrindas" 

pavirsiq sudaro S = S I uS P u Su , kur Su - konstruk­

cijos ir pagrindo kantakto pavirsius, S P. - pagrinda 

krastinis pavirsius. 

ma tampriaje darba stadijaje kaip atskirq kunq Sllveika. S P 

Takias problemas formulavimas leidzia pereiti nua kan-

taktiniq uZdaviniq prie kakybiskai naujq uzdaviniq spren-

dimo, kuriais bus ivertintas itempimq ir defarmacijq pa­

siskirstymas kanstrukcijos pagrinde pagal plati ir gyli. 

Straipsnyje suformuluoti matematiniai madeliai realizuoti 

taikant pragramini paketl! COSMOS/M. Nustatytas 

plokstes sienutes itempimq defarmacijq buvis, diskreti­

zuojant sistemll ,siena-pamatas-pagrindas" i elementus, 

turincius skirtingus fizinius mechaninius radiklius. 

2. Pagrindines priklausomybes 

Nagrinejamas dviejq kunq sistemas (konstrukcijas 

ir defarmuajama pagrindo) itempimq ir defarmacijq bU­

vis. Sistemll sudaro konstrukcija, ruria Vk ir pagrindas 

mria vP ( 1 pav.). Si sistema yra veikiama isarines ap­

krovas, kuril! aprasysime vektorine funkcija q(x)E S 1, 

bei savaja svaria vektariais funkcijomis gk (x)E Vk ir 

gp(x)E VP. Apkravos ir savojo svario intensyvumai bei 

kryptys zinomi. leskomll itempimq ir defarmacijq buvi 

konstrukcijaje aprasysime vektorinemis funkcijomis 

ak(x)EVk ir tdx)EVb uk(x)EVk. Defarmuojamo 

115 

l pav. Sistema ,konstrukcija-pagrindas" 

Fig 1. System "construction-foundation" 

Kanstrukcijas ir deformuajamo pagrindo statiskai 

leistini itempimq vektorines funkcijos a k (x), a p (x) 
aprasami statikas pusiausvyros lygtimis ir statinemis 

krastinemis Sl!lygomis: 

-[A]ak(x)=gk(x) EVb 

-[A]ap(x)=gp(x) EVp, 

[N]ak(x)=q(x) ESI, 

[N ]a k (x)- p(x)= 0 

[N ]a P (x)- p(x)= 0 

p(x)::::;o ES11' 

[N ]a P (x) - p P (x )= 0 E S P . 

(1) 



Cia diferencialinill statikos pusiausvyros lygcill ope­

ratorius 

a a a 
- - -ax, ax2 ax3 

[A]= 
a a a 

- - -
ax2 ax, ax3 

a a a 
- - -
ax3 ax, ax2 

ir statinill krastinill s(llygll matrica 

n, I nz 113 
[N]= nz n, n3 

n3 n, n2 

Kinematiskai Jeistinll poslinkill ir deformacijll vek­

torines funkcijos uk (x), s(x), Ek (x), E p (x) sistemoje 

,konstrukcija-pagrindas" aprasomi geometrinemis Iygti­

mis: 

[Af udx)- Ek (x) =0 E Vb} 
[Afs(x)-Ep(x)=O EVp, 

uk(x)=s(x) ES11 • 

(2) 

Rysius tarp sistemos ,konstrukcija-pagrindas" item­

pimll vektorinill funkcijll <J k (x), <J p (x) ir deformacijll 

vektorinill funkcijll E k (x), E p (x) aprasysime fizinemis 

Jygtimis. Sias lygtis suformuluosime konstrukcijai ir tam­

priam pagrindui: 

(3) 

Cia [DJ, [DP] - konstrukcijos ir pagrindo fizinill lyg­

cill pasiduodamumo matricos, priklausancios atitinkamai 

nuo medziagos tamprumo modulio E, defomacijll mo­

dulio £ 0 ir Puasono koeficientq v ir v0. Konstrukcijos 

pasiduodamumo matrica: 

1 -v -v 
-v 1 -v 
-v -v 1 

2(1 +v) 
2(1 +v) 

2(1+v) 

Matrica [D P] yra analogiskos struktiiros. 

Pagrindo krastiniame pavirsiuje S P turi biiti ten­

kinamos krastines S(llygos [3]: 

(4) 

kur [D] - pagrindo pasiduodamumo matrica, kurios dia­

gonaliniai elementai atvirksciai proporcingi standumo ro­

dikliui C. 

3. Pilnoji lygciq sistema tikrajam {tempimq defor­

macijq biiviui nustatyti 

Statikos pusiausvyros, geometrines ir fizines lygtys 

bei krastines S(llygos (1)-(4) sudaro sistemos ,konstruk­

cija-pagrindas" pilnqj(l lygcill sistemq, aprasanci(l kon­

strukcijos ir pagrindo tamp11.J.ii itempimll ir deformacijll 

biivi. Eliminavus deformacijas Ek(x), Ep(x) ir itempi­

mus p(x), ji atrodo taip: 

-[A]<Jk(x)=gk(x) E vk, (5) 

-[A]<J P (x)= g P (x) E vp, (6) 

[Dk ]<J k (x)- (Af uk (x)= 0 E vk, (7) 

[D P ]<J P (x)- [Af s(x)= 0 E Vp, (8) 

[D ]p P (x) + s(x)= 0 E Sp, (9) 

[N]<Jk(x)=q(x) E s1 , (10) 

[N ]<J k (x) - [N ]<J P (x) = 0 E Sll, ( 11) 

uk(x)- s(x)=O E Sll, (12) 

p(x)~ 0 E S11 • (13) 

Plokstes sienutes ant tampraus pagrindo itempimq­

-deformacijll biivis siame matematiniame modelyje apra­

sytas: 

• statikos pusiausvyros lygtimis konstrukcijoje (5) ir 

pagrinde (6); 

• konstrukcijos ir pagrindo geometrinemis lygtimis (7) 

ir (8); 

• krastinemis S(l1ygomis (9) pagrindo pavirsiuje S P ; 

• statinemis krastinemis s(l1ygomis ( 1 0) konstrukcijos 

pavirsiuje Sr; 

• statines ir kinematines damos s(l1ygomis (11) ir (12) 

konstrukcijos ir pagrindo kontakto pavirsiuje S11 ; 

• pagrindo reaktyvinill spaudimll zenklo ribojimo S(l­

lyga (13). 

116 



4. Variacines uzdavinio formuluotes 

Sprendziant tamprumo teorijos uzdavinius baigti­

niq e1ementq metodu paprastai yra rea1izuojama vieno­

kia ar kitokia uzdavinia variacine formu1uate, nes tie­

sioginis 1ygciq sistemas sprendimas yra perne1yg sude­

tingas. Nagrinejamo uzdavinio kai kurias variacines for­

mu1uotes sudarome remiantis pi1nutines papi1damosios 

energijos (Kastiljana) principu [3-5]: is visl{ statiskai 

galiml{ itempiml{ laukl{ sistemaje , kanstrukcija-pagrin­

das" tikrasis yra tas, kuriam esant sistemas pilnutine 

papildamaji energija yra minimali. 

Sistemas pilnutine papi1domaji energija: 

o statiskai ga1imi itempimq laukai aprasami lygciq sis­

tema (I). Tadel rem ian tis Kasti1jano principu gauname 

toki<t uzdavinia statin~ variacin~ formuluat~: 

kai: 

- [A]a k (x) = gk (x) 

-[A]ap(x)=gp(x) 

[N ]a k (x) = q(x) 

- _!_ J crf(x )[D k ]cr k (x )dVk - _!_ J cr~ (x )[D P ]cr P (x )dVP -
2 2 vk vP 

_ _!_ fp~(x)[D]pp(x)dSP+ Juf(x)gk(x)dVk+ (16) 
2 sP vk 

+ Jsr(x)gp(x)dVp+ Juf(x)qk(x)dSt =>max 
vP s1 

kai: 

[Dk]ak(x)- [Af uk(x)=O 

[D P ]a P (x)- [Af s(x)= 0 

[D ]p P (x) + s(x)= 0 

uk (x)- s(x)~ 0 

Sio uzdavinia S<tlygos apraso kinematiSkai 1eistinq 

kanstrukcijos poslinkiq ir pagrindo nuosedziq laukq ai­

b~, o tiks1o funkcija, padauginta is -1, isreiskia defor­

muojamos sistemas pilnutin~ patencin~ energij<t. Todel 

ekstremumo uzdavinys ( 16}-( 17) isreiskia Lagranzo prin­

cip<t: is visl{ kinematiskai galiml{ paslinkil{ ir nuose­

diil{ laukl{ sistemoje , kanstrukcija-pagrindas" tikrasis 

yra tas, kuriam esant defarmuojamos sistemas pilnuti­

ne patencine energija minimali. 

Sis matematinis mode1is leidzia tiesiogiai nustatyti 

sistemos itempimus ir poslinkius, taciau yra nepatogus, 

nes turi daug nezinomtijq. Eliminuajant itempimq funk­

cijas, ji galima supaprastinti. IS ( 17) lygciq sistemos 

gauname priklausamybes: 

ak(x)=[Dk]-1[Afuk(x) 

a P (x)= [D P f 1 [AY s(x) 

Pp(x)=-[Dj1s(x) 

( 18) 

[N]ak(x)-p(x)=O ESu, 

[N ]a P (x)- p(x)= 0 E Su, 

( 15) !statant sias itempimq funkcijq israiskas i tiks1o 

p(x)~o 

Ji leidzia nustatyti itempimq pasiskirstym<t konstruk­

cijos ir pagrindo tiiryje bei reaktyvinius spaudimus 

p P (x) pagrinda pavirsiuje S p· 

Lagranza daugikliq metadu sudarame duali<t uzda-

vinio farmuluat~: 
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funkcij<t (16), gaunama tokia uzdavinia kinematine far­

mu1uote: 

-~I {[Af uk(x)J [Dk J1 [Af udx)dVk-
vk 

_!_I {[Af s(x)J [Dpf1 [Af s(x)dVP-
2v 

p 

~ Isr(x)[Dj
1
s(x)dSP+ Iuf(x)gk(x)dVk+ 

Sp ~ 

I sr (x)gp(x)dVP + I uf{x)qk(x)dS 1 =>max, 
vP sr 

(19) 



kai s<tlygos 

(20) 

Nezinomieji siame uzdavinyje yra tik kinematiniai 

dydziai: konstrukcijos poslinkiai uk (x) ir pagrindo 

nuosedziai s(x). Nagrinejamam plokscitt sienucitt ant 

tampraus pagrindo analizes uzdaviniui apribojimas 

p(x)~ 0 E Su yra neesminis, nes maza tikimybe atsi­

rasti tempimo itempimams po pamato padu. Atmetus si 

apribojim<t is uzdavinio statines formuluotes, kinemati­

nes formuluotes nelygybe (20) tampa griezta lygybe: 

IS pateiktl! matematinitt modelitt lengviausiai yra 

realizuojamas modelis (19)-(20), tuo labiau, kad jo 

sprendimui galima pasinaudoti esamais kompiuteriniais 

tamprumo teorijos uzdavinitt sprendimo paketais. Jis 

sprendziamas baigtinitt elementtt metodu, naudojant ge­

ometriskai darnius baigtinius elementus, kaip pagrindi­

nius nezinomuosius imant poslinkius baigtinitt elementtt 

mazguose. ISsprendt< uzdavini ( 19)-(20), nustatome kon­

strukcijos poslinkius ir deformuojamojo pagrindo nuo­

sedzius, 0 veliau pagal formules (18) skaiCiuojame item­

pimus. 

5. Skaiciavimo pavyzdys 

Siame uzdavinyje siena-pamatas-pagrindas nagri­

nejami kaip vientisa sistema. Jos deformuotojo biivio 

y 

analizei naudojama COSMOS/M kompiuterine progra­

ma [6]. 

Sistemos deformuotojo biivio analize atliekama pa­

grind<t modeliuojant dviem biidais. Pirmuoju atveju dis­

kretiniame modelyje (2 pav.) pagrindas yra ivertinamas 

kaip tiirinis staciakampio gretasienio formos elementas, 

is apaCios ir sontt apribotas baigtinio storio sluoksniu, 

deformuojamu pagal Vinklerio hipotez((, kurio standu­

mo rodiklis C1• Visas pagrindas yra vientisas, t. y. turi 

tokius pacius fizinius mechaninius rodiklius. Antruoju 

atveju diskretininiame modelyje visas pagrindas iverti­

namas tik baigtinio storio sluoksniu, deformuojamu pa­

gal Vinklerio hipotez(( ir turinciu standumo rodikli C2
• 

Visi kiti duomenys abiem atvejams yra vienodi. 

Siena: ilgis 36 m; aukstis 10,48 m; storis 0,8 m; 

tankis 1800 kg/m3; tamprumo modulis 7 000 000 kPa; 

skersines deformacijos koeficientas 0,3; diskretizuota tri­

kampio tipo baigtiniais elementais; veikia apkrovos nuo 

dviejtt auksttt perdangtt bei stogo. 

Pamatas: i1gis 36 m; aukstis 0,65 m (apatines da­

lies), 0,89 m (virsutines dalies); storis 1,0 m (apatines 

dalies), 1,2 m (virsutines dalies); tankis 2000 kg/m3 

(apatines dalies), 1800 kg/m3 (virsutines dalies); tam­

prumo modulis 3 542 000 kPa (apatines dalies), 

7 000 000 kPa (virsutines da1ies); skersines deformaci­

jos koeficientas 0,3; diskretizuota tetraedro tipo tiiri­

niais baigtiniais elementais. 

25 N/m 

986 N/m 

2 pav. Sistemos ,siena-pamatas-pagrindas" diskretizavimas baigtiniais elementais su pridetltia apkrova 

Fig 2. Finite elements and loading of system "wall-substructure-foundation" 
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3 pav. Normalinill itempimll y asies kryptimi pasiskirstymas ties sienos ir pamato riba 

Fig 3. Distribution of normal stresses in y direction at the joint of wall and substructure 

Pagrindas: ilgis 42 m; aukstis 6 m; plotis 7,2 m; 

grunto tankis 1660 kg/m3 ; deformacijos modulis 

40 000 kPa; skersines deformacijos koeficientas 0,3; dis­

kretizuota tetraedro tipo tiiriniais baigtiniais elementais; 

pagrindo standumo rodiklis bus: 

Pirmajame diskretiniame modelyje: 

Eo c,=-----"---
(1-vof ·Hsn 

40 000 = 22676 kPalm. (
21 ) 

(1-0,3f ·3,6 

Antrajame diskretiniame modelyje: 

Eo 
C2=-----"---

(1- vo )2 . H s/2 

40 OOO = 8503 kPa/m; (22) 
(1-0,3f ·(6+3,6) 

cia Eo - grunto deformacijq modu1is; Vo - grunto 

skersines deformacijos koeficientas; H sll , H st2 - de­

formuojamo pagrindo sluoksnio storiai pirmajam ir 

antrajam diskretiniams modeliams. 

Deformuojamo pagrindo sluoksnio storis pirmajam 

skaiciavimo atvejui yra lygus pusei pagrindo tiirinio ele­

mento plocio H sf! =7,2/2=3,6 m. Antrajam skaiCiavimo 

atvejui apatine riba yra tame paciame lygyje kaip ir 

deformuojamo pagrindo sluoksnio pirmojo skaiciavimo 

atvejui, todel Hs12 =6,0+3,6=9,6 m. 
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Analizuojant skaiciavimo rezultatus yra lyginami 

abiejq atvejq normaliniai itempimai y asies kryptimi sie­

nos ir pamato susijungimo vietoje (3 pav.), pamato 

nuosedziai (4 ir 5 pav.) Ir reaktyviniai spaudimai po 

pamato padu (6 pav.). 

IS siq rezultatq matome biidingus pamato ir pa­

grindo nuosedzius skersiniame pjiivyje (4 pav.). Vidu­

tiniai reaktyviniai spaudimai po pamato padu (isskyrus 

reaktyviniq spaudimq koncentracijas po pamato pado 

krastais) pirmajam skaiciavimo atvejui yra ~21% 

4 pav. Vertikalilijq poslinkill ir nuosed.Zill pasiskirstymas 
skersiniame pamato ir pagrindo pjuvyje 

Fig 4. Distribution of the substructure and foundation 
displacements in y direction (cross-section) 
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mazesni. SkaiCiavimo metodas leidzia ivertinti ne tik 

kontaktinil! itempimq (reaktyviniq spaudiml!) netolygq 

pasiskirstym~ skersine pamato kryptimi, bet ir reaktyvi­

nil! spaudimq koncentracij~ pamato krastuose, t. y. zo­

nose, kur pirmiausia atsiras plastines deformacijos, nes 

Cia Pj(x)>Rj(x). Pamato nuosedziai pirmajam skai­

Ciavimo atvejui taip pat gaunami ~28% mazesni. Nor­

maliniai itempimai y asies kryptimi ties sienos ir pama­

to riba abiem skaiciavimo atvejams skiriasi labai ne­

daug, tik sienos krastuose, kaip ir po pamatu, pirmuoju 

skaiciavimo atveju sie itempimai yra didesni. 

Normaliniq itempimq y asies kryptimi netolygus pa­

siskirstymas ties sienos ir pamato riba (6 pav.) akivaiz­

dziai rodo, kad pasiiilyta skaiCiavimo metodika leidzia 

ivertinti santykinio sistemos ,konstrukcija-pamatas" stan­

dumo pasikeitim~ nagrinejamos sienos ilgyje. 

6. ISvados 

1. ISnagrinetas konstrukcijos ant tampraus pagrin­

do skaiciavimas kaip sienos pamato ir pagrindo s~vei­

kos uzdavinys leidzia pereiti nuo kontaktinitt tokio tipo 

uzdaviniq sprendimo prie itempimtt ir deformacijq bii­

VIO ivertinimo pagal tamprumo teorijos metodus. 

2. Suformuluoti matematiniai modeliai leidzia iver­

tinti ne tik bendr~ sistemos ,konstrukcija-pamatas-pa­

grindas" itempimq deformacijq biivi, bet ir tiksliai ati­

tinka jl! praktini realizavim~ kompiuterines programos 

paketu COSMOS/M. 

3. Gauti skaiciavimo rezultatai (pirmasis atvejis) 

parode, kad galima ivertinti ne tik itempimq bei po­

slinkil! pasiskirstymo spektr~ konstrukcijoje, bet ir nuo­

sedziq bei reaktyviniq spaudiml! pasiskirstym~ pamato 

skersine, isilgine kryptimis, taip pat pagal pagrindo gyli. 

4. Pasiiilyta skaiCiavimo metodika leidzia tiksliau 

ivertinti ne tik konstrukcijos, bet ir gruntinio pagrindo 

savojo svorio itak~ itempiml! ir deformacijl! pasiskirs­

tymui sistemoje ,konstrukcija-pagrindas". 
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ANALYSIS OF CONSTRUCTION ON ELASTIC 
FOUNDATION WITH EVALUATION OF ALL 
SYSTEM DEAD WEIGHT 

A. Grigusevicius, S. Kalanta, A. Krutinis 

Summary 

Solution of constructions on an elastic foundation was 
formulated as the contact problem [1], [2]. With such a for-
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mulation the stress and strain state is investigated at the con­
tact of construction and foundation. Therefore, we can not 
evaluate the influence of elastic foundation dead weight for 
stress and strain distribution in the soil. The aim of this 
article is to solve this pressing problem, which allows to 
define in more precise way the stress and strain state in the 
system, and to evaluate not only the dead weight of the 
construction, but also the dead weight of foundation. The 
system "construction-substructure-foundation" is investigated 
as an interaction of separate bodies. Such a formulation 
allows to go over from solving contact problems to the so­
lution of qualitatively new problems in which the distribution 
of stresses and strains in foundation along the depth is evalu­
ated. Mathematical models in this article are realised by com­
puter programme COSMOS/M. The stress-strain state is de­
termined by describing the system "wall-substructure-founda­
tion" of elements with different physical-mechanical indices. 
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