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Santrauka. Straipsnyje analizuojami normaliniy auk3¢iy prognozés modeliai, sudaryti kolokacijos metodu, jtraukiant
GPS matavimais nustatytus elipsoidinius auk3¢ius. Prognozés modeliams sudaryti iSvedamos lygciy sistemos, taikant
atitinkamos eilés daugianarius. Optimalaus prognozés modelio parametry reikSmés gaunamos pagal statistinius
elipsoidiniy ir normaliniy aukS¢iu nuokrypius identiSkuose taSkuose, kei¢iant daugianariy eilg ir elipsoidiniu bei
normaliniy auks¢iy svoriy matricos elementus. Pateikiamos formulés elipsoidiniy auks¢iu klaidy jtakai prognozés
modelio parametry bei normaliniy auk3¢iy tikslumui ivertinti.

RaktazodZiai: elipsoidiniai ir normaliniai auksciai, prognozavimas, kolokacija, kovariacija, GPS, geoidas.

1. Jvadas

Geodezijos praktikoje remiamasi  niveliavimo
metodu nustatytais normaliniais auk3¢iais. Niveliavimo
procedaroms atlikti tenka skirti nemazai ISy ir laiko.
Todél atliekami jvairas moksliniai ir praktiniai tyrimai
siekiant susieti normalinius bei elipsoidinius aukscius,
nustatomus GPS (globaliniy padéties nustatymo sistemy)
metodu [1-4]. GPS metodas ekonomiSkesnis laiko
poziuriu ir nepriklauso nuo veiksniy, turinéiy jtakos
niveliavimo procesui. Elipsoidiniai auksS¢iai nustatomi
pagal klaidas, kuriy reikSmeés esti keletas centimetry.
Toks tikslumas pakankamas kartografiniuose bei
inZineriniuose darbuose. Kadangi normaliniai auk3ciai
skai¢iuojami nuo kvazigeoido pavirSiaus, kyla nauja
problema - elipsoidinius auks¢ius transformuoti {
normaliniy auk3¢iy sistema. Tokia aukS¢iy sistemy
tarpusavio sasaja baty imanoma pakankamu tikslumu
realizuoti, jei buty sudarytas pakankamai detalus ir tikslus
kvazigeoido modelis. Taciau tokiam kvazigeoido
modeliui sudaryti reikia atlikti pakankamai daug ir tiksliy
gravimetriniy matavimy [2, 3].

Siame straipsnyje pateikiamas normaliniy ir
elipsoidiniy auk3¢iy sasajos metodas, taikant atitinkamus
prognozavimo modelius [5-8].

Prognozavimo  modeliy  parametry  reikdmeés
apskai¢iuojamos  kolokacijos  metodu,  naudojant
identiSkuose  taSkuose iSmatuotus normalinius ir

elipsoidinius auks¢ius. Apskaiciuotos parametry reikSmés
tikslinamos taikant Kalmano filtravimo procediira.

2. Prognozavimo modelio parametry reikSmiy
skai¢iavimas

Prognozavimo modeliams sudaryti  taikysime
tiesiniy lygciy sistema, kurios kiekvienos lygties

pagrindinés dedamosios yra sisteminé dalis, arba trendas,

ir atsitiktine dalis, arba kolokacinis signalas. Trenda
apibréSime tam tikrais neZinomaisiais, vadinamais
parametrais. Kaip kolokacinius signalus naudosime
normalinius auks¢ius, kurie yra atsitiktiniai dydZiai, nes
iSmatuojami su tam tikromis klaidomis, turin¢iomis
sisteming ir atsitikting dedamasias.

Prognozavimo modelio parametry  reikSméms
skaiciuoti taikysime tiesini modeli, uZraSoma lygéiu
sistema:

)

He=(AJUJT = AT, +UH,
H,= ’

Hy

Gia T = (‘FT, HT )T ~ blokinis parametry vektorius, Ho—
iSlyginty  elipsoidiniy  auk8¢iy  vektorius, 'i:x—
determinuotyju parametry iSlyginty reikSmiy vektorius,
I—~|n— iSlyginty normaliniy auks¢iy vektorius; A, U -
atitinkamy lygciy koeficienty matricos.

Tiesinio modelio (1) parametry ir kolokaciniy
signaly iSlyginty reikdmiy vektoriai fx ir I-~|n gaunami
apdorojus maziausiyju kvadraty metodu identiSkuose
taSkuose iSmatuoty elipsoidiniu H, bei normaliniy
auksciy H, ir vektoriy reikSmes.

Lygciy sistema (1) raSome pataisu lygéiu sistemos
pavidalu:

V, = AT, +Ut, +UH , —H, @
V, =1, ’

GiaVo=H,—H,, 1,=H,—H,.

Sistema (2) galime paraSyti blokiniu pavidalu:



Vz(A Uj’t-ﬁ-L:AO’L‘-i-L, 3)
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sia T:(fXT,rﬁ)T, L=(LI,0)T, L, =UH,-H,, E-

vienetine matrica; V = (VI ,vT)", A = (g\ Léj
Pataisy lyg¢iu sistemai (3) spresti taikoma

maZiausiyju kvadraty metodo salyga, darant prielaida,
kad veikia tik atsitiktinés atitinkamy dydZiy klaidos:

O =VJ PV, +V] BV, =min, 4

¢ia Py, B, — iSmatuoty elipsoidiniy ir normaliniy auk3¢iy
svoriy matricos.

Parametry vektorius t skai¢iuojamas i$ normaliniy
lyg¢iu sistemos:

Nt+w=0
ir 1=-N"lo, (5)
¢ia N = A] PA;— normaliniy lygeiy koeficienty matrica,
o= A] PL - laisvujy nariy vektorius.

Svoriy matricos P ir laisvyju nariy vektoriaus o

iSraiSkos:
( Pﬂj ’
AT

Pe

Pe
Normaliniy lyg¢iu koeficienty matrica N galima
uzraSyti blokiniu pavidalu:
0 E

S I |

_(ATRA| ATRU ]

|(UTP,A|UTRU +P,
Apskaiciuoty parametry vektoriaus T kovariacijy
matrica K; gaunama maziausiyjy kvadraty metodu
P

(Qn J
Qu Q)

¢ia o,— matavimo rezultato, kurio svoris lygus vienetui,
standartinis nuokrypis. Jis nustatomas i$ formulés:

P

e

P

(6)

pagal formule:

K=

— 2Nl =2
T—GON =0§

()

2 1

63 =—"—VTPV,
n-k

¢ia n - pataisy lygéiu skaicius, k
(nezinomuyjy) skaicius.

ISlyginty parametry vektoriaus T reiksme gaunama

— parametry
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i$ formulés [9]:

Tx L.
Tn

Vektoriaus T dedamujy 'FX ir t, iSraiSkas galima
uzradyti kitokiu pavidalu [5]:

T: = —

ATP, +Q,,P
(Qll e + Q1 P ®)

Q1 ATP, + QP

T ={ar P T +p) Al &

N )
XAT(UPIUT +P;A) L,

Ty =BT UPAUT + R (L + AT, (10

ISlyginty parametry vektoriaus fx ir normaliniy
auksciy I—~|n kovariacijuy bei juy tarpusavio kovariacijy
matricas gauname blokiniy matricy pavidalu i$ iSraiSkos

(7):
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Vektoriy 'FX ir I—~|n tarpusavio kovariacijy matrica

K| I
Hn

vektoriaus

J parodo parametry vektoriaus 'Fx klaidy itaka
Hy

vektoriaus I:In tikslumui turi vektoriaus I:le matavimy

tikslumui. Nustatysime, kokia ijtaka

klaidos, t. y. gausime vektoriy I—~|n ir |—~|e tarpusavio

kovariaciju matricos iSraiSka K(t‘”}. Taigi galime
e
parasyti:
K H~e =K l:'_e K lje —
T T, H,

=M{A,-MA, T -MT)

—MmyAU)sT (5T (12)

¢ia M- vidurkio (matematinés vilties) simbolis,
8I:|e,6f— iSlyginty elipsoidiniy auk$¢iy ir parametry
atsitiktiniy klaidy vektoriai.

Taikydami kovariacijy matricos Kz iSraiSka (7),
formule (12) paraSome tokiu pavidalu:

K[HfJ:G%(AU)(QM leJ
T Qn Qyp

=05 {AQ11 +UQ21|AQ12 +UQy, }

(13)



Gauname:
He
Kl =% |=AQy; +UQy (14)
TX
ir
H,
K q 1= AQ;; +UQy,. (15)
n

I8lyginty elipsoidiniy auk3¢iy ﬁe kovariacijy
matrica K; galima iSreiksti tokiu pavidalu:

Kg, =(AU)K;z(AU)" = AQ); AT +UQy AT +

+AQLUT +UQL,UT. (16)
3. Prognozés modelio formavimas
Daroma prielaida, kad tam tikros teritorijos

kvazigeoido pavirSiaus kaita atitinka pasirinkta prognozés
modeli, kai taikomas apskai¢iuoty parametry reikSmiy

vektorius T,. Tokiu atveju normaliniy auk3¢iu vektoriui
skaiciuoti galima taikyti prognozés formule

Hus =He—AsTy, (17)
¢ia H.— tam tikroje geodezinio tinklo dalyje iSmatuoty
elipsoidiniy auks¢iy vektorius; Ag— prognozés lygéiu
daugianariy  koeficienty matrica, sudaroma taikant

prognozavimo tasSky koordinates.

Prognozuojamy normaliniy auks¢iy vektoriaus H g
tikslumas jvertinamas kovariacijy matrica Kh,g

gaunama remiantis matematingés statistikos désniais:

KHns :{(Hns_MHns)(Hns_MHns)T}- (18)

Toliau galime parasyti:

K = M{(8H o — AsST, JoH . — AST, ) }=

He T,
:KHe—K[_-l: JAST—ASK[H ]+ASKT~XA; (19)

X e

GPS metodu iSmatuoty elipsoidiniy  auks¢iy
kovariaciju matricos Ky _ ivertis K’He nustatomas

apdorojant GPS matavimy rezultatus.
Parametry vektorius T, ir jo kovariaciju matrica
KT~x (11) priklauso nuo kvazigeoido pavirSiaus ir nuo

vektoriaus H.. Kadangi prognozuojamy tasky srityje

y -
Telokr| T apskaigiuoti
T, He

neimanoma, darome prielaida, kad ji mazai skiriasi nuo

kovariaciju matricos K(
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atliekant kolokacijos procediiras nustatytos kovariaciju
'__F'e], apskaic¢iuojamos pagal formule (14).

X

matricos K[

Tokia prielaida baty teisinga daryti kalbant apie
teritorijas, kuriose gravitacijos laukas yra reguliarus.
Tokia teritorija galima laikyti Lietuvos teritorija.

Teorinius samprotavimus iliustruosime praktiniais
skai¢iavimais. Tam tikslui panaudosime Lietuvos 1-0sios
klasés vertikaliojo tinklo matavimy rezultatus ir
nustatytus Sio tinklo reperiy elipsoidinius aukscius bei ju
koordinates LKS 94 sistemoje.

1 lentelé. Parametry vektoriaus T, komponenciy reikSmeés
Table 1. Values of the components of the vector Ty

Parametro 5-iy parametry 9-iy parametry
simbolis variantas variantas

Tax 0,000066922000000, —0,007508500000000
Tax 0000005248400000f 0,053372000000000
Tax —-0,000000000039583 0,000000014540000
Tax -0,000000000037936| —0,000000055533000
Tsx -0,000000000008095 —0,000000095028000
Tex —0,000000000000007
T 0,000000000000008
Tex 0,000000000000042
Tox 0,000000000000053

Prognozavimo modelio (17) parametry vektoriaus
T, reikdmés skaiciuotos dviem variantais: 5-iy ir 9-iy
komponenc¢iy. Vektoriaus T, komponentés buvo
nustatytos apdorojus maziausiyjy kvadraty metodu 50-ies
identiSky taSkuy (Zr. pav.) elipsoidiniy auk3¢iy H, ir
normaliniy auks¢iy H, matavimais gautas reikSmes.
Tam tikslui taikyta lygéiy sistema (3), kaiU = E ir

A =Xty T Yty + Xiztsx + yi2t4x +X Yitsy,  (20)
A =Xty o+ Yilgx + XPta + Y2ty + X Yits, + 21)

+XPtgy + YPtog + X7 Yitgy + X Yoy,
¢ia A — matricos A blokai. Formuléje (20) naudojami 5,

o formuléje (21) — 9 parametrai. Apskai¢iuoty parametry
reikSmés parodytos 1 lenteléje.

Taikydami gautasias parametry t;, reikdmes ir
prognozés formule (17) nustatome prognozuojamasias
13-0s Kkontroliniy taSkuy normaliniy auks¢iyu H,g

reikSmes (2 ir 3 lentelés; pav. pavaizduota
kvadratéliais). 2 ir 3 lentelése duoti prognoziniy
normaliniy auks¢iu H g nuokrypiai 6H nuo normaliniy

auksc¢iy H,, nustatyty precizinio niveliavimo metodu.
Prognoziniy normaliniy auks¢iy H,g tikslumas
ivertintas skaic¢iuojant standartiniu nuokrypiu ivercius:
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-

GPS ir vertikaliojo tinklo sasaju schema
The diagram of the GPS and vertical network connections

S (5H)?

B S (22)

my =
H n-1

my 5 =0,034m, o taikydami 9-iy parametry modelj -
my ¢ =0,24m. Nustatyta, kad normaliniy auksciy H,

svoriy jtaka prognozés modelio parametry vektoriaus

Taikydami 5-iy parametry modeli gavome

2 lentelé. Normaliniy auks¢iu prognozavimas, taikant 5-iy parametry modeli
Table 2. Prognosis of the normal heights applying the model of 5 parameters

reikSmiy tikslumui nedidelé.

Prognozuojamieji

Tasko Nr. | Elipsoidiniai | Normaliniai | normaliniai auks¢iai Hps,
auksgiai He, m| aukgiai Hy, m m OH=H,-Hy m

52Vv10045 180,481 153,577 153,621 -0,044
52V-0551 166,782 139,867 139,901 -0,034
52Vv10058 159,572 132,643 132,680 -0,037
51V-7639 157,136 130,166 130,226 —-0,060
51Vv10064 159,165 132,203 132,246 -0,043
51V10061 151,661 124,713 124,740 -0,027
51Vv--317 160,440 133,511 133,516 -0,005
51Vv15101 127,750 100,936 100,916 0,020
51Vv15102 122,360 95,547 95,527 0,020
51Vv15103 124,300 97,489 97,468 0,021
61V-0398 159,946 133,254 133,226 0,028
62Vv-0119 153,319 127,096 127,112 -0,016
62Vv10027 154,907 128,722 128,749 -0,027
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3 lentelé. Normaliniy aukS¢iu prognozavimas, taikant 9-iy parametry modelj
Table 3. Prognosis of the normal heights applying the model of 9 parameters

Prognozuojamieji
Tasko Nr. | Elipsoidiniai Normaliniai normaliniai aukS¢iai H,
auksciai He, m| auksciai H,, m m 0H =H,—-Hg, m
52V/10045 180,481 153,577 153,387 0,190
52Vv0551 166,782 139,867 139,643 0,224
52Vv10058 159,572 132,643 132,423 0,220
51V7639 157,136 130,166 129,977 0,189
51V10064 159,165 132,203 132,008 0,195
51Vv10061 151,661 124,713 124,513 0,200
51Vv317 160,440 133,511 133,304 0,207
51Vv15101 127,750 100,936 100,692 0,244
51V15102 122,360 95,547 95,303 0,244
51Vv15103 124,300 97,489 97,244 0,245
610398 159,946 133,254 133,009 0,245
620119 153,319 127,096 126,861 0,235
62\/10027 154,907 128,722 128,429 0,293
4, |Svados 2. Parseliinas, E.; Sacher, M.; lhde, J. Preparation of

1. Rekomenduojamos formulés (17), (19) normaliniy
aukS8c¢iy prognozés modeliui  sudaryti ir tikslumui
ivertinti, taikant GPS metodu iSmatuotus elipsoidinius
aukscius.

2. Prognozés modelio parametry reikSmés nusta-
tomos apdorojus kolokacijos metodu identiSkuose
taSkuose iSmatavus gautas elipsoidiniy ir normaliniy
auksc¢iy reik8mes. Kadangi parametry reikSmes priklauso
nuo nagrinégjamos teritorijos kvazigeoido pavirsiaus
kaitos, tikslinga modelio parametry reikSmes nustatyti
tam tikry regiony, kuriuose kvazigeoido pavirSiaus kaita
yra reguliari.

3. Prognozés modelio tikslumas jvertintas dviem
analizés variantais; taikant 5-osios ir 9-osios eiliy
daugianariy koeficienty matricas. Normaliniy aukS¢iy
reikSmés tikslesnés taikant 5-osios eilés daugianarius.
Normaliniy auks¢iy reikSmiy standartiniy nuokrypiy
jverciai mazdaug atitinka GPS metodu nustatyty
elipsoidiniy auk$¢iy standartiniy nuokrypiu ivergius.
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