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Santrauka. |3nagrinéta sistemingujy koordinatiy paklaidy jtaka Zemés plutos deformacijy tenzoriams ir
svarbiausiems deformacijuy rodikliams, kai deformacijy rodikliai pagal geodezinius matavimus apskaiciuojami
baigtiniy elementy metodu. Gautos formulés paklaidy itakai apskai¢iuoti esant jvairiems tiesiniams sisteminguju
paklaidy kaupimosi modeliams. Teoriniai sprendimai patikrinti skaiciuojamaisiais eksperimentais.

Nustatyta, kad pastovios koordinaciy paklaidos deformacijy tenzoriams ir deformacijy rodikliams jtakos neturi. Bet
kokios tiesiSkai nuo punkty padéties priklausancios sistemingosios koordinatiy paklaidos turi jtakos deformaciju
tenzoriy elementy ir deformaciju rodikliy jverciams, tatiau deformaciju pokyciai nagringjamoje teritorijoje iSlieka

tokie patys kaip ir be sisteminguju paklaidu.

RaktazodZiai: baigtiniy elementy metodas, sistemingosios koordinaciy paklaidos, didZiausias santykinis pailgéjimas,

dilatacija, baigtinio elemento posikis.
1. Jvadas

Zemés plutos  horizontaliosioms ir  erdvinems
deformacijoms nagrinéti pagal geodeziniy matavimy
rezultatus pastaruoju metu placiau taikomi tenzorinés
analizés principais pagristi tyrimo metodai [1-7],
invariantiski koordina¢iy sistemoms. InvariantiSkumas
koordinagiy sistemy atZvilgiu cia suprantamas kaip
nustatyty svarbiausiyju deformaciju (didZiausiojo ir
maZiausiojo pailgéjimo, dilatacijos) reikSmiu
nepriklausomumas nuo koordinatiy sistemy pradZios ir
orientavimo. Netgi — viena koordinatiy sistemos pradZia
gali buti atliekant viena matavimu cikla, o kita —
pakartotinai matuojant geodezinj tinkla. Svarbu tik, kad
abiem atvejais bity tos pacios koordinadiyv aSiu
orientavimo kryptys, nors Sias kryptis galima pasirinkti
laisvai. Tai yra todél, kad ijvertinant deformaciju
tenzoriaus €elementus, lemiamos jtakos turi ne
absoliuciosios tasky koordinatiu reikdmés, o tasky
koordinagiy skirtumai ir ju nesutapimai per pirmaji ir
vélesnius matavimy ciklus [1-7]. Cia lemiamos reikdmes
neturi netgi sistemingosios matavimu paklaidos, jei per
visus matavimy ciklus jos yra tos pacios, pavyzdZiui, jei
per visus ciklus matavima atliekami tuo paciu
sistemingaja matavimy paklaida turinciu prietaisu. Jeigu
atliekant kartotinius matavimus deformacijoms nustatyti
ir ju rodikliams jvertinti matavimy rezultatams jtakos turi
sistemingosios paklaidos arba per visa matavimy cikla
paklaidy kaupimosi désnis yra kitoks, jos turés jtakos
koordinatéms, koordinagiy skirtumams ir ty skirtumy,
apskai¢iuoty  per  skirtingus matavimy  ciklus,
nesutapimams. Kadangi deformaciju tenzoriai jvertinami
pagal koordinagiy skirtumus ir ju hesutapimus tarp
matavimy  cikly, tokios sistemingosios matavimy
paklaidos turés ijtakos ir nustatytiems deformacijy
parametrams. Sistemingujy matavimo paklaidy jtakos

Zemes plutos judesiy rodikliy reikdmems klausimai i&tirti
nepakankamai.

Sio darbo tikslas —i&tirti horizontaliujy Zemés plutos
deformaciju iveréiy priklausomybe nuo sisteminguju
koordinaciy paklaidy.

Pasirinkta tyrimy metodika — teoriné analizé ir
skai¢iuojamasis eksperimentas, modeliuojant tam tikrus
sisteminguju koordinagiy paklaidy désningumus, o
deformacijas jvertinant baigtiniy elementy metodu.

2. Sistemingyjy koor dinagiy paklaidy jtaka Zemés
plutos defor macijy rodikliams

Sisteminguju koordinaciy paklaidy itaka
horizontaliyjy Zemés plutos deformaciju rodikliams
nagrinéjama atvejo, kai deformacijos ivertinamos
baigtiniy elementy metodu pagal [1] darbe pateikta
algoritma. Baigtiniu elementu laikomas trikampis.

Horizontaliyjy Zemés plutos deformacijy rodikliams
ivertinti skaic¢iuojamas antrojo rango tenzorius:

€1 €
ITll= : (2)
€xn €
Tenzoriaus (1) elementai nustatomi iSformulés
b @
%D
1 (2) formule jeinantys determinantai:
1 x5 »
D=1 X VY, ©)
1 X3 Y3
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1 A, Vi
D=1 AX; Yy, (4)
1 Ax3 Y3
1 X, Ax
D=1 X AXy|, ®)
1 X3 AXg
1 Ay; oy
Dy =1 Ay, Y|, (6)
1 Ayz Y3
1 x5 Ay
Dp=[1 X; Ay, )
1 X3 Ay
AX =X =X,
AY; =Y - Vi,
i=1 2, 3

X, ¥, — pirmojo matavimy ciklo metu nustatytos
koordinatés, X, y; — antrojo matavimy ciklo koordinatés.

Pagrindiniai deformacijy rodikliai [1]:
didZiausias santykinis pailgéjimas

E 1 (e +e, )+
2 ®
+\/ —ezz 312 +e21) )
maziausias santykinis pailgéjimas
1
E =— (e +e )—
2 11 22
©)
2 2
—\/(311 —ey)° +(ep+en)”,
didziausio pailgéjimo kryptis
p= %arctg[_ MJ +
—-e
. €1 €» (10)
.\ {900, kai (e; —€,)> 0}
kai (€1 —€)<0]’
dilatacija
A= +6, (11)
baigtinio elemento posikis
P
“):E(elz_em)- (12)

Atlikdami  teorine analize ir skaiciuojamaji
eksperimenta tariame, kad per pradini matavimy cikla
baigtiniu elementy (trikampiu) virSiniy koordinatés
neturi sisteminguju paklaidy. Per kitus matavimy ciklus
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nustatytoms tasky koordinatéms jtakos turi pagal tam
tikrus désnius pasireiSkiancios sistemingosios paklaidos.
ISnagrinésime jvairius sisteminguju paklaidy tiesinio
kaupimosi atvejus.

1. Tasky koordinaciy paklaidos pastovios. Tuomet
per antraji matavimuy cikla nustatyty koordinaciu
reikdmés bus:

X =% +e,, (13)
Y=Y +ey, (14)
giai=1, 2, 3 — trikampio virSuniy numeriai, x’,y; — per

antraji cikla iSmatuoty koordinagiy reikdmés, kurioms

itakos turéjo Sistemingosios paklaidos,
X, y{ —koordinaciy reikSmés be sistemingujy paklaidy,
1€y — pastoviosios sistemingosios antrojo matavimo

ciklo koordinatiy paklaidos.
Deformacijuy rodikliy (8-12) reikSmiy paklaidos
priklausys nuo to, kokios ijtakos sistemingosios

koordinaciy paklaidos €,,€, tures determinanty (4—7)

iveréiams. Determinantas (3) skai¢iuojamas pagad
pirmojo matavimy ciklo rezultatus, todél antrojo
matavimy ciklo sistemingosios paklaidos determinanto
iverdiui reikSmés neturés.

Dél sisteminguju paklaidy jtakos determinanto Dy
(4) reikSmé bus:

1 X +¢&,
Dip=[ X;+g,
1 X3+, —X3

1 Ax vy 1 gy
=1 AX, VY,[+[1 g,
1 AX3 Y3 L &,

-X N
Yo| =
Y3
Y1
Ya| -
Y3

(15

IS (15) formulés matyti, kad antrojo determinanto
pirmasis ir antrasis stulpeliai  proporcingi, todél
determinanto reikSmeé lygi nuliui [8-10] ir determinanto
Dy, ivertis nepriklauso nuo paklaidy €,,€, ,t.y.

D11 =Dy (16)
Analogiskai gauname

D, =Dy, 17

D2 =D, (18)

D1 = Dy (19)

Remiantis (16-19) lygybémis galima daryti iSvada,
kad antrojo matavimy ciklo pastoviosios sistemingosios
matavimy paklaidos deformacijos tenzoriaus €l ementams
(2) ir deformacijuy reikSmiy jveréiams (8-12) jtakos
neturi.



2. Tasky koordinaciy paklaidos priklauso nuo
koordinaciy reikSmiy. Siuo atveju per antraji matavimy
cikla nustatytos tasky koordinaciy reikdmés bus:

X=X I
Vi =Y Uy Vi

(20)
(21)

¢ia My by — tiesing sistemingyju matavimo paklaidy

priklausomybe nuo koordinaiy reikSmiu apibadinantys
koeficientai.

ISnagrinésime koordinaciu  (20), (21), kurioms
itakos turé¢jo paklaidos, reikSme (4—7) determinanty
jveréiams;

7
1 X +UX =X Y

D=1 X3+U X=X, Yo|=
1 X3+, X3—X3 VY3
1A i 1wy oy (22)
=1 AXy Yo|+[1 UxXy Y|=
1 AX3 y3] 1 UyXs Vs
=Dy +pD
Analogiskai gaunama
Dy, = Dy +u,D. (23)

Tokiu paciu badu kaip ir (22) lygybéje i (5) iraSius
reikdmes iS (20), (21) ir isskaidZius determinanta i du
démenis, gaunama

1 X AXl 1 X Hx%
D=0 X, A%+l X, WX =Dp,. (24)
1L X3 AX3) L X3 HyX3

Kadangi antrojo determinanto antrasis ir treciasis
stulpelis proporcingi, analogiskai gaunama
D31 =Dy (25)

Atsizvelgiant | (22-25) ir (2), deformacijy tenzo—
riaus (1) elementai bus:

el =€y iy, (26)
> =85, (27)
& =Ep+iy, (29)
&1=€y- (29)

Turint deformacijy tenzoriaus elementus (26-27),
apskaiciuojami deformacijy rodikliy jverciai:

1
Elzz(el1+922)+(}lx +l~ly)+

(30)
+\/(en —ezz)+(}1x —Hy)2 + (e +ex)
1
E, :E(en +922)+(Hx +My)_
(31
—\/(ell—ezz)+(}lx —My)2 +(e +ex)”
0= 1 arctg[— € +€5 J +
2 (ell_eZZ)+(J‘Lx_uy) (32)
L [90° ka (e, —€5,)>0
0°, kai (e —€5)<0]’
A=(e11+e22)+(ﬂx+uy)' (33)
_P
W= E(elz —€y). (34)

3. Tasky koordinaciy paklaidos yra pastoviyjy
paklaidy ir koordinaciy reikSmems proporcingy paklaidy
suma. Tuomet dél paklaidy jtakos antrojo matavimy ciklo
koordinatés bus:

Xi":Xi""gx"'Hx'Xiv (35)
yillzyil+€y+uy')’i- (36)

Atsizvelgdami i (35), (36) jvertinsime determinanty
(4-7) koordinaciy reikSmes:

1 X +e +Uy X=X Y

Di1=1 Xo +E€x tUy - Xp =Xy Yp|=
1 Xg+e&,+Uy-X3—X3 Y3
1 A Y| Loeg yil L UXe
=L AXy Yo|+[l &y Y|+l Ux-Xa Yo,
1 Axz ys| 1 & VY3 I UyX3 Vs
arba
Dy, =Dy +u,-D. (37)
Analogiskai gaunama
Dy, =Dy, (38)
Dy, =Dy +1, - D, (39)
D‘21:D21 (40)



IS (37-39) matyti, kad esant (35) ir (36)
sistemingosioms paklaidoms, determinanty (4—7) iverciai
yra tokie patys kaip ir ankstiau nagrinétu atveju, kai
sistemingosios paklaidos turi jtakos koordinatéms pagal
(20) ir (21) priklausomybes. Todél ir deformacijy
rodikliams jtaka bus tokia pati.

4. Sstemingosios koordinaciy paklaidos yra
pastoviyjy ir abiejy koordinaciy reikSmems tiesiSkai
proporcingy paklaidy suma. Paklaidy itaka antrojo
matavimy ciklo metu nustatytoms koordinatéems bus:

X =X et X L Y (41)
inI:yil+8y+“3'Xi+u4'yi' (42)

Apskaiciuojame (4-7) determinantus, atsizvelgdami
i (41), (42) priklausomybes:

1 Xi+£x+“1'xl+u2y1 Y1
Diy=f Xp+&,+Ui- X +UoY, Yo|=
1 Xz+&,+Uy-Xg+UoY3 VY3
1 A v L g,y
=1 AX, Yo+l &, Yo+
1 AX; ys| 1 & Vs
1 WX Y| L Uy N
1wy Xp Yo|+[l MocYa Yol
1 WX Y3 1 Up Y3 Vs
arba
Dyy =Dy +4y-D. (43)
Analogiskai gaunama:
Diz =D, +1,-D, (44)
D'22 =Dy +u, D, (45)
D‘21 =Dy +u3-D. (46)

Atsizvelgiant | (43-46), deformacijy tenzoriaus (1)
elementy reikSmeés yra:

€1 =y iy, (47)
€ = €+, (48)
€ =€y +ly, (49)
€1 = & +Hg- (50)

Deformacijy rodikliai (8-12) Siuo atveju:
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1
Elzz'[(el1+ezz)+(ul+u4)+

+ \/[(311 —€y)+ (g - H4)]2 + (51)
+ [(912 —ey)+ (1, —Hs)]z] ,
1
E, =5 [(‘311 + €5 )+ (g + 1) -
- \/[(911 —ep)+ (g - !~l4)]2 + (52)
+[(er — )+ (u2 _Ha)]z} '
(p=iarctg[— (e +€0 )+ (17 +H3)J+
2 e —€x)+ (g —1iy)
(53)
90°,kai (€, —€,,)>0
+ . )
{OO’ kai (e, —€)<0
A:(eu"'%z)"'(lil"'lh)’ (54
03:%'[(912 —ey )+ (1 —pg)l. (55)
5. Sstemingosios  koordinaciy paklaidos,

atsiradusios déel geodezinio tinklo koordinaciy pradZos
podinkio, orientavimo ir mastelio pokycio. Esant
nedideliam orientavimo pokyc¢iui sistemingosios punkty
koordinatiy paklaidos bus lygios koordinatiy pataisoms,
gaunamoms perskai¢iuojant koordinates i8S vienos
sistemosi kita [1], t. y.

X =X +a,—0- Yy, +m-X, (56)

yi"=yi'+b0+oc~xi+m~yi, (57)

¢ia ag, by — koordinaCiy pradZios poslinkis, o — orien—
tavimo pokycio reikSmé radianais, m— mastelio pokytis.
Palyginus (56) ir (57) lygtis su (41) ir (42), matome ju
panasuma. Pazyméjus (56), (57) lygtyse a,=¢,,

by=¢€,, —o=H;, M=p,=u,, o=uz jos bity

tapacios (41) ir (42) lygtims. Todél Suo atveju
sisteminguju koordinagiy paklaidy jtaka Zemés plutos
deformaciju tenzoriy ir deformaciju rodikliy jveréiams
tokia pati, kaip nagrinétame 4-ajame variante.

3. Skai¢iuojamasis eksperimentas

Atliktas 3eSis punktus turin¢io geodezinio tinklo
skai¢iuojamasis eksperimentas (Zr. pav.). Teritorija
suskaidytai penkis trikampius.

Paga pirmojo ir antrojo matavimy cikly rezultatus
nustatytosios punkty koordinatés, kurioms neturéjo jtakos
sistemingosios paklaidos, pateiktos 1 lenteléje.

Skaiciavimai atlikti trimis variantais:



— ka néra sisteminguju paklaidy (pagal 1 lenteléje
pateiktas koordinaciy reilksmes);

— kai koordinatiy paklaidos pastoviosios, t. y. kai antrojo
matavimy ciklo koordinatés modeliuojamos pagal (13) ir

Visy trijy modeliavimo varianty apskaiciuotosios
deformacijy tenzoriaus (1) reikSmeés pateiktos 2 lenteléje,
0 svarbiausiyju deformacijuy rodikliu — didzZiausiojo
pailgéjimo E; (8), maZiausiojo pailgéjimo E, (9) ir

(14) lygtis; dilatacijos A (11) reikSmeés— 3 lenteléje.
-  ka koordinatiu  sistemingosios  paklaidos
modeliuojamos pagal (20) ir (21) lygtis. 1 lentelé. Geodezinio tinklo punkty koordinatées
Table 1. Coordinates of geodetic network points
| Koordinagiy reikdmés (m)
Punktai Pirmasis matavimas
2
X y
1 66373,772 62793,511
3 64276,247 57780,546
4 61073,407 62485,044
5 60745,917 55036,724
6 66983,435 47762,041
8 75083,175 52536,489
Antrasis matavimas
X' y'
1 66373,772 62793,511
Geodezinio tinklo schema (1 — GPS punktas, 2 — trikampio 3 64276.255 57780.555
numeris) ' '
Scheme of geodetic network (1 — GPS point, 2 — number of 4 61073,417 62485,044
triangle) 5 60745930 55036,728
Modeliuojant tariama: €, = 0,040m, e, =-0,025m, 6 66983429 47762,049
5 8 75083,165 52536,487
Hy=H,=-110".
2 lentelé. Deformacijy tenzoriaus elementy reikSmeés
Table 2. Elements of strain tensor
iikens Modeliavimo variantai
pio Nr.
1 | 2 | 3 1 | 2 | 3 1 | 2 | 3 1 | 2 | 3
e, 107 e, 10° e, -10° e, 107°
1 -1,14 | 1,14 | 214 | 1,09 | 1,09 109 | 112 | -1,12 | 112 | 0,20 | 0,20 | -1,20
2 —-203 | 203 | 303| 075|075 ]|-075|-157|-157|-157|-114| -114 | 214
3 -184|-184 | 284 | 083|083 | 083| 011 | 0,12 | 0,11 | 184 | 184 | 284
4 -1,14 | 114 | 224 | 035 | 035 | 035| 190 | 190 | 19 | 062 | 062 | 1,62
5 —2,07 | 207 | 307|084 084|084 | 111 | 111 1,11 | 040 | 040 | -0,60
3lentelé. Svarbiausiyjy deformacijy reikSmeés
Table 3. Magnitudes of principal strains
Trikam- Modeliavimo variantai
pio Nr.
1 | 2 | 3 1| 2 | 3 1 | 2 | 3
E,-107° E,-107° A-107°
1 -0,20 -0,20 -1,20 -1,14 -1,14 —2,14 -1,34 -1,34 -3,34
2 -0,34 -0,34 -1,34 —2,83 —2,83 -3,83 -3,17 -3,17 -5,17
3 -1,48 -1,48 —2,48 —2,20 —2,20 -3,20 —3,68 —3,68 5,68
4 -0,07 -0,07 -1,07 -1,70 -1,70 —2,70 -1,76 -1,76 -3,76
5 0,74 0,74 —0,26 —2,41 2,41 -3,41 -1,67 -1,67 -3,67
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IS 2 ir 3 lentelése pateikty duomeny matyti, kad
modeliavimo rezultatai atitinka teoriniy tyrimy duomenis.

4. |Svados

Apibendrinus atliktus Zemes plutos deformacijy
tenzoriy ir svarbiausiyjy deformacijy rodikliy ivertinimo
pagal geodeziniy matavimy duomenis baigtiniy elementy
metodu teoriniy tyrimy bel skaiciuojamojo eksperimento
rezultatus galima daryti Sias pagrindines iSvadas:

1. Zemes plutos deformacijy tenzoriams ir svarbiau-
siyjuy deformacijy rodikliy jveréiams pastoviosios geode-
ziniy punkty koordinaciy paklaidos jtakos neturi.

2. Zemes plutos deformacijy tenzoriaus kompo-
nentés ir deformacijy rodikliai dél bet kokiy tiesiSkai nuo
geodeziniy punkty padéties priklausanciy sisteminguju
koordinaciy paklaidy keic¢iasi pastovia reikSme ir tas
pokytis nuo koordinagiy reikSmiy nepriklauso.

3. Nustacius tiesiSkai nuo geodeziniy punkty pade-
ties koordinaciy priklausomy sisteminguju paklaidy
désningumus, galima jvertinti paklaidy jtaka Zemés
plutos deformacijy rodikliamsir Sig jtaka eliminuoti.

4. D¢l sisteminguju geodeziniy punktuy koordinaciuy
paklaidy Zemés plutos deformacijy rodikliy jverciai
gaunami pasislinke, tatiau ju kaita tiriant nagrinéjama
teritorija yra tokia pati, kaip ir nesant sisteminguju
paklaidy.
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