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Santrauka. Horizontalieji ir vertikalieji Žemės plutos judesiai tarpusavyje susiję, nes jie yra tų pačių Žemės plutą 
veikiančių jėgų pasekmė. Taip pat yra abipusis ryšys tarp Žemės plutos deformacijų ir tektoninių įtampų sklaidos. 
Todėl pagal išmatuotas vertikaliųjų Žemės plutos deformacijų reikšmes galima įvertinti horizontaliųjų deformacijų 
rodiklius, nustatyti jų kaitos dėsningumus ir atvirkščiai. Straipsnyje pateikta nustatytoji analitinė sąsaja tarp 
horizontaliųjų bei vertikaliųjų Žemės plutos deformacijų. Sąsajoms nustatyti taikyta vektorinė bei tenzorinė analizė. 
Pateiktas algoritmas horizontaliųjų Žemės plutos deformacijų rodikliams įvertinti pagal vertikaliųjų judesių matavimo 
rezultatus. Deformacijų rodikliai įvertinti baigtinių elementų metodu. Pateiktas parengto algoritmo taikymo skaitinis 
pavyzdys. 
 

Prasminiai žodžiai: Žemės plutos judesiai, tektoninės įtampos, deformacijų tenzorius, svarbiausios deformacijos. 
 
 

 
 
1. Įvadas 

 
Žemės pluta, veikiama giluminių tektoninių jėgų, 

juda horizontaliąja ir vertikaliąja kryptimis. Kadangi 
horizontalieji ir vertikalieji Žemės plutos judesiai 
atsiranda dėl tų pačių priežasčių, jie tarpusavyje susiję. 
Giluminių jėgų sukelti horizontalieji bei vertikalieji 
Žemės plutos judesiai turi įtakos geodinaminių įtampų 
persiskirstymui Žemės plutoje, t. y. atsiranda priežasties 
ir pasekmės grįžtamieji ryšiai [1–4]. Todėl, tiriant 
geodeziniais metodais dabartinius Žemės plutos judesius, 
apie dabartinių Žemės plutos geodinaminių įtampų 
kryptingumą, jų sklaidą galima spręsti ne tik pagal 
horizontaliųjų, bet ir vertikaliųjų Žemės plutos judesių 
matavimus. Svarbiausios geodinaminių įtampų laukų 
kryptys sutampa su svarbiausiomis deformacijų 
kryptimis. 

Šio darbo tikslas – nustatyti analitinį ryšį tarp 
vertikaliųjų ir horizontaliųjų Žemės plutos judesių bei 
parengti metodiką, kaip apskaičiuoti svarbiausiųjų Žemės 
plutos horizontaliųjų deformacijų kryptis pagal 
vertikaliųjų Žemės plutos deformacijų matavimų 
duomenis. 
 
2. Vertikaliųjų Žemės plutos judesių ir atstumų tarp 
taškų pokyčių sąsajos 
 

Sąsajoms atstumų tarp taškų Žemės paviršiuje 
pokyčių ir vertikaliųjų judesių įvertinti taikysime 

baigtinių elementų metodą [5, 6]. Kaip baigtinius 
elementus pasirinksime trikampius. Erdvinei baigtinio 
elemento padėčiai nustatyti taikysime erdvinę 
stačiakampę topocentrinių horizontinių koordinačių 
sistemą, kurioje X ašies kryptis sutampa su šiaurine per 
koordinačių pradžios tašką einančio dienovidinio 
projekcijos kryptimi. Tuomet vertikaliųjų Žemės 
paviršiaus taškų poslinkių kryptis baigtinio elemento 
plote galima sutapatinti su Z ašies kryptimi, 
horizontaliąsias deformacijas nagrinėti XOY plokštumoje, 
o atkarpų kryptis plokštumoje apibūdinti direkciniais 
kampais. Nagrinėdami santykines deformacijas, 
taikysime Legranžo deformacijų sampratą ir modelį [7]. 
Horizontaliųjų ir vertikaliųjų Žemės plutos judesių 
sąsajoms nustatyti taikysime vektorinį skaičiavimą. 

Tarkime, kad turime geodeziniais ženklais vietovėje 
įtvirtintą tam tikro dydžio trikampį ABC, kuris erdvinėje 
stačiakampėje koordinačių sistemoje schemiškai paro-
dytas paveiksle. Trikampio viršūnių padėtis laiko mo-
mentu 0T  apibūdinama koordinatėmis: ( ),,, AAA ZYXA  

( ),,, BBB ZYXB  ( ).,,  ZYXC CCC  Laikome, kad per laiko 

tarpą 0TTT −=∆  trikampio viršūnių koordinatės X, Y 

nepakito, o koordinatė Z dėl vertikaliųjų Žemės plutos 
judesių pakito reikšmėmis .,, CBA Z  Z  Z ∆∆∆  Tuomet 

laiko momentu T trikampio viršūnių koordinatės bus 
( ),,, AAAA ZZ  YXA ∆+  ( ),,, BBBB ZZ  YXB ∆+  

( ).,,  ZZ  YXC CCCC ∆+  
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Trikampio deformacija: ABC – pradinė trikampio forma, 
A′B′C′– deformuotas trikampis, A0B0C0 – trikampių projekcija 
XOY plokštumoje 
Deformation of triangle: ABC – initial shape of triangle, 
A′B′C′– deformated triangle, A0B0C0 – projection of triangles 
on the XOY plane 

 

Laiko momentu 0T  vektoriaus AB  modulis bus 
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o laiko momentu T  vektoriaus AB  padėtis pasikeis į 

,BA ′′  ir jo modulis bus lygus 
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 Pakėlę (1) ir (2) lygybes kvadratu bei iš antrosios 
atėmę pirmąją, gauname 
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Galima parašyti, kad 
 

( )( ).  22
ABBAABBAABBA dddddd +−=− ′′′′′′   (4) 

 
Taikant Legranžo deformacijų modelį [6], iš (4) 

lygybės galima parašyti, kad 
 

,222
ABABABBA dddd ∆=−′′      (5) 

 
čia .ABBAAB ddd −=∆ ′′  

Tuomet iš (3) ir (5) lygybių gauname, kad santykinis 
trikampio kraštinės AB pailgėjimas per laiko tarpą 

0TTT −=∆  dėl vertikaliųjų Žemės plutos judesių yra 
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Analogiškai gauname 
 

( ) ( )( )
,

2 22

2

AC

ACAC

AC

AC
AC

d

ZZZZ

d

ZZ ∆−∆−
+

∆−∆
=ε  (7) 

 

( ) ( )( )
.

2 22

2

BC

BCBC

BC

BC
BC

d

ZZZZ

d

ZZ ∆−∆−
+

∆−∆
=ε   (8) 

 
Iš (6–8) formulių, žinant trikampio viršūnėse 

vertikaliųjų Žemės plutos judesių reikšmes 
,,, CBA Z  Z  Z ∆∆∆ galima apskaičiuoti trikampio 

kraštinių AB, AC ir BC santykinius pailgėjimus, 
atsiradusius dėl vertikaliųjų Žemės plutos judesių. 

 
3. Kampų deformacijos dėl vertikaliųjų Žemės plutos 
judesių 
 

Trikampio kampų pokyčiams, susidariusiems dėl 
vertikaliųjų Žemės plutos judesių įtakos, nustatyti 
taikysime vektorių skaliarinės sandaugos savybes [8]. 

Pradiniu laiko momentu 0T  kampas Aϕ  (pav.) yra 

 

,arccos
ACAB

ACAB
A

⋅

⋅=ϕ       (9) 

 

čia ACAB ⋅ – skaliarinė vektorių sandauga, AC  AB , – 

vektorių moduliai. 
Laiko momentu T dėl vertikaliųjų judesių įtakos 

pasikeitusi šio kampo reikšmė yra 
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CABA
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Išreiškus atitinkamus vektorius projekcijomis į 

koordinačių ašis pagal tų vektorių pradinių ir galinių 
taškų koordinates, (9) ir (10) lygčių skaliarinės sandaugos 
bus: 
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Vektorių moduliai AB  ir BA ′′  apskaičiuojami iš 

(1) ir (2) formulių. Analogiškai apskaičiuojami ir AC  

bei CA ′′  vektorių moduliai. 

Kampo Aϕ  pokytis per laikotarpį 0TTT −=∆  yra 

 
.AAA ϕ−ϕ=ϕ∆ ′             (13) 

 
Tokiu pačiu būdu apskaičiuojama 
 

,BBB ϕ−ϕ=ϕ∆ ′             (14) 

 
.CCC ϕ−ϕ=ϕ∆ ′             (15) 

 
Trikampio kampų pokyčių skaičiavimo kontrolė: 
 

.0=ϕ∆+ϕ∆+ϕ∆ CBA            (16) 

 
4. Trikampio ploto pokytis 

 
Trikampio ploto pokyčiui per laiko tarpą T∆  

apskaičiuoti taikysime vektorinės sandaugos savybę [8], 
kad iš trikampio viršūnės išeinančių dviejų vektorių 
vektorinės sandaugos gautojo naujo vektoriaus modulis 
yra lygus dvigubam trikampio plotui. 

Tuomet paveiksle parodytų trikampių viršūnes 
jungiančių vektorių projekcijas į koordinačių ašis 
apskaičiavus pagal viršūnių koordinates, atitinkamų 
vektorinių sandaugų vektoriai bus: 
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čia   ⋅ – determinantai. 

Trikampio ploto santykinis pokytis (dilatacija) per 
laiko tarpą T∆  bus 

 

,
2

1
  



 ×−′′×′′=ε ∆ ACABCABA

P
       (19) 

 

čia P – trikampio plotas, ACAB  CABA ×′′×′′ , – 

vektorių (17) ir (18) moduliai. 
 

5. Horizontaliųjų deformacijų rodiklių įvertinimas 
pagal vertikaliųjų judesių reikšmes 

 
Horizontaliųjų Žemės plutos deformacijų baigtinio 

elemento plote rodikliai apibūdinami [3, 6] didžiausiuoju 
ir mažiausiuoju santykiniu pailgėjimais (jie vadinami 
svarbiausiomis deformacijų reikšmėmis): 
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didžiausiojo pailgėjimo kryptimi abscisių ašies atžvilgiu 
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bei baigtinio elemento dilatacija 

 
,2211 ee +=ε ∆             (22) 

 
čia ije – horizontaliųjų deformacijų antrosios eilės 

tenzoriaus komponentės [3]. 
Norint apskaičiuoti svarbiausiųjų deformacijų 

rodiklius (20–21), būtina rasti būdų, kaip įvertinti 
tenzoriaus komponentes pagal išmatuotų vertikaliųjų 
Žemės plutos judesių reikšmes. 

Deformacijų tenzoriaus komponentėms pagal 
vertikaliųjų judesių reikšmes apskaičiuoti galima 
panaudoti apskaičiuotus trikampio kraštinių pailgėjimus, 
kampų deformacijas bei dilataciją. 

Žinoma [3], kad atkarpos, kurios direkcinis kampas 
,α  santykinis pailgėjimas 
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Turint apskaičiuotas trikampio kraštinių santykinių 

pailgėjimų reikšmes (6–8) ir pagal trikampio viršūnių 
koordinates apskaičiuotus trikampio kraštinių direkcinius 
kampus, galima parašyti trijų lygčių sistemą: 
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Išsprendus (24) lygčių sistemą, apskaičiuojama 

2211 , e  e  ir ( )2112 ee +  reikšmės. Turint šias reikšmes, 

galima apskaičiuoti svarbiausių deformacijų rodiklius 
(20–22). 

Taip pat žinoma [3], kad kampų deformacijos 
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ee
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čia kd   αα , – kampo dešiniosios ir kairiosios krypties 

direkciniai kampai. Todėl deformacijų tenzoriaus 
komponentėms apskaičiuoti, turint pagal (9–15) formules 
apskaičiuotus kampų pokyčius, taikant (25) formulę 
galima sudaryti trijų lygčių sistemą. Tokią lygčių sistemą 
išsprendę, taip pat gautume 2211 , e  e  ir ( )2112 ee +  

reikšmes. 
(25) formulę galima taikyti ir iš (24) lygčių sistemos 

apskaičiuotų tenzoriaus komponenčių kontrolei. 
 

6. Skaičiavimo pavyzdys 
 

Trikampio ABC viršūnių koordinatės: 
m,000,50,m000,1000,m000,1000  Z  Y  X AAA ===

m,000,150,m000,1000,m000,21000  Z  Y  X BBB ===  

.m000,200,m000,21000,m000,1000  Z  Y  X CCC ===  

Taškų aukščiai per laiko tarpą metų100  T =∆  
pasikeitė:  

m,100,0  Z A −=∆  m,200,0  Z B =∆  .m200,0  −=∆ CZ  

Pagal koordinates apskaičiuoti kraštinių ilgiai: 
m,000,20000  d AB = m,000,20000  d AC =

.m271,28284  d BC =  

Apskaičiuoti direkciniai kampai:  
,0°=α AB  ,90°=α AC  .135°=α BC  

Taikant (6–8) formules apskaičiuoti trikampio 

kraštinių santykiniai pailgėjimai: ,105,7 8−⋅=ε AB  

,1075,3 8−⋅−=ε AC  .109,1 8−⋅−=ε BC  

Sudaroma (24) lygčių sistema, kurią išsprendus 

gaunama: ,1075,3 8
11

−⋅−=e ,105,7 8
22

−⋅=e ( ) =+ 2112 ee  

.1065,5 8−⋅  
Taikant šias deformacijų tenzoriaus reikšmes, iš (20) 

lygties gaunama, kad kai   100=∆T metų, 
,102,8 8

1
−⋅=D  .104,4 8

2
−⋅−=D  Vienerių metų laiko 

tarpo ,102,8 10
1

−⋅=D  .104,4 10
2

−⋅−=D  

Didžiausiojo pailgėjimo 1D  kryptis (21) abscisių 

ašies atžvilgiu .14°=ϕ  

Dilatacija (22), kai 100=∆T metų, ,1075,3 8−
∆ ⋅=ε  

o kai metai,1  T =∆  .1075,3 10−
∆ ⋅=ε  

 
7. Išvados 

 
1. Nustatytas analitinis ryšys tarp vertikaliųjų ir 

horizontaliųjų Žemės plutos judesių. 

2. Parengtas algoritmas horizontaliųjų Žemės plutos 
judesių svarbiausiųjų deformacijų rodikliams įvertinti 
pagal vertikaliųjų Žemės plutos judesių matavimo 
rezultatus. 

3. Taikant nustatytąją horizontaliųjų ir vertikaliųjų 
Žemės plutos judesių analitinę sąsają, galima, naudojant 
vertikaliųjų Žemės plutos judesių matavimo duomenis, 
kontroliuoti pagal išmatuotuosius horizontaliuosius 
poslinkius įvertintų svarbiausiųjų Žemės plutos 
deformacijų rodiklių ir tektoninių įtampų sklaidos 
dėsningumus. 

4. Analitinę sąsają tarp vertikaliųjų ir horizontaliųjų 
Žemės plutos judesių galima taikyti ne tik tiriant 
dabartinius Žemės plutos judesius geodeziniais metodais, 
bet ir analizuojant geologinius duomenis, kai nagrinėjami 
ankstesnių geologinių periodų tektoniniai judesiai. 
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