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Santrauka. Straipsnyje analizuojamas daugkartine linijine sankirta nustatytų taškų erdvinių koordinačių tikslumas. 
Tokia linijinės sankirtos metodu nustatytų taškų sistema sudaro trilateracijos tinklą. Erdvinių koordinačių reikšmėms 
skaičiuoti taikoma išmatuotų linijų ilgių parametrinių lygčių sistema, lygtys linearizuojamos pagal apytikres taškų 
koordinates. Apytikrių koordinačių reikšmės gali būti nustatomos bet kuriuo metodu. Apytikrių koordinačių pataisos 
skaičiuojamos mažiausiųjų kvadratų metodu. Nagrinėjama išmatuotų linijų ilgių bei parametrinių lygčių koeficientų 
klaidų įtaka išlygintųjų erdvinių koordinačių tikslumui. 
 
Reikšminiai žodžiai: trilateracija, erdvinės koordinatės, mažiausiųjų kvadratų metodas. 

 
1. Įvadas 

 
Daugkartinės linijinės sankirtos metodu nustatomų 

taškų erdvinių koordinačių reikšmėms skaičiuoti 
panaudojami linijų direkciniai kampai bei kampų tarp 
atitinkamų linijų reikšmės. Kampų reikšmėms skaičiuoti 
taikomos kampų funkcinės išraiškos išmatuotų linijų 
ilgiais [1–4]. Tačiau toks skaičiavimų metodas nėra 
racionalus nei taikomų algoritmų, nei skaičiavimų 
apimties prasme. Straipsnyje pateikiamas erdvinių 
koordinačių skaičiavimo metodas taikant išmatuotų linijų 
ilgių parametrinių lygčių sistemą. Netiesinės para-
metrinės lygtys linearizuojamos pagal apytikres taškų 
koordinates, kurių reikšmės gali būti nustatomos bet 
kuriuo metodu [5–7]. Apytikrių koordinačių pataisos 
apskaičiuojamos mažiausiųjų kvadratų metodu, tiesinių 
parametrinių lygčių sistemą sprendžiant iteracijomis. 
Iteracinis procesas baigiamas, kai nustatomų taškų 
koordinačių tikslumas atitinka priimtąjį tikslumą. 
Pateikiamos formulės, pagal kurias nustatoma apytikrių 
koordinačių bei parametrinių lygčių koeficientų klaidų 
įtaka išlygintųjų koordinačių tikslumui. 

 
2. Linijinės sankirtos teorinis principas 

 
Taško erdvinėms koordinatėms nustatyti  

daugkartine linijine sankirta taikysime parametrinių 
lygčių sistemą (žr. pav.): 
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Daugkartinės linijinės sankirtos schema 
Schema of multivariant linear intersection 
 
Tikslios bazinių taškų 1, 2, …, n erdvinės 

koordinatės gali būti nustatomos įvairiais metodais, 
pavyzdžiui, GPS, elektroniniais tacheometrais ir kt. 

Parametrinių lygčių sistema linearizuojama i-tojo 
taško apytikrių koordinačių srityje, ir rašoma pataisų 
lygčių sistema: 
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nustatomo taško apytikrių erdvinių koordinačių 
( )000 ,, iii zyx  pataisos; ninini SSl −= 0, – ni-tosios 

pataisų lygties laisvasis narys, 0,niS – apytikris ni-tosios 

linijos ilgis, apskaičiuotas pagal apytikres i-tojo taško 
koordinates; niS – išmatuotas ni-tosios linijos ilgis. 

Apytikrės i-tojo taško koordinatės gali būti nustatytos 
labai apytiksliai, pavyzdžiui, su keleto metrų klaida. Tam 
gali būti taikomas bet kuris metodas. Linijų ilgiai 
matuojami elektroniniais tolimačiais. 

Parametrinių pataisų lygčių sistema (2) matricų 
išraiška: 

 

,LAV +τ=         (3) 
 

čia V – išmatuotų linijų ilgių pataisų vektorius, A – 
pataisų lygčių koeficientų matrica, kurios matmenys 

;3×n  τ – i-tojo taško apytikrių koordinačių pataisų 

vektorius, SSL −= 0 – laisvųjų narių vektorius, 0S – 

apytikrių linijų ilgių vektorius, S – išmatuotų linijų ilgių 
vektorius. 

Taikant daugkartinės erdvinės linijinės sankirtos 
metodą išmatuotų linijų skaičius turi tenkinti nelygybę 

.3≥n  Kuo didesnis išmatuotų linijų skaičius, tuo tiksliau 
galima nustatyti i-tojo taško koordinates taikant 
mažiausiųjų kvadratų metodą. 

Vektoriaus τ  reikšmė gaunama kaip normalinių 
lygčių sistemos sprendinys: 

 

,11 PLANN T−− −=−= ωτ      (4) 
 

čia PAAN T= – normalinių lygčių koeficientų matrica, 

P – išmatuotų linijų ilgių svorių matrica, PLAT=ω – 
normalinių lygčių laisvųjų narių vektorius. 

Kadangi i-tojo taško pradinės apytikrės koordinatės 
gali būti nustatytos su didelėmis klaidomis, tai normalinių 
lygčių sistema sprendžiama iteraciniu metodu. Vektoriaus 
τ  reikšmė tikslinama tol, kol dviejų gretimų iteracijų 
rezultatų skirtumas bus mažesnis už iš anksto pasirinktą 
teigiamąjį skaičių ,ε  apibūdinantį skaičiavimų tikslumą. 

 
3. Išlygintųjų koordinačių tikslumo įvertinimas 

 
Išlygintųjų i-tojo taško koordinačių reikšmės 

skaičiuojamos taip: 
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=
iTK  kai išlyginimo procedūrose fiksuotas 

nekintantis taško apytikrių koordinačių vektorius. 
Diferencijavę matricas [2, 4] pagal formulę (4) 

gauname 
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čia dalinės išvestinės simbolio indeksas 0 rodo, kad jos 
reikšmė apskaičiuota pagal žinomas atitinkamų dydžių 
reikšmes. 

Toliau gauname formulės (5) komponentę ( )LK τ  

esant linijų ilgių matavimo klaidoms: 
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čia ,12
00,

−σ==+= PKKKK SSSS  0σ – išmatuoto 

linijos ilgio, kai svoris lygus vienetui, standartinis 
nuokrypis. 

Kovariacijų matricos τK  komponentė ( )LK τ  rodo 

išmatuotų linijų ilgių klaidų įtaką vektoriaus τ  nustatymo 
tikslumui. 

Antroji kovariacijų matricos τK  komponentė ( )aK τ  

rodo pataisų lygčių koeficientų klaidų įtaką vektoriaus τ  
nustatymo tikslumui. ( )aK τ  skaičiavimuose vektoriaus τ  

skleistinę panaudosime kitu pavidalu: 
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čia ,PLL p =  iA – matricos A  i-tasis stulpelis (i-tasis 

vektorius), .3,2,1   i =  
Formulėje (7) taikomi žymėjimai 
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Pataisų lygčių koeficientų kovariacijų matricos 
nAK  

išraiška: 
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kovariacijų matrica, kurios matmenys ( ). nn×  1A  

stulpelio elementams apskaičiuoti taikomi linijų ilgių 
koordinačių prieaugiai ,x∆  2A  stulpelio elementams – 

y∆  ir 3A  stulpelio elementams – .z∆  

Kovariacijų matricos, pavyzdžiui ,
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rašomos taip: 
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Analogiškai skaičiuojamos ir kitos kovariacijų 
matricos 

nAK  (9) komponentės. Kadangi linijų ilgiai 

matuojami nepriklausomai vienas nuo kito, tai formulės 
(9) komponentės ,...,

2111 AAAA KK  ir kt. turės tik 

diagonaliuosius narius, kurie yra atitinkamų pataisų 
lygčių koeficientų kovariacijos. Kai kurių kovariacijų 
išraiškos: 
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čia ,111 iii xMxx ∆−∆=∆δ  ixM 1∆ – koordinačių prieaugio 

ix1∆  vidurkis, ixD 1∆ – koordinačių prieaugio ix1∆  

dispersija. Analogiškos ir ii zy 11 , ∆δ∆δ    dydžių išraiškos. 

Atitinkamų dydžių kovariacijos nėra didesnės nei 
pavienių dydžių dispersijos, t. y.: 
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ir atitinkamos kitų dydžių nelygybės. 
Nustatysime pavienio taško koordinačių pataisų 

vektoriaus τ  kovariacijų matricą ( )aK τ , esant pataisų 

lygčių koeficientų klaidų įtakai, paprastame pavyzdyje, 
kai ,4=n  m,100 S ji ≈  ( ),4,3,2,1    j =  ≈∆ ixD 1  

iyD 1∆ m1...1  zD i ≈≈∆≈  (parametrinių lygčių lineari-

zavimo tikslumas), ,1221 <≈≈ nnn aaa  ,EP =  
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Taikydami formules (8–12) apskaičiuojame vidutinę 
reikšmę: 

 

( ) ,1025,0104 24114 mENNK a  −−−−
τ ⋅≈⋅≤  

 

kai .25,01 EN ≈−  
Taigi pavienio taško koordinačių pataisų z y x τττ ,,  

bei išlygintųjų koordinačių standartinių nuokrypių 
reikšmės dėl pataisų lygčių koeficientų klaidų įtakos yra 
lygios ( ) ( ) ( ) .m005,0~~~  ≤σ≈σ≈σ azayax  
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4. Išlygintųjų linijų ilgių tikslumo įvertinimas 
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čia eiA – matricos A  i-toji eilutė. 

Lygybę (15) išreikšime kitu pavidalu – 
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Turint naujų išlygintųjų linijų ilgių vektoriaus S
~

 
pavidalą (16) galima parašyti kovariacijų matricos 
išraišką esant pataisų lygčių koeficientų klaidų įtakai: 
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Kadangi linijų ilgiai matuojami nepriklausomai 
vienas nuo kito, tai kovariacijų matricos 
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nekintamu fiksuotu vektoriumi. 
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Kai kurių kovariacijų išraiškos – 
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Taikydami ankstesniame pavyzdyje pateiktų 
pradinių duomenų reikšmes gauname: 

 

( )

,910

10

4

111

111

111

00

00

00

111

111

111

4

~

E

K

⋅⋅

=































=≤

−

−
e

  

  

  

T
e

eAe
T
eaS

 

K

ττ

ττ

O  

 

kai ( ) .111 mT=τ  

Taigi šiuo atveju išlygintųjų linijų ilgių niS
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trilateracijos tinkle tikslumas esant pataisų lygčių 
koeficientų klaidų įtakai įvertinamas ribine standartinio 
nuokrypio reikšme 
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Išlygintojo linijos ilgio vidutinė standartinio 

nuokrypio dėl linijų ilgių matavimo klaidų reikšmė 
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~σ  apibrėžiama nelygybe 

( )
.m008,0~  ≤σ

aniS
 

 
5. Išvados 
 

1. Pasiūlytas daugkartine linijine sankirta nustatomų 
taškų erdvinių koordinačių skaičiavimo, taikant 
linearizuotų parametrinių lygčių sistemą, metodas. 
Parametrinių pataisų lygčių sistema sprendžiama 
mažiausiųjų kvadratų metodu. 

2. Išlygintųjų erdvinių koordinačių tikslumui 
įvertinti išvestos jų kovariacijų formulės (5), (6), (8). 
Išlygintųjų koordinačių kovariacijų matricą sudaro dvi 
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komponentės. Viena kovariacijų komponentė įvertina 
išmatuotų linijų ilgių klaidų įtaką erdvinių koordinačių 
klaidoms, o antroji – parametrinių pataisų lygčių 
koeficientų klaidų įtaką išlygintųjų koordinačių klaidoms. 
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