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Santrauka. Straipsnyje analizuojamas daugkartine linijine sankirta nustatyty tasky erdviniu koordinaciu tikslumas.
Tokia linijinés sankirtos metodu nustatyty tasky sistema sudaro trilateracijos tinkla. Erdviniy koordinatiy reikSmems
skaic¢iuoti taikoma iSmatuoty linijy ilgiu parametriniy lygéiy sistema, lygtys linearizuojamos pagal apytikres tasky
koordinates. Apytikriy koordinaciy reikSmés gali buiti nustatomos bet kuriuo metodu. Apytikriy koordinaciy pataisos
skai¢iuojamos maziausiyju kvadraty metodu. Nagrinéjama iSmatuoty linijy ilgiu bei parametriniy lygeiy koeficienty

klaidy jtakaislygintyju erdviniy koordinagiy tikslumui.

ReikSminiai zodziai: trilateracija, erdvinés koordinatés, maziausiuju kvadraty metodas.

1. Jvadas

Daugkartinés linijinés sankirtos metodu nustatomy
taSky erdviniy koordinatiy reikSmems  skaiciuoti
panaudojami linijy direkciniai kampai bei kampy tarp
atitinkamy linijuy reikdmés. Kampy reikdméms skaiciuoti
taikomos kampu funkcinés iSraiskos iSmatuoty liniju
ilgiais [1-4]. T&iau toks skaiciavimy metodas néra
racionalus nei talkomy algoritmy, nei skai¢iavimuy
apimties prasme. Straipsnyje pateikiamas erdviniy
koordina¢iy skaiciavimo metodas taikant iSmatuoty liniju
ilgiu parametriniy lygéiy sistema. Netiesinés para-
metrinés lygtys linearizuojamos pagal apytikres tasky
koordinates, kuriy reikSmés gali bati nustatomos bet
kuriuo metodu [5-7]. Apytikriy koordinagiy pataisos
apskaiciuojamos maziausiyjy Kvadraty metodu, tiesiniy
parametriniy lygciu Sistema sprendziant iteracijomis.
Iteracinis procesas baigiamas, kai nustatomuy tasky
koordinagiy tikslumas atitinka priimtaji tiksluma.
Pateikiamos formulés, pagal kurias nustatoma apytikriu
koordinagiy bei parametriniu lygéiu koeficienty klaidu
itaka i8lygintyju koordinagiy tikslumui.

2. Linijinés sankirtosteorinis principas

Tasko erdvinéms koordinatéms nustatyti
daugkartine linijine sankirta taikysime parametriniy
lygeiy sistema (zr. pav.):

Sy = (0%¢ + Ay + 47 )
= ~y o~y ~p\U2
S, = (szzi +Aya +AZ2 )1 1)

.y =2 ~2 =22
Sy = (Axni +Ayy +Azy
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¢ia §ni— iSygintoji ni-tosios linijos ilgio reikdmé;

ASzni = ;i — X Agni = yi = Yo, AZ, =—zgi -z, — aitin-
kami idygintigji koordinadiy prieaugiai; X, Yn,Z,—
tikslios baziniy tasky koordinatés.
i
1(xq, Y1, 22) L N, Yo Z1)
2(X2, Y2, )
Daugkartinés linijinés sankirtos schema
Schema of multivariant linear intersection
Tikdios baziniy tasky 1, 2, ..., n erdvinés

koordinatés gali bati nustatomos ijvairiais metodais,
pavyzdziui, GPS, elektroniniais tacheometraisir kt.
Parametriniy lygéiu sistema linearizuojama i-tojo
taSko apytikriy koordinatiy srityje, ir raSoma pataisy
lygeiy sistema:
Vi = a9TX + 85Ty + 84377 +1y
i = A TX 3Ty +337Z +y

: @)

Vhi = am ™% +ap Ty + 2,377 +|ni

¢ia v, — ni-tosios iSmatuotos linijos ilgio pataisa,
ay = AXy; /Sni Ay =AYy /Sni , Ang = Az, /Sni - ni-
tosios pataisy lygties koeficientai; tx;,ty;, 1z — i-tojo



tasko
patai sos;

nustatomo apytikriy  erdviniy  koordinaciy
(Xi0+ Yio» Zio) li =Shio—Sy— ni-tosios
pataisy lygties laisvasis narys, S;; o— apytikris ni-tosios
linijos ilgis, apskaic¢iuotas pagal apytikres i-tojo tasko
koordinates, S; — iSmatuotas ni-tosios linijos ilgis.
Apytikrés i-tojo tasko koordinatés gali bati nustatytos
labai apytiksliai, pavyzdZiui, su keleto metry klaida. Tam
gai bati taikomas bet kuris metodas. Liniju ilgia
matuojami elektroniniaistolimagiais.

Parametriniy pataisu lygéiu sistema (2) matricy
iSraiSka:

V =At+L, (3)
¢ia V — iSmatuoty liniju ilgiy pataisy vektorius, A-—
pataisy lygciy koeficienty matrica, kurios matmenys
nx3 1t— i-tojo tasko apytikriy koordinatiy pataisu
vektorius, L =S,;—-S— laisvyjy nariy vektorius, S;—
apytikriy liniju ilgiu vektorius, S— iSmatuoty linijy ilgiu
vektorius.

Taikant daugkartinés erdvinés linijinés sankirtos
metoda iSmatuoty linijy skai¢ius turi tenkinti nelygybe
n > 3. Kuo didesnisiSmatuoty linijy skaicius, tuo tiksliau
gdima nustatyti i-tojo tasko Kkoordinates taikant
maziausiyju kvadraty metoda.

Vektoriaus t reikSmé gaunama kaip normaliniy
lygeiy sistemos sprendinys:

t=-N"o=-N"ATPL, (4)
gia N = ATPA— normaliniy lyggiy koeficienty matrica,
P — i&matuoty linijy ilgiu svoriy matrica, = AT PL —
normaliniy lyg¢iy laisvujy nariy vektorius.

Kadangi i-tojo tasko pradinés apytikrés koordinatés
gdli buti nustatytos su didelémis klaidomis, tai normaliniy
lygeiy sistema sprendZiama iteraciniu metodu. V ektoriaus
T reikSmé tikslinama tol, kol dvigjy gretimy iteraciju
rezultaty skirtumas bus maZesnis uZ i$ anksto pasirinkta
teigiamaji skai¢iuy €, apibadinantj skaiciavimy tiksuma.

3. I8lygintyjy koor dinaciy tiksdumo jvertinimas

ISygintyju i-tojo taSko koordinatiuy reikdmeés
Skai¢iuojamos taip:

Yi [=| Yio |[T| Wi |

z; Z (72

abaT, =Ty +1, iaT, =(x,v.2).
18lygintyjy i-tojo tasko koordinaciy vektoriaus 'F,
kovariacijy matrica Kf yralygi

K; =Ky, +Ko=Kq,
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nes Ky =0, ka idyginimo procedurose fiksuotas

nekintantis tasko apytikriy koordinaciy vektorius.
Diferencijave matricas [2, 4] paga formule (4)

gauname
.
(3]

A, “oA), (5

T

SRCIRTES

aL J, aL J,

Kz + Kefa)s
¢ia dalinés iSvestinés simbolio indeksas O rodo, kad jos
reikSme apskaiciuota pagal zinomas atitinkamy dydziy
reik3mes.

Toliau gauname formules (5) komponente K )
esant linijy ilgiy matavimo klaidoms:

K =(NATP)K (N ATR) =
N TATPKPAN ' =62N 2,

(6)

linijos ilgio, kai svoris lygus vienetui, standartinis
nuokrypis.
Kovariacijy matricos K, komponent¢ K, rodo

iSmatuoty linijy ilgiu klaidy jtaka vektoriaus Tt nustatymo
tikslumui.

Antroji kovariacijy matricos K komponente K
rodo pataisy lygéiu koeficienty klaidy jtaka vektoriaus t
nustatymo tiksiumui. K, skai¢iavimuose vektoriaus t
skleistine panaudosime kitu pavidalu:

t=-N"ATPL=-N"'L, A, =
LT

p A
N

A, |,
A3

@)
.

L
LP

¢ia L, =PL, A— matricos A i-tasis stulpelis (i-tasis
vektorius), i =1,2,3.
Formuléje (7) taikomi Zyméjimai

AT pl:l
AT =[Al |, L, =pPL=| P22
AT
’ Pl
it ATPL=L5 A, Lpn=(Lp Ly Lp )y
Kovariacijy matricos K. komponentg K.,
taikydami lygybe (7), gauname:
T R
Kr(a) =N I-anAn (N Lpn) = 8)

-4 T -1
N Ka LN



Pataisu lygeiu koeficienty kovariaciju matricos K A,
iSraiska

Kan Kaa, Ko
KAn = KAZA1 KAZAZ KA2A3 1 ©)
K A3A1 K A3A2 K A3A3

cia Kaa, = A -tojo ir A;-tojo matricos A stulpeliy
kovariacijy matrica, kurios matmenys (nxn). A
stulpelio elementams apskaic¢iuoti taikomi liniju ilgiu
koordinagiy prieaugiai Ax, A, stulpelio elementams —
Ay ir A; stulpelio elementams— Az

Kovariacijy matricos, pavyzdziui Kpa, Kaa,
raSomos taip:
K(ay &) Klay az) K(ay, @)
Kan, = K(aga) Klag, ay) K (821, ) (1)
K (@ an) K(ap, ag) K (@ng, )
K(ay,a3) Klag,ay) K(ay, ang)
Kan = K(az,a13) Kl(az az) K(@z1,n3) (11)
K@, as) Klan, azs) K(@n ans)

Analogiskai skaic¢iuojamos ir kitos kovariacijy
matricos K (9) komponentes. Kadangi linijy ilgia
matuojami nepriklausomai vienas nuo kito, tai formulés
(9) komponentés Kpa,Kan,,o ir kt. tures tik

diagonaliuosius narius, kurie yra atitinkamy pataisy
lygciu koeficienty kovariacijos. Kai kuriy kovariaciju
iSraiskos:

1 1
K(ay, ay)= M[§8Axli -gﬁAxﬂj:

(12)
é DAXy;
1
g K (Axy; , Ay, ),
1 1
K(an' a13): M [—5AXJJ- -—08AZ;; j =
S % (14)

1
> K (A%, Azy; ),

¢ia 0AXy; = Axy; — MAXy;, MAXg; — koordinagiy prieaugio
Axy; vidurkis, DAx; — koordinagiy prieaugio Ax
dispersija. Analogiskosir dAy;;, 8Az; dydZiy iSraiskos.
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Atitinkamy dydZziy kovariacijos néra didesnés nei
pavieniy dydZiy dispersijos, t. y.:

K (Axg , Ay )< DAXy;,

K (Ax;, Ayy ) < DAy,
ir atitinkamos kity dydziy nelygybeés.

Nustatysime pavienio tasko koordinagiy pataisy
vektoriaus t kovariaciju matrica K(a), €sant pataisy
lygeiu koeficienty klaidy jtakai, paprastame pavyzdyje,

ka n=4, s;=100m j=(1234), DAx; =
DAy = DAz =...=1m (parametriniy lygéiy lineari-
zavimo  tikdumas), ay=a,,=a, <l P=E,

L=(1111)" m, ¢,=0,01m.

Taikydami formules (8-12) apskaiciuojame viduting
reikSme:

Kya) S4-10*N7IN"! = 0,25-10 " Em?,

kai N™* =~ 0,25E.

Taigi pavienio taSko koordinatiy pataisu 1X, Ty, 12
bei i8lygintyju koordinaciy standartiniy nuokrypiu
reik8mes dél pataisy lygéiu koeficienty klaidy jtakos yra

|ygiOS G;(a) = Gy(a) = Gz(a) <0,005m.

Koordinatiy pataisy 1tX,ty,72z be iSlygintyu
koordinatiy standartiniy nuokrypiu reikSmes dél linijy
ilgiu matavimo klaidy yralygios:

=~ Gy() = O3() < Go4/(N-1); 0,005m.

4. 18lygintyjy linijy ilgiy tikslumo jvertinimas

Sx()

Ivertinsime idlygintyju liniju ilgiu vektoriaus 5
tikduma, atsizvelgdami | parametriniy pataisu lygciu
koeficienty a;; klaidy itaka. Galima parasyti

§=S+V=SO+AT, (15)
arba
Ael
= A
S=S,+ 7 h,
Aen
¢ia Ay —matricos A i-toji eilute.
Lygybe (15) iSreikSime kitu pavidalu —
T’ 0\ AL
-~ T T
S=S,+TLA, =S, + * Aez | (16)
0 o AL



Turint nauju idygintyju liniju ilgiuy vektoriaus é
pavidala (16) gaima paraSyti kovariaciju matricos
iSraiska esant pataisu lygciy koeficienty klaidy jtakai:

K3

=KSO +T£KAeTe’ (17)

(a)
dia T, =(1',1',...,1:)

dagr Ka — matricos A eluciy

tarpusavio kovariacijy matrica,

Kanaa  Kaga, KagA,

K , = K AezPer K AcrAg K A, (19
K Aen At K AgnAer K Ag A,

Kadangi liniju ilgia matuojami nepriklausomai

vienas nuo kito, tai kovariacijuy matricos

K

Ae
nediagonaligji nariai yra lygas nuliui. Taigi lygybé (17)
igauna §i pavidala:

K =Ks

T

T Kaa,T ) o
T KAberZT (19)

T
T KAenAenT

¢ia Kg =0, nesidlyginimo procedirose S, laikomas

nekintamu fiksuotu vektoriumi.
Matricos A n-tosios eilutés nariy tarpusavio
kovariaciju matricatokia:

KA =
K(anli anl) K(anlv anz) K(anlv ans)
K(an,am) Kl@nan) Klan,,an
K (ans ' anl) K (ans »8n2 ) K (ans 1 8n3 )

(20)

Kai kuriy kovariacijy iSraiSkos —

K(an,ay)=M (i 8AX, i SAX, j =
ni ni
1
oy DAX, ,
ni
1 1
K (anlv an ) =M (S_ OAXy s dAY \J =
n ni
1
-2 K(Axni + AY i )1
Sni
1 1
K(ay, )= M(—ﬁAX i -——OAzZ »J:
n n Sm ni Snl ni
1
a2 K(Axni *Azni )

ni

95

Taikydami  ankstesniame  pavyzdyje
pradiniy duomeny reikSmes gauname:

pateikty

T _
K’S‘(a)STe KAeTe_
111
111 0 0
111
-4_T ) _
107%t,| o - ‘ 0 |Te
111
0 0 111
111
107*.9-E,

kat=(1 1 1)'m

Taigi Suo atvegu idlygintyju liniju ilgiu §ni
trilateracijos tinkle tiksumas esant pataisy lygciu
koeficienty klaidy jtakai jvertinamas ribine standartinio
nuokrypio reikSme 051_( ) <0,03m.

[8ygintyju liniju ilgiy vektoriaus é tikslumas,
atsizvelgiant i linijy ilgiy matavimo klaidas, ivertinamas
kovariacijy matrica K§(|)' kuri lygi

_~2aAN-LaT

K§(|)—00AN Al

Panaudoje¢ ankstesnio pavyzdZio pradinius duomenis
turime

11 1y1 .. 1
K=, <107*.0,25E| . 1 .. 1=
S(l)
1111 ..1
1
4 1
0,25-107" - .
11 .1
ISygintojo linijos ilgio vidutiné standartinio

nuokrypio dél liniju ilgiu matavimo klaidy reiksmeé
o2 )apibréiiamanelygybe Gén <0,008m.
i(a)

ni(a
5. ISvados

1. Pasiulytas daugkartine linijine sankirta nustatomuy
taSky erdviniy koordinagiy  skaiciavimo, taikant
linearizuoty parametriniy lygciy sistema, metodas.
Parametriniu  pataisy lygéiu sistema sprendZiama
maZiausiyjy kvadraty metodu.

2. 18ygintyju erdviniy koordinatiy tikdumui
ivertinti iSvestos ju kovariaciju formulés (5), (6), (8).
I8lygintyjy koordinatiy kovariaciju matrica sudaro dvi



komponentés. Viena kovariaciju komponenté jvertina
iSmatuoty linijy ilgiy klaidy itaka erdviniy koordinaciu
klaidoms, o antroji — parametriniy pataisu lygciu
koeficienty klaidy jtaka i8lygintyju koordina¢iy klaidoms.
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