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1. Įvadas

Gravimetriniai tinklai sudaromi pagal gravimetrinių 
matavimų duomenis, siekiant detaliai nustatyti gravita-
cijos lauką. Šiuo metodu atliekami absoliutieji ir santyki-
niai sunkio pagreičio matavimai. Tai nūdienos gravime-
trinis pagrindas tolesniems gravitacijos lauko tyrimams 
(Petroškevičius 1995, 2000; Petroškevičius, Paršeliūnas 
2003; Sas-Uhrynowski et al. 2002).

Gravimetrinių matavimų rezultatuose visada esti 
klaidų – ir atsitiktinių, ir sistemingųjų (Skeivalas 1995, 
2007). Gravimetriniams matavimams būdinga tam tikra 
specifika – gravimetrų nulio slinktis. Todėl būtini atitin-
kami matavimo rezultatų apdorojimo metodai, kuriuos 
taikant galima būtų efektyviau eliminuoti įvairias mata-
vimų klaidas. Vienas iš metodų matavimų sistemingo-
sioms klaidoms eliminuoti yra papildomų parametrų 
taikymas išlyginimo procedūrose (Skeivalas 1995, 2007, 
Skeivalas, Stankevičius 2003; Skeivalas, Urbšys 1998).

Straipsnyje analizuojama papildomų parametrų 
taikymas siekiant eliminuoti gravimetrinių matavimų 
sistemingąsias klaidas, gravimetrinio tinklo išlyginimas, 
įvertinant pradinių duomenų klaidų įtaką išlygintųjų dy-
džių bei parametrų tikslumui, bei nelaisvojo ir laisvojo 
gravimetrinio tinklo išlyginimo variantai.

2. Sistemingųjų klaidų teorinis modelis

Sunkio pagreičio prieaugių gravimetriniuose tinkluose 
matavimo rezultatams apdoroti racionaliausia taikyti ma-
žiausiųjų kvadratų metodą su papildomais parametrais. 
Šiuo metodu galima atitinkama programine įranga auto-
matiškai sudaryti kompiuterinę parametrinių lygčių sis-
temą. Matavimo rezultatų kokybė gravimetrinio tinklo 
eigose kontroliuojama pagal sunkio pagreičio prieaugių 
dvigubųjų matavimų duomenų skirtumus bei pagal tų 
pačių prieaugių nesutapimus poligonuose. Taikant pa-
pildomus parametrus gravimetrinių tinklų apdorojimo 
procedūrose galima pasirinktinai kontroliuoti ir, remian-
tis tikimybe, eliminuoti sistemingąsias klaidas pavienė-
se gravimetrinio tinklo eigose. Visose eigose to padaryti 
neįmanoma, nes turi būti paisoma nelygybės sąlygos, kad 
išmatuotų dydžių skaičius n būtų didesnis už bendrą pa-
rametrų skaičių k + s, t. y. n > k + s, čia k, s – atitinkamai 
pagrindinių ir papildomų parametrų skaičius.

Panaudodami papildomus parametrus δ, kaip gra-
vimetrinių eigų sistemingąsias klaidas, ir sąlygines patai-
sų lygtis, galime parašyti šią pataisų ir sąlyginių lygčių 
sistemą (Petroškevičius 2000):
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čia V – pataisų vektorius (n × 1), τ – sunkio pagreičių, kaip 
pagrindinių parametrų, pataisų vektorius (k × 1), δ – sun-
kio pagreičių prieaugių pataisų vektorius (n × 1),  A – pa-
taisų lygčių koeficientų matrica (n × k), C – papildomų 
parametrų pataisų lygtyse koeficientų matrica  (n × n), 
Ar – sąlyginių pataisų lygčių koeficientų matrica (r × n); 
L, ,r u uA B A Tω = +′′ – laisvųjų narių vektoriai, L = AT – B, T – taškų sun-
kio pagreičių apytikrių reikšmių vektorius, B – išmatuotų 
sunkio pagreičio prieaugių vektorius. Vektoriuje δ nulinių 
elementų skaičius yra lygus n – s. Sąlyginių lygčių laisvųjų 
narių vektorius ,r u uA B A Tω = +′′ apskaičiuojamas pagal formulę

,r u uA B A Tω = +′′  (2)

čia Au – pradinių duomenų koeficientų matrica (r × u), 
Tu – pradinių duomenų vektorius, r – sąlyginių lygčių 
skaičius, u – pradinių duomenų skaičius.

Sąlyginių lygčių formavimo procedūros gali būti 
įvairios – pagal sunkio pagreičių tinklo sudėtingumą, 
sunkio pagreičio prieaugių matavimų tikslumą ir kt.

Lygčių sistemos (1) sprendinys, taikant mažiausiųjų 
kvadratų metodą: 
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,TC PLω =′  P – išmatuotų sunkio pagreičio prieaugių 
svorių matrica (n × n), k – koreliatų vektorius (r × 1).

Atitinkamų matricų išraiškos yra lygios:
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Atvirkštinę blokinę matricą, taikydami K. R. Koch 

formulę, galime užrašyti šiuo pavidalu (Koch 2000):
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σ0 – matavimo rezultato, kurio svoris lygus vienetui, 
standartinis nuokrypis.

Taikant papildomų parametrų pataisas δ ir sąlygines 
lygtis sumažėja pagrindinių parametrų τ tikslumas, nes tam 
tikra dalis matavimų procese gautos informacijos panaudo-

jama papildomiems parametrams nustatyti. Aišku, dėl to 
nukenčia pagrindinių parametrų tikslumas, tačiau taikant 
šias papildomas procedūras galima atlikti išsamesnę geode-
zinių tinklų, šiuo atveju gravimetrinių tinklų, analizę.

Pateiksime kovariacijų matricų pokyčių rezultatus, 
kai netaikomi ir kai taikomi papildomi parametrai.

Iš lygčių (3) ir (4) matyti, kad pagrindinių sunkio 
pagreičio parametrų pataisų vektoriaus τ kovariacijų 
matrica Kτ, kai netaikomi papildomi parametrai δ ir są-
lyginės lygtys, yra šios išraiškos:
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Vektoriaus τ kovariacijų matrica Kτ′ , taikant tik pa-
pildomus parametrus δ be sąlyginių lygčių, yra lygi
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Taigi iš formulių (7) ir (8) matyti, kad taikant papil-
domus parametrus δ pagrindinių parametrų τ dispersi-
jos padidėja dydžiu

∆ ′ = ( )−K FH Fii
T

iiτ σ, 0
2 1 .  (9)

Nors taikant papildomus parametrus sumažėja nu-
statomų pagrindinių parametrų tikslumas, tačiau tokia 
procedūra padeda išsamiau atlikti geodezinių tinklų 
analizę, vertinti galimų klaidų šaltinius.

3. Išlyginimo modelių variantai ir eksperimento 
rezultatai

Teorinei bei praktinei atsitiktinių ir sistemingųjų klai-
dų analizei naudotasi Lietuvos gravimetrinio pirmosios 
klasės tinklo (1 pav.) matavimų duomenimis (Sas-Uhry-
nowski et al. 2002). Gravimetrinis tinklas buvo išlygintas 
mažiausiųjų kvadratų metodu taikant keturis modelius:

1. Tinklas išlygintas kaip nelaisvasis tinklas (rango 
defektas d = 0), t. y. laikant pradinius duomenis 
neklaidingais.

2. Tinklas išlygintas įvertinant pradinių duomenų 
klaidų įtaką išlygintųjų dydžių ir parametrų tiks-
lumui.

3. Tinklas išlygintas kaip laisvasis tinklas (rango de-
fektas d = 3), t. y. pradiniai duomenys kaip išlygini-
mo parametrai taikomi išlyginimo procedūrose.

4. Tinklas išlygintas taikant papildomus parametrus 
matavimų sistemingosioms klaidoms eliminuoti.

Skaičiavimai atlikti taikant mažiausiųjų kvadratų 
metodą pagal algoritmus, išdėstytus darbuose (Skeiva-
las 1995, 2007; Skeivalas, Stankevičius 2003; Skeiva-
las, Urbšys 1998) ir kompiuterinę programą „Tinparg.
m“, sudarytą taikant „Matlab“ programinio paketo ope-
ratorius. Kiekvieno išlyginimo modelio atveju buvo 
apskaičiuoti matavimo rezultato, kurio svoris lygus vie-
netui, standartinio nuokrypio σ0 įverčiai m0:

m0 = 6,3 µGal – kai išlyginamas nelaisvasis tinklas,
m0u = 6,2 µGal – kai tinklas išlyginamas įvertinant 

pradinių duomenų klaidas,
m01 = 6,3 µGal – kai išlyginamas laisvasis tinklas.
Matavimo rezultatu, kurio svoris lygus viene-

tui, buvo pripažintas gravimetrinio tinklo eigos sunkio 
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1 pav. Lietuvos gravimetrinis pirmosios klasės tinklas ir poligonų nesąryšiai, µGal 
Fig. 1. Lithuanian National Gravimetric First Order Network and closing errors of polygons µGal

2 pav. Sunkio pagreičio reikšmių skirtumai (dg21 —, dg23 —, dg24 —) 
Fig. 2. Difference of gravity value (dg21 —, dg23 —, dg24 —)
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Sunkio pagreičio reikšmių skirtumai, µGal 
Differences of gravity value µGal

Punkto 
Nr. Punktas dg21 dg23 dg24

1 Alytus          1,0 5,8 0,7
2 Biržai          –0,6 8,2 –2,2
3 Druskininkai     1,0 5,8 0,7
4 Eišiškės        1,4 5,0 1,3
5 Girkalnis       –0,5 8,5 –1,3
6 Jonava          –0,1 7,5 –0,8
7 Joniškis        –0,6 8,5 1,3
8 Jurbarkas       –0,5 8,7 –1,3
9 Kėdainiai       –0,5 7,9 –1,5

10 Kelmė           –0,7 8,6 –1,4
11 Kretinga        –0,8 9,4 –1,6
12 Kupiškis        –0,5 7,9 –5,0
13 Kuršėnai        –0,6 8,8 –1,3
14 Lazdijai        0,7 6,2 0,3
15 Maišiagala      0,8 5,9 0,8
16 Marijampolė     0,5 6,5 0,1
17 Mažeikiai       –0,6 8,9 –1,2
18 Molėtai         0,2 6,8 –0,2
19 Pabradė         0,6 6,0 1,4
20 Pakruojis       –0,7 8,4 4,5
21 Pandėlys        –0,5 7,9 –4,6
22 Pasvalys        –0,8 8,3 0,3
23 Piliuona        0,0 7,3 –0,6
24 Pirčiupiai      1,4 4,8 1,3
25 Rietavas        –0,7 9,3 2,2
26 Rokiškis        –0,3 7,6 –6,5

3 pav. Išlygintųjų parametrų (sunkio pagreičio) vektoriaus (4-asis modelis) kovariacijų matricos Ktsc grafinis vaizdas 
Fig. 3. Graphic view of adjusted parameters of gravity value vector (4th model) of the covariance matrix Ktsc

Punkto 
Nr. Punktas dg21 dg23 dg24

27 Saločiai        –0,7 8,4 –0,2
28 Skuodas         –0,8 9,1 –1,9
29 Stulgiai        –0,7 8,9 –1,7
30 Šakiai          0,0 7,6 –0,6
31 Šalčininkai     1,5 4,7 1,4
32 Šeduva          –0,6 8,4 –1,8
33 Šiauliai        –0,7 8,5 –1,1
34 Šilai           –0,4 8,0 –2,8
35 Šilalė          –0,7 9,3 –1,1
36 Šilutė          –0,7 9,4 –1,1
37 Širvintos       0,4 6,7 0,0
38 Tauragė         –0,7 9,0 –1,3
39 Telšiai         –0,7 9,2 –2,7
40 Ukmergė         –0,1 7,3 –0,7
41 Utena           –0,2 7,3 –3,1
42 Varėna          1,1 5,3 0,9
43 Vidiškės        0,2 6,7 2,5
44 Vievis          1,0 5,5 0,8
45 Vilkaviškis     0,4 6,8 –0,1
46 Zarasai         0,0 7,2 –13,7
47 Žagarė          –0,6 8,8 –0,4
48 Žiežmariai      0,5 6,6 0,0
49 Panevėžys (nulinės klasės 

punktas)
–0,9 8,5

50 Klaipėda (nulinės klasės 
punktas)

–0,9 9,7

51 Vilnius (nulinės klasės punktas) 1,7 4,3
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pagreičio prieaugių aritmetinis vidurkis, apskaičiuotas 
pagal trijų gravimetrų matavimų rezultatus.

Sunkio pagreičio reikšmių g1, g2, g3, g4, gautų išly-
ginant skirtingais variantais,  tarpusavio skirtumai dg21 = 
g2 – g1, dg23 = g2 – g3, dg24 = g2 – g4, yra pateikiami lentelėje 
ir 2 paveiksle. Jų absoliučiosios reikšmės neviršija tokių 
dydžių: dg21 ≤ 1,7 µGal, dg23 ≤ 9,7 µGal, dg24 ≤ 6,5 µGal,  
išskyrus punktą Zarasai, kuriame dg24 = –13,7 µGal.

Tai byloja apie pavienių eigų sistemingąsias klaidas. 
Pagal ketvirtojo modelio variantą buvo atliekama 7 poli-
gonų (1 pav. parodyta skrituliukais) eigų sunkio pagrei-
čio prieaugių matavimo sistemingųjų klaidų paieška.

Tinklo eigų išlygintųjų sunkio pagreičio prieaugių 
reikšmės ir išlyginus gautos pataisos visų keturių modelių 
skiriasi tarpusavyje nuo 0,6 µGal iki 8,9 µGal. Didžiausi 
skirtumai (apie 8,8 µGal) 3-ojoje, 66-ojoje, 81-ojoje tink-
lo eigose. Jos siejasi su poligonais, kurių didžiausi nesą-
ryšiai šiaurinėje Lietuvos dalyje.

Gravimetrinių punktų išlygintųjų sunkio pagreičių 
standartinių nuokrypių įverčiai svyruoja nuo 2,6 µGal 
iki 8,2 µGal 46-ajame taške.

Lietuvos gravimetrinio nulinės klasės tinklo punk-
tai (Panevėžys, Klaipėda, Vilnius) buvo panaudoti gra-
vimetrinio pirmosios klasės tinklo išlyginimo procedū-
rose kaip parametrai, taikant 2-ąjį ir 3-ąjį modelius. Šių 
dviejų modelių nulinės klasės punktų sunkio pagreičio 
reikšmių nuokrypiai nuo 1-ojo modelio reikšmių – nuo 
1 µGal iki 10 µGal, o standartinių nuokrypių įverčiai – 
nuo 2,5 µGal iki 4,0 µGal.

3 pav. parodytas punktų išlygintųjų sunkio pagrei-
čių vektoriaus kovariacijų matricos grafinis vaizdas, kai 
tinklas išlygintas taikant papildomus parametrus mata-
vimų sistemingosioms klaidoms eliminuoti. Diagonalieji 
kovariacijų matricos elementai yra atitinkamų punktų 
sunkio pagreičių dispersijos.

4. Išvados

1. Atlikta teorinė ir praktinė gravimetrinių tinklų išlygini-
mo mažiausiųjų kvadratų metodu analizė, taikant ketu-
ris išlyginimo modelius: išlyginant tinklą kaip nelaisvąjį 
ir kaip laisvąjį, pagal pradinių duomenų klaidų įtaką bei 
taikant papildomus parametrus sistemingosioms klai-
doms eliminuoti.

2. Nustatyta, kad išlyginimo procedūrose taikant pa-
pildomus parametrus galima tikimybine prasme 
eliminuoti išmatuotų sunkio pagreičių prieaugių 
sistemingąsias klaidas. Tai parodo ir šio modelio 
išlygintųjų sunkio pagreičių vektoriaus kovaria-
cijų matricos elementų absoliučiosios reikšmės, 
kurios yra didesnės nei kitų modelių. Kadangi sis-
temingosioms klaidoms nustatyti naudojama tam 
tikra dalis matavimų informacijos, todėl taškų iš-
lygintųjų sunkio pagreičių, kaip pagrindinių para-
metrų, tikslumas taikant šį modelį sumažėja.
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