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1. Įvadas

GPS sistemos taškų koordinatėms nustatyti bei naviga-
cijai paprastai yra sunkiai pritaikomos urbanizuotose 
teritorijose ir pastatuose. Taip yra dėl labai silpnų GPS 
signalų, kurie urbanizuotose teritorijose bei pastatų vi-
duje dar labiau susilpnėja, kai signalų stiprio slopinimo 
faktorius siekia 100 ir daugiau (Eissfeller et al. 2005). Šiai 
problemai spręsti skirta nemažai straipsnių (Eissfeller et 
al. 2005; Küpper 2007; Lee 1995; Lee et al. 1996; Rets-
cher, Killer 2006; Thienelt et al. 2006), kuriamos įvairios 
multisensorių sistemos, kaip pvz., FWF-Projekt NAVIO. 
Atliekant tyrimus objektų padėties nustatymo tikslumas 
siekia nuo keleto iki keleto dešimčių metrų.

Straipsnyje analizuojamas taškų koordinačių nusta-
tymo ir navigacijos taikant GSM hibridines sistemas me-
todas. Taškų koordinatėms laisvoje erdvėje, urbanizuotoje 
teritorijoje bei pastatuose nustatyti sudaromas trilateraci-
jos tinklas, į kurį įtraukiama GSM stotys ir mobilieji GSM 
imtuvai (Dargis 2007; Skeivalas, Dargis 2006). GSM sto-
tys yra trilateracijos tinklo pradiniai taškai, jų koordinatės 
randamos GPS metodu. Trilateracijos tinklo stygos, t. y. 
atstumai tarp GSM stočių ir mobiliųjų GSM imtuvų, gau-
nami pagal atitinkamų GSM signalų galių santykį. 

Taškų erdvinėms koordinatėms skaičiuoti taikomas 
linijinės sankirtos metodas – sprendžiama mažiausiųjų 
kvadratų metodu linearizuotų parametrinių lygčių sistema. 
Sistemos sprendinys tikslinamas iteracijomis ir taikant Kal-
mano filtrą. Rezultatų tikslumas įvertinamas pagal apskai-
čiuotų taškų koordinačių kovariacijų matricos įverčius.

2. Teorinis principas

Taško erdvinėms koordinatėms apskaičiuoti, taikant tri-
lateracijos metodą, būtina nustatyti linijų ilgius tarp ba-
zinių GSM stočių ir mobiliojo GSM imtuvo. GSM stočių 
erdvinės koordinatės yra žinomos ir nustatytos GPS me-
todu. Atstumas tarp GSM stoties ir mobiliojo GSM imtu-
vo randamas pagal GSM stoties spinduliuojamo ir mobi-
liojo imtuvo priimtojo signalų galių lygmenis, išreikštus 
decibelais. Skaičiavimams naudojami spinduliuojamų 
arba priimtųjų galių santykiai su atitinkamais galių vie-
netais, pvz., 1 mW. Tuomet galių santykių išraiška deci-
belais užrašoma dešimtainių logaritmų pavidalu:
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čia p1 – spinduliuojamos arba priimtos galios reikšmė, 
p0 – atitinkamos galios vienetas, pvz., p0 = 1 mW. Kai 
p0 = 1 mW, dydžio F mato vienetas yra dBm.

Atstumas S tarp GSM stoties ir mobiliojo imtuvo 
apskaičiuojamas pagal empirinį Okumura–Hata algori-
tmą (Barbiroli, Giannetti 1998; Küpper 2007):

S = 10c km, (2)
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čia LS – spinduliuotos galios sumažėjimas dB spindulių 
sklidimo trajektorijoje, k – koeficientas, kurio reikšmė 
priklauso nuo aplinkos, hb – bazinės GSM stoties aukštis 
virš Žemės paviršiaus, m, a – koeficientas, kurio reikšmė 
priklauso nuo mobiliojo imtuvo aukščio.

Atitinkamų koeficientų reikšmės:
k = 146,8 – miesto teritorijos,
k = 136,9 – pusiau atviros teritorijos,
k = 127,5 – kaimo teritorijos,
k = 118,3 – atviros erdvės,
a = 0 – kai mobiliojo imtuvo aukštis hm = 1,5 m.
Kitos koeficiento a reikšmės skaičiuojamos pagal 

formulę:
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Dydžio LS reikšmė nustatoma pagal formulę:

LS = E + Rx, (5)

čia E – spinduliuojamos galios santykis, dB, Rx – mobi-
liojo imtuvo priimtos galios santykis, dB.

Nagrinėsime tarp GSM stoties ir mobiliojo imtuvo 
nustatomo atstumo S tikslumo priklausomybę nuo spin-
duliuotės galios sumažėjimo LS, dB, sklidimo trajektori-
joje matavimo tikslumo. Pagal formules (2) ir (3), panau-
dojus vidutines parametrų reikšmes k = 146,8; hb = 30 m 
ir a = 0, galima parašyti

1
lg 3,6.
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Toliau gauname atstumo S standartinio nuokrypio  
σS išraišką priklausomai nuo standartinio nuokrypio :
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Norėdami gauti matuojamą atstumą su santyki-
ne klaida σS/S ≈ 1/200 (pvz., 2000 m atstumą nustatyti 
10 m tikslumu) turime spinduliuotės galios sumažėjimą 
LS išmatuoti su standartiniu nuokrypiu 0,1 dB.

SLσ ≈  
Taigi tarp bazinių stočių esant 2–5 km atstumams ir 
nustatant dydžio LS reikšmę su standartiniu nuokrypiu 

0,1 dB.
SLσ ≈ , maždaug su 10 m klaidomis įmanoma nu-

statyti GSM mobiliojo imtuvo koordinates. Dabartinių 
technologijų ir metodų lygmeniu dydį LS įmanoma iš-

matuoti maždaug 1 dB
SLσ >  tikslumu. Tai atitinka apri-

orinį koordinačių 100 m tikslumą.

3. Koordinačių nustatymo metodas

GSM mobiliojo imtuvo erdvinėms koordinatėms nusta-
tyti pagal daugkartinę linijinę sankirtą taikoma parame-
trinių lygčių sistema (žr. pav.) (Skeivalas, Dargis 2006; 
Skeivalas 2008):
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čia niS  – išlygintoji ni-tosios linijos ilgio reikšmė; niX∆ =

 , ,i n ni i n ni i nX X Y Y Y Z Z Z− ∆ = − ∆ = − 
   – atitinkami iš-
lygintieji koordinačių prieaugiai; , ,i i iX Y Z   – GSM mobi-
liojo imtuvo išlygintosios koordinatės, Xn, Yn, Zn – GSM 
bazinės stoties koordinatės.

Parametrinių lygčių sistema linearizuojama i-tojo 
mobiliojo imtuvo apytikrių koordinačių srityje, pavyz-
džiui, apytikrėmis koordinatėmis galima laikyti GSM 
stočių atitinkamų koordinačių vidurkius. 

Daugkartinės linijinės sankirtos schema

Schema of multivariant linear intersection

Linearizuotų pataisų lygčių sistema:
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čia vni – ni-tosios išmatuotos linijos ilgio pataisa; an1 = 
(∆xni / Sni)0, an2 = (∆yni / Sni)0, an3 = (∆zni / Sni)0 – ni-to-
sios pataisų lygties koeficientai, apskaičiuoti žinant apy-
tikres koordinates; τxi, τyi, τzi, – i-tojo GSM mobiliojo 
imtuvo apytikrių koordinačių (xi0, yi0, zi0) pataisos; lni = 
(Sni, 0 – Sni) – ni-tosios pataisų lygties laisvasis narys; 
Sni, 0 – apytikris ni-tosios linijos ilgis, apskaičiuotas pa-
gal apytikres i-tojo imtuvo koordinates; Sni – išmatuotas  
ni-tosios linijos ilgis.

Taikant erdvinės trilateracijos metodą, išmatuotų lini-
jų skaičius turi atitikti nelygybę n ≥ 3. Kuo didesnis išma-
tuotų linijų skaičius, tuo tiksliau, taikant mažiausiųjų kva-
dratų metodą, galima nustatyti i-tojo imtuvo koordinates.
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Parametrinių pataisų lygčių sistema (9) matricų pa-
vidalu užrašoma

V = Aτ + L,       (10)

čia V – išmatuotų linijų ilgių pataisų vektorius, A – pa-
taisų lygčių koeficientų matrica n×3, τ – i-tojo imtuvo 
apytikrių koordinačių pataisų vektorius, L = S0 – S – lais-
vųjų narių vektorius, S0 – apytikrių linijų ilgių vektorius, 
S – išmatuotų linijų ilgių vektorius.

Vektoriaus τ reikšmė gaunama kaip normalinių lyg-
čių sistemos sprendinys:

τ = –N –1ω = –N –1ATPL,       (11)

čia N = ATPA – normalinių lygčių koeficientų matrica, 
P – išmatuotų linijų ilgių svorių matrica, ω = ATPL – 
normalinių lygčių laisvųjų narių vektorius.

Kadangi i-tojo imtuvo pradinės apytikrės koordi-
natės nustatomos su didelėmis klaidomis, tai normalinių 
lygčių sistema sprendžiama iteravimo metodu. Pataisų 
vektoriaus τ reikšmė tikslinama tol, kol dviejų gretimų 
iteracijų rezultatų skirtumas tampa mažesnis už iš anks-
to pasirinktą teigiamąjį skaičių ε, apibūdinantį matavi-
mų ir skaičiavimų tikslumą.

Išlygintųjų i-tojo imtuvo koordinačių vektoriaus 
reikšmė yra lygi

T = T0 + τ,
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0,=TK  kai išlyginimo procedūrose fiksuotas nekin-
tantis i-tojo taško apytikrių koordinačių vektorius.

Pataisų vektoriaus τ kovariacijų matrica Kτ, taikant 
lygybę (11), gaunama taip:
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Praktiniams skaičiavimams buvo sudaryta kompiu-
terinė programa VSM.m, kurioje taikomi Matlab progra-
minio paketo operatoriai.

Skaičiavimams naudotasi Vilniaus m. GSM stočių 
tinklu – matavimai atlikti mobiliuoju telefonu Nokia su 
Net Monitor, integruotu trijuose taškuose, kurių erdvinės 
koordinatės žinomos LKS 94 koordinačių bei normali-
nių aukščių sistemoje. Signalai mobiliuoju telefonu buvo 
priimami iš šešių bazinių GSM stočių, nustatant LS reikš-
mes su maždaug 1 dB klaidomis.

Apdorojant matavimų rezultatus buvo panaudoti 
du sankirtų variantai – iš trijų ir šešių bazinių stočių. Ap-

skaičiuotų koordinačių nuokrypiai nuo tikrųjų reikšmių 
parodyti lentelėje.

GSM imtuvo koordinačių nuokrypiai 
Deviations of the coordinates of GSM recipient

Taško 
nr.

Nuokrypiai, m
trijų sankirtų variantas šešių sankirtų variantas
δx δy δH δx δy δH

1 10 215 37 220 110 50
2 57 15 17 72 17 69
3 220 180 40 30 240 88

GSM imtuvo apskaičiuotų koordinačių reikšmių 
standartinių nuokrypių įverčiai svyruoja nuo keleto me-
trų iki 90 m.

GSM imtuvo erdvinių koordinačių nustatymo kom-
piuterinė programa VSM.m

%GSM vartotojo imtuvo erdvinių koordina-
čių vektoriaus T nustatymas kolokacijos metodu, 
taikant virtualiosios referencines stoties mo-
delį (VSM.m), bxyhaer GSM referencinių stočių 
Merkatoriaus koordinačių, altitudžių, azimutų 
eirp, rx ir hb vektorių matrica, eirp-referen-
cinių stočių transliuojamų signalų galingumų dB 
vektoriai, rx-GSM vartotojo imtuvo dB, mxyh-GSM 
vartotojo imtuvo koordinačių vektorius, p-re-
ferencinių stočių koordinačių svorių matrica, 
ps1-apskaičiuotų linijų ilgių (stotis-imtuvas) 
svorių vektorius, hb-bazinių stočių aukščių 
vektorius;

load C:\matlab\geop\bxyhaer.txt;
load C:\matlab\geop\mxyh.txt;
load C:\matlab\geop\p.txt;
load C:\matlab\geop\ps1.txt;
n=size(bxyhaer,1);
m=size(bxyhaer,2);
nr=bxyhaer(1:n,1);
x=bxyhaer(1:n,2);
y=bxyhaer(1:n,3);
h=bxyhaer(1:n,4);
a=bxyhaer(1:n,5);
e=bxyhaer(1:n,6);
rx=bxyhaer(1:n,7);
n1=size(mxyh,1);
mx=mxyh(1);
my=mxyh(2);
mh=mxyh(3);
c=ones(n,1);
   dx1=500*(cos(a(1)*pi/180));
   dy1=500*(sin(a(1)*pi/180));
   x0=(x(1)+dx1);
   y0=(y(1)+dy1);
      %x0=mean(x);
      %y0=mean(y);
      h0=mean(h);
      sd=e+rx;
      hb=bxyhaer(1:n,8);
      r=44.9*c-6.55.*log10(hb);
      sdg=sd-146.8*c+13.8.*log10(hb);
   g=sdg./r-30./r;
   s1=10.^g;
      s=s1(:)*1.0e+003; % atstumų vekto-

rius pagal signalų galių nuostolius dB
   u(1)=x0;
   u(2)=y0;
   u(3)=h0;
for i=1:7;
   x0=u(1);
   y0=u(2);
   h0=u(3);
   xe=x0*c;
   ye=y0*c;
   he=h0*c;
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   xyhe=[xe,ye,he];
xyh=[x,y,h];
dxyhe=xyh-xyhe;
s0=sqrt(diag(dxyhe*dxyhe’)); % atstumų 

vektorius pagal mobiliojo imtuvo apytikres ko-
ordinates

L=s0-s;
ps1=ps1(:);
ps=diag(ps1);
Ax=(xe-x)./s0;
Ay=(ye-y)./s0;
Az=(he-h)./s0;
A=[Ax,Ay,Az]; % parametrinių lygčių koefi-

cientų matrica
N=A’*ps*A;
N=N+0.025*eye(3);
w=A’*ps*L;
N1=inv(N);
t0=-N1*w;
xyh0=[x0,y0,h0]; % imtuvo koordinačių vek-

torius
v=A*t0+L;
m02=1/(n-2)*v’*ps*v;
Kt0=m02*N1;
st0=sqrt(diag(Kt0));
s=s+v;
u=xyh0(:)+t0;
mxy=[mx,my,mh];
dbt=mxy(:)-u
x0=u(1);
y0=u(2);
h0=u(3);
end;
xyhm=u;
xm=u(1);
ym=u(2);
hm=u(3);
sx=st0(1);
sy=st0(2);
sh=st0(3);
xyhm=xyhm(:);
st0=st0(:);
      xyhms=[xyhm st0];
      %for i=1:3;
      fprintf(‘C:\matlab\geop\xyhms.

rez’,’\n xm=%11.3f ym=%10.3f hm=%7.3f s-
=%5.3fsy=%5.3f sh=%5.3f’,[xm,ym,hm,sx,sy,sh])

        %end;
   dlmwrite(‘C:\matlab\geop\Kt0.rez’, 

Kt0,’ ‘);
   dlmwrite(‘C:\matlab\geop\st0.rez’,st0,’ 

‘);
   %xyhms-GSM imtuvo apskaičiuotų koordi-

načių ir jų standartinių nuokrypių įverčių ma-
syvas, Kt0-GSM imtuvo apskaičiuotų koordinačių 
vektoriaus kovariacijų matrica, st0-GSM imtuvo 
koordinačių standartinių nuokrypių įverčių vek-
torius.

4. Išvados

1.  Pasiūlytas GSM sistemos metodas vartotojo imtuvo 
erdvinėms koordinatėms nustatyti, panaudojant GSM 
imtuvo priimtos spinduliuotės galios sumažėjimą bei 
taikant erdvinės trilateracijos principą. Linearizuoto-
ji parametrinių pataisų lygčių sistema koordinatėms 
nustatyti sprendžiama mažiausiųjų kvadratų metodu.

2.  Pateikiamas matavimų ir skaičiavimų algoritmas, aprio-
rinio bei galutinio tikslumo įvertinimo principas. Pateik-
tasis metodas testuojamas eksperimento rezultatais.
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