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Santrauka. Straipsnyje nagrinėjami akies lęšiuko skaitmeninių vaizdų identifikavimo galimybių ir analizės, taikant fo-
togrametrijos skaitinius metodus ir kovariacinių funkcijų teoriją, tikslumo aspektai. Skaitmeniniai vaizdai, gauti skai-
tmeniniu fotoaparatu, apdorojami pagal sudarytas kompiuterines programas Matlab 7 programinio paketo operatorių 
aplinkoje. Akies lęšiuko vaizdai formuojami stacionariosios atsitiktinės funkcijos pavidalu. Šių funkcijų auto- ir tar-
pusavio kovariacinės funkcijos nagrinėjamos esant įvairiems vaizdo pikselių kvantavimo intervalams. Pagal tai galima 
įvertinti dviejų skaitmeninių vaizdų arba vieno vaizdo dviejų dalių (fragmentų) atitinkamų parametrų reikšmių tar-
pusavio nuokrypius. Akies lęšiuko skaitmeninių vaizdų koreliacinę analizę įmanoma atlikti keleto pikselių tikslumu.

Reikšminiai žodžiai: kovariacinė funkcija, identifikavimas, kvantavimas, pikseliai, skaitmeniniai vaizdai.

1. Įvadas

Skaitmeniniai vaizdai gali būti identifikuojami  fotogra-
metrijos skaitiniais metodais. Juos taikant kaip matema-
tines operacijas, skaitmeninio vaizdo pikselių erdvinė 
padėtis, apibrėžiama eilučių ir stulpelių numeriais, yra 
konvertuojama į spalvų bangų dažnių erdvinę sritį. Taigi 
pikselio padėtis apibrėžiama radiometriniu lygmeniu, ir 
abiejų rūšių informacijai sujungti pasirenkami atitinkami 
teoriniai modeliai. Spalvų virpesiams apdoroti bei inter-
ferencijos įtakai eliminuoti paprastai taikoma diskretusis 
Furjė (Fourier) transformavimas (Kardoulas et al. 1996; 
Ekstrom, McEwen 1990). Viena iš naujausių sukur-
tų skaitmeninių vaizdų apdorojimo teorijų yra Wavelet, 
arba mažųjų bangų funkcijų, teorija. Pagrindinis Wave-
let teorijos privalumas yra tai, kad ja grindžiant galima 
nustatyti lokaliuosius signalų pokyčius per tam tikrą lai-
ko tarpą (Horgan 1998; Hunt et al. 1993; Antoine 2000; 
Dutkay, Jorgensen 2004).

Straipsnyje nagrinėjamas skaitmeninių vaizdų iden-
tifikavimas taikant fotogrametrijos metodą ir atsitiktinių 
funkcijų teoriją. Remiamasi stacionariosios atsitiktinės 
funkcijos samprata, įvertinant tai, kad spalvų bangų daž-
nių klaidos yra atsitiktinės ir vienodo tikslumo, t. y. klai-
dų vidurkis M∆ = const = 0, o jų dispersija const.D∆ =  
Dviejų skaitmeninių vaizdų autokovariacinės ir tarpu-
savio kovariacinės funkcijos nagrinėjamos taikant įvai-
rius vaizdo pikselių kvantavimo intervalus. Apimant visą 

skaitmeninio vaizdo paviršių taikoma slenkamoji kovari-
acinė funkcija. 

2. Teorinės prielaidos

Analizuodami skaitmeninių vaizdų identifikavimą, rem-
simės stacionariųjų atsitiktinių funkcijų kovariacinių 
funkcijų teorija. Vieno skaitmeninio vaizdo dviejų atkar-
pų arba dviejų vaizdų atkarpų – 1( )h u  ir 2 ( ),h u + τ  laiko-
mų atsitiktinių funkcijų realizacijomis, kurių argumentai 
yra pikseliai, tolydžioji kovariacinė funkcija ( )hK τ  rašo-
ma taip (Skeivalas 1999, 2008):
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čia 1 2( ), ( )h u h u + τ  – centruotosios atkarpos, u – atkar-
pos pikselio koordinatė, T – atkarpos ilgis, kτ = ⋅∆ – 
kintantis kvantavimo intervalas, ∆ – pikselio matmuo, 
k – pikselių skaičius kvantavimo intervale. 

Kovariacinės funkcijos ( )hK τ  įvertis ( )hK ′ τ  pagal 
turimus matavimų duomenis skaičiuojamas pagal for-
mulę:
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čia n – bendras diskrečiųjų intervalų skaičius.
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Formulę (2) galima taikyti autokovariacinės arba 
tarpusavio kovariacinės funkcijos pavidalu. Kai funkcija 
autokovariacinė, atkarpos 1 2( ) ir ( )h u h u + τ  yra pavie-
nio skaitmeninio vaizdo atkarpos, o kai kovariacinė, – 
šios atkarpos yra dviejų skirtingų vaizdų.

Normintosios kovariacinės funkcijos įvertis yra ly-
gus
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 (3)

čia hσ′ – atsitiktinės funkcijos standartinio nuokrypio 
įvertis. 

Kovariacinės funkcijos reikšmės modulis ( )h iK τ  
visada yra ne didesnis už atsitiktinės funkcijos dispersiją, 
t. y. ( ) (0),h hK Kτ ≤  čia (0) ( ).hK D h=

3. Skaitmeninių vaizdų tenzorių teorinės išraiškos

Toliau pateiksime teorines akies lęšiuko skaitmeninių 
vaizdų apdorojimo, taikant vaizdų tenzorių atstojamųjų 
vektorių kovariacinę analizę, formules (Skeivalas, Kizlai-
tis 2008, 2009).

Akies lęšiuko trijų spalvų – RGB (raudonos, žalios 
ir mėlynos), spektro pikselių matricos sudaro erdvinį 
tenzorių. Taikant virtualiųjų koordinačių sistemą buvo 
analizuota atitinkamų akies lęšiuko sričių aibės pikselių 
atstojamųjų virtualiųjų vektorių RGB spalvų dažniniame 
spektre tarpusavio kovariacijų kaita pagal pikselių erdvi-
nę padėtį.

Kovariacijos tarp akies lęšiuko tenzoriaus virtualio-
jo vektoriaus ( )F t  reikšmių, nustatytų taikant pikselių it  
ir st  masyvus, bendroji išraiška:
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čia K, M – atitinkamai kovariacijos ir vidurkio simboliai, 
( ) ( ) ( )i i iF t F t MF tδ = −  – virtualiojo vektoriaus atsitikti-

nė klaida dėl atsitiktinių faktorių įtakos, ( ) ( ),s iF t h F tδ = δ  
h – koeficientas, rodantis vektoriaus ( )F t  tarpusavio ko-
variacijų pokytį pagal pikselių padėtį ti ir ts, ( )iF tσ  – stan-
dartinis nuokrypis. 

Virtualiojo vektoriaus ( )iF t  standartinius nuokry-
pius ( )iF tσ  galima išreikšti atitinkamų komponenčių tri-
matėje koordinačių sistemoje , ,x y zF F F  – standartiniais 
nuokrypiais. Galima rašyti:

( ) { ( ), ( ), ( )}.x y zF t F t F t F t= ϕ  

Toliau:
2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,
x y zF t x F t y F t z F ta a aσ = σ + σ + σ  (5)

čia , ,x y za a a  – dalinių išvestinių reikšmės, apskaičiuotos 
pagal žinomas komponenčių reikšmes.

Laikydami, kad 0 ,
x y zF F Fσ ≈ σ ≈ σ ≈ σ  gauname 

( ) 0 ,F tσ ≈ σ  nes 2 2 2 1x y za a a+ + =  (stačiakampėje koordi-
načių sistemoje).

Vektoriaus ( )F t  kovariacijų įverčiams skaičiuoti tai-
kome jo komponenčių matavimų rezultatų pagal pikselių 
padėtį t matricinę išraišką:
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( )F t  komponenčių tenzoriaus Fα  pagal pikselių ko-
ordinates kovariacijų matricos įvertis Fα
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Išraiška (7) skleistiniu pavidalu:
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Vektorių ( )itF  ir ( )stF  kovariacijos įvertis, įverti-
nant išraiškas (4) ir (7), yra ne didesnis už kovariacijų 
matricos Fα

K  (8) narių sumą (Skeivalas, Kizlaitis 2008):
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Taikydami formules (4), (5) ir (8), gauname:
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Galutiniu pavidalu (Skeivalas, Kizlaitis 2008):
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čia 0σ′  yra 0σ  įvertis.
Taigi koeficientas h rodo virtualiojo vektoriaus F(t)

tarpusavio kovariacijų kaitą pagal pikselių padėtį ti ir ts.

4. Eksperimento ir skaičiavimų rezultatai

Eksperimentui buvo panaudoti vieno žmogaus abiejų 
akių lęšiukų, kai naudojami kontaktiniai lęšiai ir be jų, 
skaitmeniniai vaizdai. Eksperimentas atliktas pagal du 
teorinius modelius:

1. Taikant stacionariųjų atsitiktinių funkcijų kovari-
acinių funkcijų teoriją skirtingais kvantavimo in-
tervalais.
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2. Taikant akių lęšiukų skaitmeninių vaizdų tenzo-
rių atstojamųjų vektorių kovariacinę analizę.

Skaičiavimams atlikti buvo sukurtos dvi kompiu-
terinės programos, taikant Matlab programinio paketo 
operatorius. Skaičiavimams naudota minėtųjų akių lęšiu-
kų skaitmeniniai vaizdai. Akies struktūrinis vaizdas pa-
rodytas 1 paveiksle.

Skaičiavimų rezultatai pateikti 2–9 paveiksluose.
Pagal pirmąjį teorinį modelį atliekama skaitmeniniu 

fotoaparatu gautų žmogaus akių lęšiukų, kai akių lęšiu-
kai su kontaktiniais lęšiais ir be jų, skaitmeninių vaizdų 
koreliacinė analizė, taikant kovariacinių funkcijų teori-
ją. Kintamojo kvantavimo intervalo reikšmės kinta nuo 
1 pikselio iki n/2 pikselių, čia n ≈ 40 000 – vidutinis akies 
lęšiuko skaitmeninio vaizdo iškarpos pikselių skaičius. 
Analizuojama RGB spalvų spektre, naudojant vienos 
spalvos (raudonos, žalios arba mėlynos) spektro ruožą. 
Eksperimento rezultatai pasirinkus bet kurią spalvą ma-
žai skiriasi.

Skaitmeninių vaizdų eksperimentinio apdorojimo 
rezultatų grafikai pateikti 2–7 paveiksluose. 2–3 pav. pa-
rodyti abiejų akių lęšiukų, kai jie su kontaktiniais lęšiais ir 
be jų, erdviniai 3D kovariacijų vaizdai. Kai akies lęšiukai 
be kontaktinių lęšių, vyrauja neigiamos kovariacijos, ir 
kovariacijų erdvinis vaizdas yra nereguliarus. Normuotų-
jų kovariacinių funkcijų forma (4–7 pav.) visais vaizduo-
jamais atvejais turi periodinį pavidalą. Kai akių lęšiukai 
su kontaktiniais lęšiais, koreliacijos koeficientų modulių 
absoliučiosios reikšmės yra didesnės nei kai kontaktiniai 
lęšiai nenaudojami ir, kintant kvantavimo intervalui, ma-
žėja nežymiai. 6–7 pav. pavaizduoti abiejų akių lęšiukų, 
kai jie su kontaktiniais lęšiais ir be jų, atsitiktinių funk-
cijų tarpusavio normuotųjų kovariacinių funkcijų grafi-
kai. Šiuose grafikuose matyti, kad akių lęšiukams esant 
su kontaktiniais lęšiais gaunama didesnė lęšiukų tarpusa-
vio koreliacija, koreliacijos koeficientų kaitos intervalas – 
nuo 0,7 iki –0,5.

Apibendrintosios kovariacijų tarp abiejų akių lęšiu-
kų skaitmeninių vaizdų iškarpų matricos, esant kontakti-
niams lęšiams ir be jų:
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0,69 1e
 
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A  – su kontaktiniais lęšiais, 

0
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 

A  – be kontaktinių lęšių. 

Lentelėje parodytos abiejų akių lęšiukų – su kontak-
tiniais lęšiais ir be jų skaitmeninių vaizdų iškarpų pikse-
lių masyvų tarpusavio koreliacijų reikšmės.

Abiejų akių lęšiukų skaitmeninių vaizdų tarpusavio koreliacijos
Inter-correlations of digital images lenses of eyes

Masyvas

Koreliacijos koeficiento r 
reikšmės

rmax rvid. |r|vid.

mcvr(e) esant  
kontaktiniams lęšiams 0,95 0,35 0,45

mcvr(e0) nesant 
kontaktinių lęšių 0,92 –0,02 0,24

Pagal antrąjį teorinį modelį akių lęšiukų skaitmeni-
niams vaizdams nagrinėti buvo taikyta jų tenzorių atsto-
jamųjų vektorių kovariacinė analizė. Skaičiavimų rezulta-
tai pateikiami 8–9 paveiksluose.

Šiuose grafikuose matyti, kad akies lęšiuko be kon-
taktinio lęšio skaitmeninio vaizdo vektorinės kovariaci-
jos koeficiento hvn kaitos grafikas yra labiau laužytos for-
mos, nei kai akis su kontaktiniu lęšiu. 

Vektorinės kovariacijos koeficientas hvn apibrėžia 
kovariacijos pokyčius tarp t1 ir ts pikselių masyvų. Nau-
dojant kontaktinius lęšius šis koeficientas kinta mažėda-
mas nuo 1,7 iki 0,4 ir toliau didėja iki 0,9. Nenaudojant 
kontaktinių lęšių koeficientas hvn kinta nuo 1,0 mažėda-
mas iki 0,4, toliau didėja iki 0,8.

1 pav. Akies pjūvis
Fig. 1. Section of the eye

2 pav. Akių lęšiukų su kontaktiniais lęšiais skaitmeninių vaizdų 
tarpusavio koreliacijos koeficientų matricos grafinis vaizdas
Fig. 2. Graphical view of the matrix of the interrelation of 

normalized covariance function of digital images for the lenses 
of eye with contact lenses

3 pav. Akių lęšiukų be kontaktinių lęšių skaitmeninių vaizdų 
tarpusavio koreliacijos koeficientų matricos grafinis vaizdas
Fig. 3. Graphical view of the matrix of the interrelation of 

normalized covariance function of digital images for  
the lenses of the eye without contact lenses
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4 pav. Akies lęšiuko su kontaktiniu lęšiu skaitmeninio vaizdo 
normuotoji kovariacijų funkcija

Fig. 4. Normalized covariance function of the digital  
image for the lens of the eye with contact lens 

5 pav. Akies lęšiuko be kontaktinio lęšio skaitmeninio  
vaizdo normuotoji kovariacijų funkcija

Fig. 5. Normalized covariance function of the digital  
image for the lens of the eye without contact lens

6 pav. Akių lęšiukų su kontaktiniais lęšiais skaitmeninių vaizdų 
normuotoji tarpusavio kovariacijų funkcija

Fig. 6. The interrelation of normalized covariance function of 
digital images for the lenses of the eye with contact lenses

7 pav. Akių lęšiukų be kontaktinių lęšių skaitmeninių vaizdų 
normuotoji tarpusavio kovariacijų funkcija

Fig. 7. The interrelation of normalized covariance function of 
digitals images for the lenses of the eye without contact lenses

8 pav. Akies lęšiuko su kontaktiniu lęšiu skaitmeninio vaizdo 
tenzoriaus vektorinės kovariacijos koeficiento kaita

Fig. 8. Change of the vector covariance coefficient of the tenzor 
of the digital image for the lens of the eye with contact lens

9 pav. Akies lęšiuko be kontaktinio lęšio skaitmeninio vaizdo 
tenzoriaus vektorinės kovariacijos koeficiento kaita

Fig. 9. Change of the vector covariance coefficient of the tenzor 
of digital image for the lens of the eye without contact lens
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5. Išvados

1. Akių lęšiukų skaitmeninių vaizdų normuotųjų 
kovariacinių funkcijų forma visais nagrinėtais 
atvejais yra periodinio pobūdžio. Pavieniui akių 
lęšiukų su kontaktiniais lęšiais normuotųjų kova-
riacinių funkcijų reikšmės pradiniame kvantavi-
mo intervalų ruože kinta tarp 1,0 ir –0,5, o bai-
giamajame ruože – tarp 0,9 ir –0,5.

 Akių lęšiukų be kontaktinių lęšių normuotųjų 
kovariacinių funkcijų reikšmės pradiniame kvan-
tavimo intervalų ruože kinta tarp 1 ir –0,3, o bai-
giamajame ruože – tarp 0,6 ir –0,3.

 Vidutinis akies lęšiuko su kontaktiniu lęšiu nor-
muotųjų kovariacinių funkcijų reikšmių kaitos 
diapazonas (1,5) yra didesnis nei kai akies lęšiu-
kas be kontaktinio lęšio (1,1). 

 Akių lęšiukų su kontaktiniais lęšiais tarpusavio 
normuotųjų kovariacinių funkcijų kaita pradi-
niame kvantavimo intervalų ruože yra tarp 0,7 
ir –0,5, o baigiamajame ruože – tarp 0,7 ir –0,5. 
Akių lęšiukų be kontaktinių lęšių tarpusavio nor-
muotųjų kovariacinių funkcijų kaita pradiniame 
kvantavimo intervalų ruože yra tarp 0,55 ir –0,3, 
o baigiamajame ruože – tarp 0,45 ir –0,25. Tai-
gi akių lęšiukų su kontaktiniais lęšiais tarpusavio 
normuotųjų kovariacinių funkcijų kaitos diapa-
zonas (1,2) yra didesnis nei tuo atveju, kai akių 
lęšiukai be kontaktinių lęšių (0,85).

2. Akių lęšiukų skaitmeninių vaizdų tenzorių vekto-
rinės kovariacijos koeficientas hvn rodo kovaria-
cijos pokyčius tarp t1 ir ts pikselių masyvų. Akies 
lęšiuko skaitmeninio vaizdo, gauto nenaudojant 
kontaktinio lęšio, vektorinės kovariacijos koefici-
ento hvn kaitos grafikas yra labiau laužytos for-
mos nei kai naudojamas kontaktinis lęšis.
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