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Santrauka. Straipsnyje pateikiamas patobulintas plieniniy rémy kaip geometriskai netiesiniy sistemy strypy
skerspjaviy optimizacijos uzdavinio matematinis modelis ir skai¢iavimo algoritmas, jvertinantis medziagos
netamprigsias savybes bei eksploatacinius reikalavimus. Disipaciniy savybiy jvertinimas, naudojant netam-
priasias plieno deformacijas, lemia reik§minga laikomosios galios rezervo sumazinima optimalios tamprios
buklés konstrukcijos atzvilgiu. Eksploataciniai reikalavimai, keliami konstrukeijai jos naudojimo laikotarpiu,
apima ne tik stiprumo, bet ir deformatyvumo, stabilumo ir konstrukcinius apribojimus. Jie apibrézia mini-
malius skerspjaviy parametrus ir elementy ribinius liaunius. Visa tai riboja laisva plastiniy deformacijy pliti-
ma, todél optimali konstrukcija yra neyramoji tamprioji plastiné. Naudojami tampraus atsako dydziai susieti
netiesiniu funkciniu rysiu su standartiniy profiliy skerspjiaviy optimizuojamais parametrais, todél uzdavinys
sprendziamas iteracijy badu. Pateikta nauja réminio strypinio elemento tangentinés standumo matricos su-
darymo metodika. Atliktas 16 auksty rémo i$ standartiniy profiliuoc¢iy skerspjaviy optimizacijos uzdavinio
skaitinis eksperimentas.

Reik$miniai ZodzZiai: optimizacija, tamprioji plastiné konstrukcija, geometrinis netiesiSkumas, tangentiné
standumo matrica, geometrinis standumas, plastiskoji irtis.

1. Jvadas

Pagrindinis konstrukcijos optimizacijos uzdavinio tiks-
las — konstrukcijos projektas, tenkinantis ribinius saugos ir
tinkamumo baviy reikalavimus nuo jvairiy i$oriniy povei-
kiy veikimo. Tai galima uztikrinti tik turint i$samig infor-
macija apie konstrukcijos elgsena visomis galimomis dar-
bo salygomis ir bet kokiu jos egzistavimo periodu. Savaime
aisku, kad tokia placia prasme $is uzdavinys negali bati i$-
sprestas statybinés mechanikos tiesinés teorijos metodais,
nes konstrukcijos forma ir matmenys esant atitinkamoms
apkrovoms i$ esmés keiciasi ir mazy poslinkiy principas
tampa nepatikimas. Be to, pradedant nuo tam tikro jtem-
piy bavio lygio, Huko désnis daugeliui medziagy yra ne-
tinkamas ir kei¢iamas netiesiniu ry$iu. Vadinasi, reikia
atsisakyti tiesinés teorijos prielaidy ir pereiti prie gerokai
iSsamesniy ir sudétingesniy netiesinés teorijos apibendri-
nimy. Visy pirma, reikia atsisakyti skai¢iavimo pagal ne-
deformuotg buvj, kuris toleruoja mazus poslinkius. Antra,

reikia jvertinti konstrukcijos geometrijos pasikeitimo jtaka
jos jtempiy-deformacijy baviui (JDB). Trecia, pereiti prie
netiesinio jtempiy-deformacijy rysio ir jvertinti atsiran-
dancias plastines deformacijas, nes kai kuriy medziagy
konstrukeijos dar iki plasti$kosios irties jgauna labai di-
delius poslinkius ir gali neatitikti normalios eksploatacijos
reikalavimy. Taigi $ios minétos priezastys turi bati jverti-
namos sudarant konstrukcijy optimizacijos uzdaviniy ma-
tematinius modelius.

Pastaruosius tris deSimtmecius gana intensyviai buvo
plétojama konstrukcijy optimizacijos teorija, metodai ir
skai¢iavimo algoritmai bei jy integracija su $iuolaikinémis
kompiuterinio modeliavimo ir automatizuoto projektavi-
mo sistemomis (Atkocitinas et al. 2008; Chen et al. 1999;
Cyras et al. 2004; Cyras 1983; Hayalioglu 2000; Kalanta
1997; Karkauskas 1997, 2004, 2007; Karkauskas, Norkus
2006; Manickarajah et al. 2000; Merkeviciateé, Atkocitinas
2003; Levy, Lev 1987; Marlet, Arora 2004; Norkus, Kar-
kauskas 2005). Pazymeétina, kad einamuoju metu pasiro-
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dé darby, kuriuose taikomi genetiniai algoritmai, pagrjsti
biologiniy principy jdiegimu j konstrukcijy optimizacijos
problemy realizacijos kompiuterines technologijas (Ha-
yalioglu 2000; Rajan, Nguyen 2004; Sarma, Adeli 2000).
Patrauklusis $iy algoritmy bruozas - jy suderinamumas
su diskretine optimizacija, jie nereikalauja projektuotojy
nemégstamy funkcijy i$vestiniy, kurios labai plaiai taiko-
mos klasikiniuose optimizacijos metoduose.

Atlikty darby analizé leidzia teigti, kad konstrukcijy
optimizacijos metodika, kurioje vienu metu taikoma ma-
tematinio programavimo teorija, ekstreminiai energiniai
principai ir medziagos netampriosios savybés, yra viena i§
efektyviausiy (Cyras et al. 2004; Cyras 1983; Kalanta 1997;
Karkauskas 1997, 1998; Karkauskas, Norkus 2006; Merke-
viciite, Atkocianas 2003; Norkus, Karkauskas 2005). Cia
medziagos plastiskyjy savybiy jvertinimas daug tiksliau
parodo konstrukcijos darbg jvairiais apkrovimo etapais ir
leidzia sukurti gerokai racionalesnj projekta (Atkocitnas et
al. 2008; Chen et al. 1999; Cyras et al. 2004; Kalanta 1997;
Karkauskas 1997, 1998, 2004; Merkeviciaté, Atkocitinas
2003; Norkus, Karkauskas 2005; Saka, Kameshki 1998; Soh,
Chan 2001; Zhang, Lu 1995). Verta pabrézti, kad dauguma
atlikty darby pagristi ribinés pusiausvyros teorijos prielai-
domis (Chen et al. 1999; Cyras et al. 2004; Cyras 1983; Soh,
Chan 2001; Zhang, Lu 1995). Dél $ios priezasties gauti op-
timalas konstrukcijy projektai atitinka tik stiprumo krite-
rijus, tenkinanéius saugos buvj. Batina pazyméti, kad op-
timizacijos rezultatai pagal plastiSkojo suirimo kriterijy ne
visuomet yra lemiami, nes optimalios konstrukcijos ribinis
tinkamumo buivis gali biti prarastas net ir nepasiekus plas-
tiskos suirties dél per dideliy netampriyjy deformacijy ir
poslinkiy atsiradimo. Be to, optimizacijos uzdavinio apri-
bojimy salygos dazniausiai yra formuluojamos neatsizvel-
giant i Statybos techninio reglamento STR 2.05.08:2005
(2005) reikalavimus ir dél to optimalios konstrukcijos
standumas neuztikrina normalaus jos funkcionavimo.

Sios priezastys riboja ribinés pusiausvyros teorijos
praktinj taikyma rengiant optimalius konstrukcijy pro-
jektus. Todél konstrukcijos deformuoto bavio parametry
jvertinimas butinas optimizacijos uzdaviniy matemati-
niuose modeliuose. Deformatyvumo apribojimai nusako
rémo mazgy ar atskiry daliy poslinkiy ribas, konstrukci-
niai — minimalius skerspjiiviy parametrus, strypy ribinius
liaunius etc. Néra abejoniy, kad konstrukcijos optimizaci-
ja, jvertinant $iuos visus reikalavimus ir plieno netamprig-
sias savybes, yra vienas svarbiausiy optimalaus projektavi-
mo uzdaviniy.

Siy tyrinéjimy tikslas:

- Tolesnis konstrukcijos optimizavimo uzdavinio
matematinio modelio skaic¢iavimo algoritmo,
grindziamo ekstreminiais energetiniais princi-
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pais (Cyras et al. 2004; Cyras 1983; Karkauskas
2007), tobulinimas.

- Tangentinés standumo matricos sudarymo ypa-
tumai, atsizvelgiant j vidiniy jégy sukeltus jvai-
rius konstrukcijos elementy poky¢ius.

- Optimizacijos uzdaviniy skaitinés realizacijos
aspekty analizé.

Sialoma metodika yra iliustruojama 16 auksty lais-
vojo plieninio rémo, veikiamo vertikaliy ir horizontaliy
jégu, skai¢iavimu. Strypy skerspjuviy ploty optimizacija
atliekama turint omenyje funkcines priklausomybes tarp
skerspjavio parametry, tinkanciy dvitéjy standartiniy pro-
filiuo¢iy sijoms.

2. Matematinis modelis

Réminiy konstrukeijy optimizacijos uzdavinys yra formu-
luojamas taip: Zinant rémo konfigiiracija ir iSorines jégas,
reikia rasti strypy skerspjuviy ploty A (ribiniy jrazy S,)
pasiskirstymg, tenkinantj minimalaus tairio konstrukcijos
optimalumo kriterijy, kai atskiri konstrukcijos elementai
patiria plastiskasias deformacijas. Nagrinéjamo optimi-
zacijos uzdavinio kompleksiniai apribojimai turi apimti,
visy pirma, salygas, apibtidinancias konstrukcijos tikrajj
IDB. Tokios salygos yra apibendrinto Lagranzo uzdavinio
priklausomybés. Antra, standumo salygos turi apimti po-
slinkiy apribojimus tam tikrose konstrukcijos vietose tam
tikromis kryptimis: u” < (u,+u,) <u*, ¢au’iru” - poslin-
kiy virsutiniy ir apatiniy riby normatyvinés reikSmés. Be
$iy batiny salygy, gali bati ir kitokio pobudzio technolo-
giniy ar konstrukciniy apribojimy elementy stabilumui ar
ribiniy jraZy Zemutinei kitimo ribai S{"™™. Tai riboja laisva
konstrukcijos netampriyjy deformacijy plitima, todél opti-
maliy skerspjaviy konstrukcijos elementuose atsiranda ir
tampriosios, ir palstiskosios deformacijos, lemiamos lieka-
muyjy jrazy S, ir poslinkiy u,. Jei $ie apribojimai griezti, tai
konstrukcija nepasiekia plastiskosios suirties.

Tokiu biadu suformuluoto optimizacijos uzdavinio
matematinis modelis yra uzrasomas taip (Cyras et al. 2004;
Karkauskas 2004):

Rasti
kai

L'S, — min,
[F]SO 7[(Dc]sr 2 [(DL]S
[4,]8, =0,

e’

[D]S, +[@.] »—[4,] u, =0,
W ([r)s, —[@.](s, +5.)) = 0
A>0,

u §(u, +ue)§u+,

S, > Spin, 1)
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Sia [An]:[C]T[Zn]— konstrukcijos BEM diskretinio
deformuoto modelio pusiausvyros lygciuy koeficienty
matrica, kurios iSraiska priklauso nuo nagrinéjamos
konstrukcijos tipo ir krastiniy salygy, apibudinamy

tam tikra prasme matricoje [C]; |4, |- fiktyvioji rémo

elementy pusiausvyros lygéiy [ A, ] -S = F matrica glo-
baliy koordinacdiy sistemoje, o vektorius F yra sudary-
tas i$ paskiry baigtiniy elementy visy mazginiy jégu;
[®, |- rémo takumo salygy matrica, priklausanti nuo
atskiry elementy ribiniy lenkimo momenty ir ribiniy
asiniy jégy santykiy-ekscentricitety c.

Tai
daugiaekstremalis

netiesinio matematinio programavimo

uzdavinys, sprendziamas itera-
ciniu bidu. Daugiaekstremiskuma sudaro Kuno-
Takerio papildomumo salygos, t.y. sandauga
A (T)sy —[@.](S, +8,))=0. Si aplinkybé kompli-
kuoja uzdavinio i$sprendima.

Sitlomas originalus konstrukcijy netiesinés op-
timizacijos algoritmas (realizuojant iteracines proce-
daras optimizacijos cikle), kuris leidzia apeiti minétus
sunkumus. Optimizacijos uzdavinio ciklas apima tris
pakopas.

3. Tampraus skai¢iavimo netiesiné analizé

Tai konstrukcijos skerspjuviy optimizavimo ciklo pir-
mos pakopos uzdavinys — konstrukcijos netiesiné ana-
lizé. Kai apkrautoje konstrukcijoje atsiranda dideliy
poslinkiy, jos elgsena apraSoma netiesiskai. Deforma-
cijy ir poslinkiy priklausomybéje atsiranda netiesiniy
nariy. Todél norint nustatyti tampraus atsako jrazy
vektoriy S, = [S S,

e,l

T . .
Se,n] ir mazginiy po-

slinkiy vektoriy wu, = [ue,l Upy oo Uy, ]T, batina
spresti tokia netiesine lygti:
[K; Ju, =F, )

dia: [K, |=[K, ]+ [Kg ] +[ K, ] - visos konstrukcijos,
globalioji standumo matrica; [ K, | - mazy poslinkiy
standumo matrica; [ Kg] - geometriné standumo
matrica, jvertinanti konstrukcijos deformuoto bu-
vio jtaka jos standumui; [ K, |- pradiniy poslinkiy
standumo matrica; » - konstrukcijos elementuose
veikian¢iy vidiniy jégy skaicius; m — konstrukcijos
globaliyjy poslinkiy skai¢ius (DOF).

Pirmos pakopos uzdavinys cikle yra sprendZzia-
mas, esant duotiems skerspjiviy plotams A4 ir pri-
klausomybéms tarp A ir asiniy inercijos momenty /.

3.1. Tangentiné standumo matrica

Baigtiniy elementy metodo tangentinés standumo ma-
tricos sudarymui naudojame pilnutinés diskretizuoto
kiino potencinés energijos II stacionarumo salyga (At-
kocitnas, Nagevicius 2004; Barauskas et al. 2004), t. y.
pirmaja funkcionalo IT variacijg, kuri yra lygi nuliui.

Tamprumo teorijos uzdaviniuose pilnutiné po-
tenciné energija IT susideda i§ potencinés energijos
(vidiniy jégy potencialo) U ir potencinés iSoriniy jégy
energijos (iSoriniy jégy potencialo) Q. Potencine kiino
deformavimo energija nulemia paskiry baigtiniy ele-
menty potenciné deformavimo energija, t. y.:

U= ZS:Uk, 3)
k=1

¢ia: s — baigtiniy elementy skaicius; Uy - jtempto ir
deformuoto baigtinio elemento potenciné energija, is$-
reiskiama taip:

€
2f"

Tarlame, kad i$oriniy jégy potencialg lemia tik

de (4)

iSoriniy jégy (tarpelementiniy saveikos jégy F;) dar-
bas, atliktas paskiry elementy mazginiy tasky poslin-
kiuose, apibudinamy vektoriumi u:

Q- zgk_ z_[ TE, dv,. 5)

k= Ly,

Pilnutiné potenciné energija IT bus lygi vidiniy
ir iSoriniy jégy darbui, atliktam grazinant deformuo-
ta kang | jo pirmykstj nedeformuota bavj (bet nenu-
kraunant, t. y. nepasalinant iSoriniy jégy). Todél iSori-
nés jégos atlieka neigiamg galima darba, t. y. iSraiskoje
(5) néra daugiklio 1/2. Tokiu buadu diskretizuoto kiino
elemento pilnutiné potenciné energija IT; bus gauta
susumavus paskiry baigtiniy elementy vidiniy ir i$o-
riniy jégy potencialus (4) ir (5):

)t~ [u"F, . ©)

€
2f k
Vi

Pasmaudo;us pilnutinés potencinés energijos sta-
cionarumo sglygomis (Lagranzo variaciniu principu)

gaunamos baigtinio elemento pusiausvyros lygtys, pa-
radytos mazginiais poslinkiais:

oIl 0 |1
au,’f - Ouy, E,stk (X)T O (X)de -
k

(8)

0 f T
_ u, F dV, |=0.
ou,, kTR
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Si lygtis yra baigtinio elemento pusiausvyros netie-
siné lygtis, nes ir jtempiy funkcija 6, (x) taip pat isreis-
kiama poslinkiais uj. Bendruoju atveju $ig lygtj galime
uzra8yti taip:

¥, (u;)-F, =0, 9)

cia: Fy — elemento mazginiy jégu vektorius;

) [ 5] com

Vi

(10)

Tai yra elemento vidiniy jégy vektorius, o jo iSves-
tiné

8 i )

/
Ouy

(11

yra vadinama baigtinio elemento tangentine standu-
mo matrica.

Matome, kad elemento tangentinés standumo ma-
tricos fiziné prasmé yra elemento netiesinés pusiausvy-
ros lygties (9) pirmojo nario Jakobio matrica, apskai-
¢iuota esant zinomiems mazginiams poslinkiams uj.
Reikia pazymeéti, kad kvadratinés matricos [kT (u A )] ma-
tmuo priklauso nuo elemento mazginiy poslinkiy vek-
toriaus uj, ilgio. Jos eilutés narius gauname diferenci-
juodami (11) pagal viena i$ vektoriaus u;, komponenty:

e (1) =
oY, (u,’c) ) f{ask (x)

Ou, B

oY, (u,’() 9 f[ask (x)

Ou, B %

Vi

(12)

Geometriniai netiesiSkumai yra nulemti netiesi-
nés poslinkiy ir deformacijy priklausomybés. Vadinasi,
$ios matricos (12) reik§mé netiesiogiai priklauso nuo
mazginiy poslinkiy u}. Nuo jy priklauso deformacijy

€ (x) reik§mé, o nuo $ios savo ruoztu priklauso jtem-
piy o, (x) reiksme.

3.2. Rémo strypinis elementas

Nagrinéjame réminés konstrukcijos 2D elementa, pa-
vaizduotg 1 pav. Deformuojant réma, $io elemento tas-
kai gali pasislinkti atstumais, gerokai virsijanciais jo
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matmenis. Teigiame, kad paties elemento forma nekin-
ta. Elementas yra tempiamasis ar gniuzdomasis ir len-
kiamasis.

1 pav. parodyto elemento mazginiy jégy vektorius
globalinéje koordinaciy sistemoje turi $iuos kompo-
nentus:

T
B =|F, F, Fo Fn F, Fyl.

AV - K,

6 -

¥ Deformuoto

elemento .

Faq)'..)—f; 4 padetis
a0

G T F—4% -
|"\a * .l ax &,.E‘ i\b) i,
A —
N - 7 \ Nedeformuoto
(@) == | B v elemento
= - - % N\ i
Uy T N padétis

A s

1 pav. Rémo 2D elementas globaliojoje koordinaciy sistemoj

o

Fig. 1. 2D frame element in global coordinate system

Jam dualus yra elemento tasky poslinkiy vekto-
rius:

T
llk = |:Mk1 uay Matp ubx uby ub(p] .

Atitinkami vektoriai lokalioje koordinaciy siste-
moje bus F; ir u}, kuriy komponenty teigiamos kryptys
yra parodytos 2 pav. Ten pat parodytos teigiamuy kryp-
¢iy elemento lokaliosios jrazos, kuriy vektorius:

Su =[M, M, NT.

Tempiamojo gniuzdomojo bei kartu lenkiamo-
jo elemento mazginiy poslinkiy vektorius lokaliojoje
koordinaciy sistemoje bus parasomas elemento galy
horizontaliais, vertikaliais ir kampiniais poslinkiais
(2 pav.), kuriy vektorius:

ro__ ’ ’ ’ ’ ’ ’
u; _I:ukl Uy Upy Upy Ups ”ka]T~

Réminés konstrukcijos elementas lokaliojoje ko-
ordinaciy sistemoje x 0y’ turi Sesis laisvumo laipsnius.
Tokio elemento bet kurio tasko linijinis poslinkis x’
adies kryptimi (elemento pailgéjimas ar sutrumpéji-
mas) u’(x) yra apraomas tiesine funkcija, o linijinis
poslinkis y’ aSies kryptimi u’/(x) aprasomas netie-
sine funkcija. Sioms funkcijoms aproksimuoti daz-
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\ ’
. x \“, }EJ'.J_,’"‘--Q/{&
ANV
U Iibq, __,.»"(M x
p / Q,'
J’ o
1+

2 pav. Elementas lokaliojoje koordinaciy sistemoje

Fig. 2. Element in local coordinate system

niausiai naudojami Ermito daugianariai. Jy nezinant,
bet kurio tasko linijiniams poslinkiams interpoliuoti
per elemento mazginius taskus Ermito daugianarius
galima gauti interpoliacines funkcijas parenkant tam
tikro daugianario pavidalu.

Taigi elemento bet kurio tasko hn?lmq poslin-
kiy vektorius wu,(x)= [ (X)) u (x):| i$reiskiamas
elemento mazginiais poslinkiais ir uzrasomas taip:

w, (x)= [Ny )] upe (13)
(Ve ()] =
Ny(x) © 0 Nyx) 0 0
0  Ny(x) Ny(x) 0  Ns(x) Ne(x)

yra vadinama elemento formos funkcijy matrica, ku-
rios nariai yra tokie Ermito daugianariai:

N (x)= 1—%,
N, (x)— 1 l%xz +£3x3,
N, (x) —x—l—gx2 ——2x3,
! (14)
X
N4 ()C)ZT,
3 2
N (x):l—2x2 l—3x3,
1 1
Ny (x) 7x2 71—2x3

3.2.1. Deformacijy aproksimacija mazginiais
poslinkiais

Nagrinéjame palyginti dideliy poslinkiy atvejj, kai
maksimalaus jlinkio ir skerspjuvio charakteringojo
matmens (skerspjuvio aukscio h) santykis tenkina Sias
ribas: 1/5<u,,,,,/h<5 Tuomet rysys tarp deformacijy ir

poslinkiy yra netiesinis. A. Cyro ir kt. monografijo-
je (Cyras et al. 2004) yra i$vestos $io rysio formulés
bet kokios formos erdviniam elementui kreivaliniji-
néje ortogonaliojoje koordinaciy sistemoje. Jos su-
sieja elemento vidurinio pavir$iaus deformacijos su
$io pavir$iaus tasky poslinkiais. Jas galima naudoti ir
réminés konstrukcijos elementui tarus, kad kreivali-
nijinés koordinatés sutampa su staciakampe Dekarto
koordinacdiy sistema, o jas lydincios pirmos kvadrati-
nés formos koeficienty funkcijos A, = A, = 1, kreiviy
spinduliai R;= R, = oo. Tuomet strypo asies iilginé

deformacija:

ou’ (x) 1(0u’ (x) ’
Ay =2y T

1 Ox +2 Ox ’

o kreivis

0*u' (x
Ky = #

Ox

Elemento skerspjuvio bet kurio tasko suminé is-
ilginé deformacija uzrasoma taip (Cyras et al. 2004):

g (x): Ay +yx, =

8u; (x) N 1 au; (x) ?
Ox 2| Ox

ox?

(15)

y — tagko atstumas nuo strypo neutraliosios linijos.

Paprastumo délei nagrinéjamas strypinis ele-
mentas, kurio simetrinio skerspjavio plotis b , aukstis
h ir ilgis I. Tuomet jo vidiniy jégy vektorius (10) uz-
rasomas taip:

W2 o1
0
D= [ [
ou,,

—h/2 0

(16)

] o, (x)dlvcly.

Vidiniy jégy vektoriaus (16) de$iniaja puse is-
reiSkiame elemento mazginiy tasky poslinkiais, jrase
j deformacijy israiska (15) poslinkiy aproksimacijos
funkcijas (13). Gauname deformacijy funkcija, is-
reik$tg mazginiais poslinkiais:

g (x)=
[C0]~u'k +%u'kT -[C3 (x)]uk —y[C2 (x)]-u'k,

cia[C, ]ir [C, (x)) ir G () =]q (x)]T (€ (x)] yra ko-

eficienty matricos, gaunamos diferencijuojant ele-

(17)

mento formos funkcijy matricos [Nk (x)] atitinkama
eilute:

[CO]{—% 0 0 % 0 o}
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{o _6  12x 4 6x — +—=
P’ P I 2 P’ P 1 2

3.2.2. Elemento tangentiné standumo matrica

Jrasius (17) i$raiska j (16), elemento vidiniy jégy vekto-
rius yra iSreiskiamas tokiu badu:

k (x)dxdyf
)dxdy
(18)

Panaudojus gautg vidiniy jégy vektoriy, tangentiné
standumo matrica (11) yra tokia:

(19)

I Huko désnj e, (x)=
iSraiska (17), gaunami jtempiai mazginiais poslinkiais:

E g, (x)jrasius deformacijy

(7 (x): E-[CO]-u'k +%-E-u}(T[C3 (x)]uk —
y-E-[C, (x))-up, (20)

E - medziagos tamprumo modulis.

15
Skaic¢iuojama jtempiy funkcijos (20) i$vestiné:
0o ,
90 0) _ ey 4wy s () - [ (2)])

Ouy,
Itempius (20) ir jy iSvestine (21) jrasius i (19) ir
atlikus diferencijavimg, gaunama elemento tangentiné

(1)

standumo matrica:
LS ARARIA

Cia:

(22)

h2

[k]=£b | [T {c) Javay+
—h/20
h/2 1

£b [ P {eE@] [GE]ad @)
~h/20
yra elemento mazy poslinkiy standumo matrica;

B2
(24)

)] dxdy (25)

yra pradiniy poslinkiy standumo matrica.
I (24) jrasius (20) gaunama geometriné standumo
matrica, iSreik§ta mazginiais poslinkiais:

| [Co - ey +
C; (x)| wydxdy —

> ()] dxdly. (26)

Gautos iSrai$kos deSiniosios pusés pirmasis narys
sudaro pastovigjg geometrinés standumo matricos, kuria
nulemia tempimo gniuzdymo jtempiai, dalj. Antrasis -
kintamg, apibréziancig lenkimo jtempiy jtakg elemento



16 R. Karkauskas, M. Popov. Netampriy geometriskai netiesiniy plieniniy réminiy konstrukcijy...

standumuli, o treciasis, atlikus algebrinius veiksnius, yra
lygus nuliui. Tokiu bidu geometrine standumo matrica
galima uzrasyti taip:

[k 1= Ko ] Ko

Transformacija i$ lokaliyjy komponenty i globa-
liuosius yra atliekama jprastu badu. Tam tikslui lokalio-
joje koordinaciy sistemoje sudaroma elemento krypties
kosinusy matrica [Tab ] ir gaunama elemento tangentiné
standumo matrica globaliojoje sistemoje

[k 1=[Tw ] (K }7]

Tangentinés standumo matricos [kT ] formuojamos

(27)

kiekvienam elementui; jos véliau sujungiamos ir gauna-
ma visos sistemos tangentiné standumo matrica [ K, |
Si matrica yra inkorporuojama j prieaugiais uzrasytas
pusiausvyros lygtis:

[K, |Au=AF, (28)

¢ia AF ir Au - m-maciai visos konstrukcijos mazginés

apkrovos prieaugiy ir globaliyjy poslinkiy prieaugiy
vektoriai.

3.3.Tangentinio standumo metodo skaitmeninis
realizacijos operacijos

Netiesiniy lygciy sistemai (28) spresti taikysime New-
ton-Raphson iteracinj apkrovos kontrolés metoda Be-
lytscho ir Liu (2000), Zienkiewicz ir Taylor (2000), nes
apkrovos-poslinkiy kreivé yra iskiloji funkcija. Be to,
verta pazyméti, kad konstrukcijos optimizacija atlieka-
ma nepasiekus visisko plastiskojo suirimo. Dél §ios prie-
zasties tangentiné standumo matrica negali bati nuliné:
[ K., |# 0. Taip pat skaitmeniniais eksperimentais nusta-
tyta, kad Newton-Raphson metodu galutinis rezultatas
pasiekiamas dviem ar trimis apkrovos zingsniais.

Aptarkime Newton-Raphson metods, kurio prin-
cipiné schema yra parodyta 3 pav. Ten pat yra parody-
ti konstrukcijos netiesine elgseng charakterizuojantieji
dydziai. Taikant §j metoda, apkrovos vektorius F skai-
domas j dalis ir kiekvieno zingsnio metu didinamas tam
tikru prieaugiu AF, (3 pav.). Kiekvienu apkrovos prieau-
gio zingsniu v daromos iteracijos i siekiant eliminuoti
nesubalansuotas jégas F, ,. Jos atsiranda dél nesubalan-
suoty mazgo vidiniy ir i$oriniy jégy (3 pav.):

FLl:,v = Fv+l _Fi (29)

s,V
Cia: FZ’V— nesubalansuoty mazginiy jégy vektorius v-
tojo zingsnio i-tosios iteracijos gale; F, ,; — mazgo isori-
niy jégy vektorius v-tojo zingsnio gale; FS"’V - mazginiy
vidiniy jégy vektorius v-tojo zingsnio i-tosios iteracijos
gale.

_f"“ I§tiesinto uzdavinio
I Tl sprendinys
/ ’
llf I“c‘_\
."ill
"]I |
Alr" l i1 1y
/ | 7
f.--’r : Subalansuotds
| sprendinys! ~1
/ 0! : 14&\-
L/ &l :
& 0 | !
E|fi ! |
: i ' -

U .’4’.1 u U

- v v w1
3 pav. Newton-Raphson metodas
Fig. 3. Newton-Raphson method

Sios paklaidos atsiranda istiesinant uzdavini, t. y.
standumo matrica formuojama naudojant pries tai
buvusios iteracijos metu nustatytas mazgy poslinkiy
reik§mes.

Aptarsime vieno apkrovos prieaugio (zingsnio)
iteracinio skai¢iavimo metodika.

Tariame, kad globaliyjy poslinkiy vektorius W, ir
apkrovos lygis F, nagrinéjamojo zingsnio v pradzioje
yra zinomi. Tuomet v-tojo apkrovos zingsnio metu
skai¢iuojama vykdant tokias operacijas:

1. Nustatomas naujo apkrovos lygio vektorius

F,,, =F, +AF,

vV

¢ia AF yra apkrovos prieaugiy vektorius;

2. Suformuojama v apkrovimo Zzingsnio i-tosios
iteracijos konstrukcijos tangentiné standumo matrica
[Krji (i$ paskiry elementy tangentiniy standumo ma-
tricy (27)) ir nustatomas jos determinantas. Jeigu de-
terminantas yra neigiamas, konstatuojama, kad kons-
trukcija yra geometriskai judri, ir baigiama skaiciuoti.
Jeigu determinantas yra teigiamas, sudaromos prie-
auginés pusiausvyros lygtys (28) nesubalansuotoms
mazginéms jégoms FC",V skai¢iuoti (pazymima, kad pir-
majai iteracijai FL’:V1 = AF):
[K. ], Au) =F . (30)

3. Sprendziama sudaryta tiesiniy lygciy sistema
ir gaunamas vykdomojo v zingsnio i-tosios iteracijos
globaliyjy poslinkiy prieaugiy vektorius:

A, =((K,)))E,

4. Skai¢iuojami nauji globalieji mazgy poslinkiai.
Tam tikslui prie nuo nesubalansuoty mazginiy jégy gau-

(31)
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tyjy poslinkiy prieaugiy (31) pridedamos ankstesnéje

iteracijoje gautosios globaliosios poslinkiy reik§més:

u =Au +ull (32)
5. Skai¢iuojamos naujos mazgy koordinatés pagal

tokig formule:

i il i
X, =X, +u

(33)
Toliau skai¢iuojami nauji elementy asies pasvirimo kryp-
¢iy kosinusai, sudaromos elementy koordinaciy transfor-
mavimo matricos [Tab]i ir fiktyvioji pusiausvyros lygc¢iy
matrica [Z ] ! i§ paskiry baigtiniy elementy pusiausvyros
lygéiy matricy [ 4}, ]’v Tam tikslui uzragomos elemento,
parodyto 2 pav., apkrovos prieaugio v-tojo zingsnio i-to-
sios iteracijos pusiausvyros lygtys tarp elemento galy ir
lokaliyjy mazginiy jégy:

I:Az;b :'lv Si = F/;

¢ia pusiausvyros lygciy koeficienty matrica yra tokia:

[0 0 —1]
B 1 B 1
[+ [+d
;- 1 0 0
[ 1= 0 0o 1
R S
1+d [+d
0 1 0|

6. Nustatomi elementy vidiniy jégy prieaugiy dy-
dziai ir sudaromi elemento globaliyjy vidiniy jégy prie-
augiy vektoriai:

AS;, = [k] i([Aab Ib )T[Tab] y Augy (34)

su v-tojo zingsnio i-tosios iteracijos elemento jrazy ir de-
formacijy fiziniy lyg¢iy matrica:

4EI  2EI
1+8 [1+6
[H,: 2E]  4EI
vl 4+8 148
0 o £4
[+

Sudaromas globaliyjy vidiniy jégy prieaugiy vektorius:

AS| =[AS], AS}, ...AS,,

.. Asg,v]T'

7. Skai¢iuojami konstrukcijos elementy vidiniy
mazginiy jégy prieaugiai: Afiv = [Z J 'AS!

17

8. Nustatomas globalusis mazginiy jégu prieaugiu
vektorius

AF! =[CT AF,. (35)

9. Skaiciuojamos v apkrovos prieaugio Zingsnio
i-tosios iteracijos pabaigos suminés elementy mazginés
jégos ir jrazos :

F., =F+AF], (36)

S, =S, +AS], (37)

10. Skaic¢iuojamos nesubalansuotos (kompensaci-
nés) mazginés jégos (29).

11. Tikrinama pasirinkto tikslumo konvergencijos
salyga:

F(lv —FC’:;] <eps?

Jei §i salyga netenkinama, toliau vykdome zingsninj
skai¢iavima, t. y. kartojame skaic¢iavimus, aprasytus 1-10
operacijose.

Iteracinis ciklas baigiamas, kai nesubalansuoty
jégy vektorius F, ,, yra labai mazas arba kai tenkinamas
pasirinktas tikslumas F!, —F. ! <eps? Paskui gauna-
me konstrukcijos deformuoto buvio visus reikalingus
parametrus ir pusiausvyros lygc¢iy koeficienty matrica
[4,]= [C][Z]V, atitinkancia tam tikrg apkrovos lygj F.

4. Tamprioji plastiné netiesiné analizé

Tai antroji optimizacijos ciklo pakopa, kurioje, taikant
papildomos energijos ekstremumo principa, sprendzia-
mas tampriosios plastinés netiesinés analizés uzdavinys.
Sis uzdavinys, jvertinant plastines deformacijas, realizuo-
jamas pagal § matematinj modelj (Cyras et al. 2004):

Rasti %Sf [D]Sr — min,
kai [@]s, <S,—[@]s.,
[A,]s, =0 (38)

ir gaunamos eilinio optimizacijos ciklo tikrosios jrazos
S =S8, +8, ir poslinkiaiu=u, +u,.

5. Konstrukcijos skerspjiviy optimizacijos uzdavinys

Trecioji pakopa - tai konstrukcijos skerspjtviy optimi-
zacijos uzdavinys, kuriame naujiems optimaliems pro-
jektuojamiems parametrams nustatyti naudojame netie-
sinés analizés ]DB, dydzius S ir u.

Skaic¢iuojant optimizacijos uzdavinj butina Zinoti
funkcinj ry$j tarp tampraus atsako dydziy ir optimizuo-
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jamy skerspjivio parametry, nuo kuriy priklauso ribi-
niy jrazy dydziai, pavyzdziui, ribinio lenkimo momen-
to M, =c,W, reikdmé. Taigi jy jungiamasis rySys turi
rodyti funkcinj rysj su skerspjavio plotu A. Standartiniy
dvitéjy atveju Sis rysys reikiamai tiksliai aproksimuoja-
mas laipsninémis funkcijomis: 7 = g 4%, W, = a3Ab3.
Tiesiogiai naudojamos gautos funkcijos duos labai
sudétingus reiskinius. Analogiska situacija bus taip pat
gauta formuojant takumo salygy matricg [®, | Pavyz-
dziui, standartiniy plieniniy dvitéjo profilio sijy skai-
¢iuojamojo j-tojo pjavio takumo salygos yra tokios:

My, =|M, |20,

My, =|M,|118=¢; N, >0,

My, +|M,| 118+¢; N >0.

Siomis takumo salygomis ekscentricitetai (ribiniy
lenkimo momenty ir ribiniy asiniy jégy santykiai), esant
tempimo asinei jégai ¢" ir gniuzdymo ainei jégai ¢, yra
nezinomi. Jy ry8ys su skerspjaviu plotu: ¢; = M, ; /Ny,
cj =Mo;[Ne

Konstrukcinio reikalavimo ribinés jrazos apatiné

riba S yra susiejama su ribinio lenkimo momento
minimaliaja reikime M™". Ja galima gauti naudojant
klupdomuyjy strypy ribinio liaunio 4, reikalavimus

EC3 (1990), STR 2.05.08:2005 (2005). Gauname, kad

) b3
. [ b —1
M&?;‘;wya{ ;2] :

A Ay

(39)

Cia biitina zinoti priklausomybes tarp konstrukeci-
jos atskiry elementy ribiniy jrazy ir skerspjavio ploty
pasiskirstymo. Standartiniy profiliy atveju jis imamas
taip: M, = Gya3Ab3, Ny=0,4, N, =04, ¢ia a; ir b;
yra koeficientai, susieti su profilio tipu.

Konstrukcijos optimalumg eiliniame iteracinio
proceso cikle apibiidina jos strypy suminis minimalus
taris. Taigi, jvertinus pirmiau pateiktas pastabas, trec¢io-
sios pakopos optimizacijos uzdavinys yra toks:

Rasti V:i/lkilr — min,

k=1 r=1
A,z (M s+l || Yo a j/bs :
4> ((|Mj|/1,18+c; |Nj|)/csya3 j/bz ’

A, = (M) fo,a )"

ug <u, <ul, A > A,
t=12,...,m, k=12,..,s.

kai

(40)

Rémo mazgo ar atskiros dalies ribojamas poslinkis
yra i$reiskiamas tokiu budu:

S
U, = zut,k [kr,k]ut,k’
k=1

¢ia u, , - netiesinés tampriosios plastinés analizés nuo

(41)

duotos iSorinés apkrovos elemento mazginiy tasky po-
slinkiy #-gja kryptimi vektoriai, gauti i§sprendus remian-
tis (38) modeliu sudaryta dualig kvadratinio programavi-
mo uzdaviniy pora; [121 P J elemento tangentiné standumo
matrica, jungianti ieSkomus skerspjaviy plotus 4;. I$ jy
sudarytos konstrukcijos globalinés standumo matricos
[ K, ] determinantas turi buti didesnis uz nulj, taip uZti-
krinamas konstrukcijos stabilumas. U, ; — elemento glo-
baliy poslinkiy vektorius, apskai¢iuotas nuo vienetinés
jégos, pridétos ribojamo poslinkio kryptimi, jvertinus
analizés metu nustatytg plastiniy deformacijy bavj. Opti-
mizacijos uzdavinys (38) yra netiesinio iskilojo matema-
tinio programavimo uzdavinys, turintis vienintelj ekstre-
mumg (Karkauskas 2004).

6. Skaitinis eksperimentas

I$plétoto optimizacijos uzdavinio skai¢iavimo algoritmo
galimybes atskleisime optimizuodami vienos angos Se-
Siolikos auksty laisvajj metalinj réma, pateikta 4 pav., a.
Ten pat pateikta rémo geometrija, i$orinés apkrovos pri-
déjimo vietos ir dydziai. Konstrukecija sudaro 32 kolo-
nos ir 16 sijy. Rémas projektuojamas su vienodo dydzio
ribiniais lenkimo momentais M, tam tikroms strypy
grupéms. Pirmuyjy $esiy auksty kolony ribiniai lenkimo
momentai yra M, kity penkiy auksty — M, ir paskuti-
niy - My;. Rémsijés yra dviejy tipy — pirmuyjy astuoniy
auksty ribiniai lenkimo momentai yra My, o likusiyjy -
M. Sis pasiskirstymas konstrukcijos strypuose pateik-
tas 4 pav., a. Sesiolikos auksty rémo strypy optimizacija
atliekama ribojant poslinkius taip: visy mazgy horizon-
taliyjy poslinkiy reik§mé yra 30 cm, o rémsijy jlinkiy ri-
biné reikémé — 6 cm. Rémo strypai yra i$ karstai valcuoty
profiliuodiy, kuriy skerspjuviai kolonoms atitinka HEB
Europos standarta, o rémsijéms — IPE standarta. Ju skers-
pjaviy geometriniy charakteristiky pradiniams duome-
nims modeliuoti taikome 1 lenteléje pateiktas koeficienty
reikmes. Plieno takumo riba o, =235 MPa, tamprumo
modulis E = 206 GPa, medziagos tankis p = 7850 kg/m’.
Rémo geometriskai netiesiné elgsena yra jvertinama.

1 lentelé. Santykiy koeficientai
Table 1. Coefficients of relations

Profiliuotis al bl a3 b3
IPE 0,7885 2,3210 0,8411 1,6572
HEB 0,2639 2,2917 0,4933 1,6467
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Fig. 4. 16-stroyed frame and its discrete model
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Sudarytas rémo diskretinis modelis parodytas
4 pav., b. Jame yra 50 mazgy (sijos yra skaidomos j
du elementus), kuriy laisvumo laipsnis yra 112, nes
kiekvieno elemento gale veikia lenkimo momentas, o
kolonos elemente dar ir pastovaus dydzio asiné jéga.
Taigi turime 32 koloninius elementus ir 32 sijinius
elementus, i$ viso 160 vidiniy jégu.

Konstrukcijos optimizacijos uzdavinio (38)
eksploataciniai apribojimai sudaromi, émus visoms
kolonoms vienoda ribinj liaunj A< 4., =120. Ko-
lony klupdomasis ilgis [, skai¢iuojamas pagal STR
2.05.08:2005 (2005) pateiktas rekomendacijas. Gali-
mos ribiniy lenkimo momenty kitimo apatinés ribos
kiekvieno optimizacijos ciklo metu yra identifikuo-
jamos pagal (37) formule. Jokie konstrukciniai rei-
kalavimai sijy minimaliam ribiniam liauniui netai-
komi.

Rémo minimalaus tiirio optimizacijos uzdavinio
(38) skaic¢iavimy rezultaty dinamika pateikta 2 lente-
léje. Pirmoje lentelés eilutéje (apzymétoje kaip 0 ite-
racija) nurodytos rémo elementy skerspjuviy ploty
reikSmés, nustatytos skaic¢iavimy pradzioje. Opti-
malus konstrukcijos projektas, atitinkantis nustatyta
tikslumg, pasiektas po 8 optimizacijos cikly. Jis
uzra$ytas 2 lentelés 10 eilutéje. Didziausias poslinkis
yra rémo 16 auks$to mazgy poslinkis horizontaliaja
kryptimi uy, o = 29,9960 cm. Konstrukcijoje atsi-
veria trys plastiniai lankstai, jy susidarymo vietos
pateiktos 4 pav., b. Konstrukcijos minimalus taris -
3641 780 cm’.

Optimalus to paties rémo projektas, padidinus
didziausio visy mazgy horizontalus rémo poslin-
kio ribg iki 40 cm, atitinkantis nustatytg tiksluma,
pasiektas po 12 optimizacijos cikly. Optimizacijos
rezultatas pateiktas 2 lentelés priespaskutinéje eilu-
téje. Siuo atveju didZziausias horizontalus poslinkis
yra up may = 29,9960 cm. Konstrukcijoje atsiveria 10
plastiniy lanksty. Jy atsivérimo vietos yra 33, 35, 45,
46, 56, 76, 80, 100, 104 ir 108 konstrukcijos pjuaviai.

Minimalus konstrukcijos tiris yra 3 325930 cm’.
Tai yra 8,7 % maziau uz konstrukcijos tario reik§me,
gauta, kai horizontalis poslinkiai ribojami 30 cm dy-
dziu.

Optimizuojant ta patj réma, kai poslinkiai neri-
bojami (skai¢iuojama, kai konstrukcija yra busenos,
artimos plastiniam suirimui), rezultatai (Karkauskas
2007) pateikti paskutinéje 2 lentelés eilutéje. Siuo atve-
ju minimalus konstrukcijos tiris yra 2 931 310 cm?,
o tai yra 19,5 % maziau uz rezultata, kai horizontalts
poslinkiai ribojami 30 cm dydziu. Maksimalus po-
slinkis yra rémo 16 auksto mazgy poslinkis horizon-
taligja kryptimi. Jis kinta nuo 34,05 cm (1-ojo plastis-
kojo lanksto susidarymo metu) iki 107,46 cm (35-0jo
lanksto susidarymo metu).

7. Isvados

1. Isplétotas plieniniy réminiy konstrukcijy skerspji-
viy optimizacijos uzdavinio matematinis modelis,
jvertinant ir plieno netamprigsias deformacijas ir
eksploatacinius reikalavimus, jungiancius stipru-
mo, deformatyvumo, stabilumo ir konstrukcinius
apribojimus.

2. Sudarytas originalus strypy skerspjuaviy parametry
optimizacijos algoritmas, grindziamas geometris-
kai netiesiniy sistemy tampriu skai¢iavimu, kurj
veikia optimizuojami konstrukcijos parametrai.
Todél uzdavinys turi buti sprendziamas iteracijy
badu, perskaic¢iuojant tampraus atsako dydzius pa-
gal gautus konstrukcijos optimizavimo rezultatus.
Sudaryto algoritmo principai gali buti sékmingai
pritaikyti ir kitokio tipo konstrukcijy optimizaci-
jos uzdaviniams realizuoti.

3. Aptarti optimizacijos ciklo iteracijy proceso skai-
tmeninés realizacijos ypatumai.

4. Pasitlyti plieniniy standartiniy profiliuodiy sijy
takumo salygy sudarymo, jvertinancio strypy sta-
bilumo reikalavimus, principai.

2 lentelé. 16 auk$ty rémo optimalaus tario sprendimo kitimas iteracijy metu

Table 2. The optimum volume of 16-storey steel frame solution convergence per iterations

Iteracija A, (cm?) A, (cm?) A; (cm?) A, (cm?) As (cm?) V (cm?)

0 191,8344 191,8344 191,8344 191,8344 191,8344 4788 190

1 171,8487 171,8487 171,8487 171,8487 171,8487 4289 340

2 216,2892 157,2174 100,5890 171,8975 110,6591 3741 670

7 230,0721 151,0244 84,7730 157,5741 113,6443 3641990

8 230,0721 151,0244 84,7545 157,5600 113,6379 3641780

u, <40 cm 228,2731 150,8525 87,8008 134,4597 92,5416 3325930
Karkauskas 2007 216,0175 136,8860 68,1718 122,5441 73,4384 2931310
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5. I§plétoto algoritmo efektyvumas iliustruojamas
skai¢iuojant 16 auk$ty plieninio rémo strypy
skerspjuviy optimalius dydzius, tenkinancius mi-
nimalaus tario reikalavimus, kai horizontalts po-
slinkiai yra apriboti.
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THE ALGORITHM OF THE CROSS-SECTION OPTIMIZATION OF INELASTIC
GEOMETRICAL NONLINEAR STEEL FRAME STRUCTURES

R. Karkauskas, M. Popov

Summary. The purpose of the problem of optimization is introducing a project on the structure satisfying the limit require-
ments of the safety and usability conditions of the various effects of external actions. It can be provided by disposing com-
prehensive information about the real behaviour of construction under all working conditions and at any period of occur-
rence. Such problem cannot be solved applying the methods of the linear theory of structural mechanics because the form
and dimensions of construction under assorted loads essentially change and the principle of small displacement becomes
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unreliable. In addition, starting from certain stress conditions, HooK’s law for majority materials is ineligible and changing
by nonlinear relation. It is necessary to refuse the linear theory assumptions and change over to considerably wide and com-
plex nonlinear theory generalizations. Abandoning calculation by unstrained condition tolerating small displacements allow
changes in the influence of construction geometry on its deflected mode, proceed to nonlinear tensions and relations with
deformations and allow incipient plastic deformations because some materials of construction close to plastic collapse recei-
ve very large displacements and do not satisfy requirements for successful exploitation. Thereby, the above mentioned causes
must be allowed developing the mathematical models of solving the problems of construction optimization. A developed
mathematical model and calculation algorithm with material inelastic properties as well as the evaluation of maintenance
requirements are presented for the cross-sections optimization of geometrically nonlinear frames. The evaluation of dissipa-
tive features when employing inelastic steel stains results in a significant reduction of reserve in carrying capacity in respect
of the optimal elastic state of the structure. Maintenance requirements for the structure introduced to its operation time
involve not only strength constraints but also stiffness, stability and structural constraints defining minimal cross-section pa-
rameters and the ration of element slenderness. The aforementioned factors limit the free development of plastic stains, and
therefore the optimal structure is considered in the state prior to plastic collapse. The used elastic response values are related
to the optimal parameters of standard profile cross-sections by nonlinear functional relation. Therefore, this problem has to
be solved using the iterative method. The procedure of forming a new beam element tangent stiffness matrix considered by
internal forces stimulated by different element alterations is presented. The efficiency of the developed algorithm exemplified
by calculating the optimal values of the cross-section involving 16-stroyed steel frame beam elements is obeyed by minimum
volume requirements when node horizontal displacements are limited.

Keywords: optimization, elastic plastic structure, geometrical nonlinearity, tangent stiffness matrix, geometrical stiffness,
plastic collapse
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